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Аннотация 

В сборнике представлены все статьи и лекции 
Якова Наумовича Фельда, опубликованные в от-
крытой печати. Такой выбор обусловлен не только 
сохраняющейся актуальностью его работ, их труд-
нодоступностью и рассеянием по разным источни-
кам, но и дает возможность проследить эволюцию 
Я.Н. Фельда как ученого. Составители полагают, 
что Я.Н. Фельд не нуждается в особом представле-
нии – на его учебниках, статьях и монографиях учи-
лись и продолжают учиться не одно поколение оте-
чественных студентов и аспирантов. В сборник 
также включены воспоминания ряда ученых, в той 
или иной мере соприкасавшихся с Яковом Наумо-
вичем.  
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Предисловие 

Настоящая книга посвящена памяти выдающегося ученого, отличного 
преподавателя и замечательного человека Якова Наумовича Фельда. 

В историю отечественной и мировой науки Я.Н. Фельд войдет как бле-
стящий ученый теоретик, внесший фундаментальный вклад в развитие ряда 
направлений прикладной электродинамики, теории дифракции и, особенно, 
современной теории антенн, одним из создателей которой он по праву счита-
ется. 

В частности, с именем Якова Наумовича связаны: разработка ряда об-
щих теорем электродинамики, касающихся внутренних и внешних краевых за-
дач; создание строгой теории щелевых антенн и основ их инженерного рас-
чета; развитие методов электродвижущих и магнитодвижущих сил; оценка 
предельных возможностей приемных антенн, работающих в среде с потерями 
и т.д. 

Полученные Я.Н. Фельдом результаты, несомненно, являются классиче-
скими, в немалой мере определившими развитие радиофизики в целом. Осно-
вополагающий характер его работ подтверждается, в частности, и тем, что 
большая их часть публиковалась в "Докладах АН СССР". 

Огромный вклад внесен Я.Н. также и в подготовку радиоспециалистов и 
становление высокого уровня отечественной радионауки. Более 60 лет Я.Н. 
Фельд преподавал в авторитетных вузах Москвы и Ленинграда, существенно 
способствуя подготовке многих тысяч высококвалифицированных граждан-
ских и военных радиоинженеров. 

Особенно хочется подчеркнуть заслуги Я.Н. в подготовке кадров выс-
шей квалификации – кандидатов и докторов наук. Он лично подготовил 10 
докторов и около 40 кандидатов наук. Но главное, в чем проявился вклад Я.Н. 
в рост кадров,– это его многолетняя работа в редакции основного радиотехни-
ческого журнала СССР«Радиотехника и электроника», где он курировал раз-
дел «Электродинамика, дифракция, антенны», и работа по руководству им же 
созданного Всесоюзного дифракционного семинара. Трудно переоценить зна-
чимость этих двух направлений деятельности Я.Н., ту роль, которую они сыг-
рали в подъеме нашей радиотехнической науки. Это, несомненно, сказалось и 
на высоком качестве радиотехнических систем, созданных нашей промышлен-
ностью во второй половине ХХ века в интересах укрепления обороноспособ-
ности СССР и решения многих народно-хозяйственных задач.  
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В свете вышесказанного вызывает удивление и глубокое сожаление тот 
факт, что огромные заслуги Я.Н. в развитии науки и подготовке кадров не по-
лучили достойной оценки со стороны различных государственных структур. 
Даже представление Я.Н. Фельда к званию «Заслуженный деятель науки Рос-
сии» было отклонено чиновниками министерства радиопромышленности 
СССР». 

Совершенно иным было отношение к нему со стороны научной обще-
ственности. Якова Наумовича глубоко ценили и уважали такие академики как 
В.А. Фок, М.А. Леонтович, В.А. Котельников, А.Н. Тихонов, А.А. Пистоль-
корс, Л.Д. Бахрах и многие другие. После его ухода из жизни друзья, коллеги 
и ученики сделали и делают все возможное, чтобы сохранить и упрочить па-
мять о Якове Наумовиче, о полученных им уникальных научных результатах. 
Так, в 2002 г., в связи с 90-летием со дня рождения, имя Я.Н. Фельда было 
присвоено дифракционному семинару; к его 95-летию (2007 г.) его друзья и 
коллеги организовали переиздание вышедшего еще в 50-е годы знаменитого 
двухтомного учебника по антеннам, написанного Я.Н. Фельдом совместно с 
его учеником Л.С. Бененсоном. При этом было решено включить в новое (од-
нотомное) издание первый том, практически без изменения, «старого» двух-
томника, содержащий изложение электродинамических основ теории антенн, 
а из второго тома включить разделы по общей теории щелевых антенн и по 
общей теории линий передачи, сохранивших свою актуальность к моменту пе-
реиздания книги. 

Много добрых слов в адрес Я.Н. прозвучало в марте 2012 г., когда отме-
чалось 100-летие со дня его рождения. Этому же событию были посвящены 
также издание спецвыпуска журнала «Радиотехника и электроника» и созда-
ние постоянного стенда о Я.Н. Фельде в музее института (ЦНИРТИ), в кото-
ром он проработал около 50 лет.  

Издание, подготовленное А.Г. Кюркчаном и М.Х. Зимновым - это еще 
один важный шаг на пути увековечения памяти о Якове Наумовиче Фельде. 
Составители провели огромную работу по сбору материала и подготовке его к 
печати. И я хотел бы от своего имени и от имени будущих читателей этой ин-
тересной книги выразить им огромную благодарность.  

Книга состоит из трех частей. 

Первая часть составлена из воспоминаний друзей, коллег и учеников 
Я.Н. Фельда.  

Вторая часть книги содержит его избранные труды. 

Третья часть включает полную библиографию научных работ Якова 
Наумовича и ряд документов из его личного архива. 
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Немного подробнее о второй, основной, части книги. Здесь впервые 
около 120 работ автора, опубликованных ранее в разные годы и в разных жур-
налах, собраны воедино. Это существенно облегчит и ускорит освоение моло-
дыми учеными научного наследия Я.Н. Фельда, его фундаментального вклада 
в радиофизику.  

Надеюсь, что приведенные в данной книге материалы позволят читате-
лям получить должное представление о выдающемся ученом и замечательном 
человеке – Якове Наумовиче Фельде. 

Я.С.Шифрин 
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Краткая биография 
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С.Я. Фельд.    Краткая биография Я.Н. Фельда 

Отец родился 10 марта 1912 г. в Киеве и был старшим ребенком в семье 
"служащего" (до революции про таких в анкете писали "из мещан", а после 
революции - "из служащих"). Дед - Наум Семенович - работал в Юго-Западном 
транспортном обществе, которое занималось перевозкой разных товаров по 
территории нынешней Украины. Тогда еще никто не знал, что это земля древ-
них "укров», все наивно думали, что это просто юго-западная часть Россий-
ской империи. Семья сначала жила на Подоле, а потом переехала в квартиру 
на Красноармейскую улицу (это продолжение Крещатика, сразу за 
площадью Л. Толстого, вероятно, сейчас улица уже не Красноармейская, а 
площадь не Толстого). 

          1914. Яша с отцом Наумом Семеновичем 

Когда маленькому Яше исполнилось 7 лет (1919 г.), и пора было идти 
в школу, выяснилось, что обстановка в стране не располагает к этому. В 
городе чуть ли не ежедневно менялась власть - то "красные", то "белые", то 
немцы, то "зеленые" (так назывались тогда "бандиты" - Петлюровцы, 
Махновцы, анархисты) и на улицу просто опасно было выходить. Конечно, 
по сравнению с 
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нынешними временами, тогдашние бандиты — это верх благородства и чести. 
Обстановка в Киеве тех лет хорошо описана в романе М.Ф. Булгакова "Белая 
гвардия" и пьесе "Дни Турбиных". В результате, ребенка в школу не пустили, 
а знакомые учителя приходили на дом. Так продолжалось до 1922 г, когда 
ситуация в Киеве (и в стране) нормализовалась и можно было идти в 
школу, и Яша пошел в 4 класс средней «трудовой» школы - 7-летки, которую 
закончил в 1927 г., затем поступил на радиофакультет Киевского 
политехникума связи и проучился там до 1931 г. Техникум до последних лет 
находился на ул. Леонтовича (короткая улица, соединяющая просп. Шевченко 
с Владимирским собором). Названа так в честь отца академика М.А. 
Леонтовича. По распределению после окончания техникума Я. Фельда 
направили в г. Рославль Смоленской обл. на городскую радиостанцию. 
Работа заключалась в обслуживании аппаратуры преобразовании эфирного 
сигнала для последующего направления в городскую сеть проводного 
вещания. Похоже, эта деятельность показалась ему недостаточно 
творческой, и вскоре он покинул радиостанцию и направил свои стопы в 
г. Ленинград, который до войны оставался научной столицей России. Свою 
научно-исследовательскую деятельность Яков Наумович начал в 1932 г. в г. 
Пушкино под Ленинградом в Центральной Радиолаборатории (ЦРЛ) под 
руководством профессора В.В. Татаринова, сначала в должности инженера, а 
с 1934 г. в качестве научного консультанта. В ЦРЛ (под разными 
названиями: с 1938 г. - НИИ-33, во время войны – номерной завод) про-
работал до 1946 г. (После войны на базе этого завода в Красноярское 
было образовано НПП «Радиосвязь», которое существует и по сей день.) 
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1930. С родителями и сестрой. 

В 1934 г. в научно-техническом сборнике Ленинградского электротехни-
ческого института связи он опубликовал свою первую научную статью «Де-
кремент, энергия и мощность колебательного контура». В этом же году он 
начинает преподавание в ЛЭИСе. В 1939 г. защищает кандидатскую диссерта-
цию по теории антенно-фидерных устройств СВЧ (для защиты потребовалось 
специальное разрешение Всесоюзного Комитета по Высшей Школе, так как 
он не имел диплома о высшем образовании). С началом Великой Отечествен-
ной войны как сотрудник ленинградского номерного завода эвакуирован в г. 
Красноярск, где занимался разработкой антенн для самолетных радиомаяков. 
В 1946 г., уже имея значительный научный задел (фактически готовую 
док-торскую диссертацию, которую и защитил через год), поступает в 
Докторан-туру Физического института АН СССР, где стажировался у 
академика М.А. Леонтовича. Поступление в докторантуру было 
необходимо для переезда в Москву. В это время активно развивался 
созданный академиком А.И. Бергом институт НИИ-108, и в 1946 г. Я.Н 
Фельд стал сотрудником этого института. Докторскую диссертацию 
«Основы теории щелевых антенн» он защитил в 1947 г. в Совете этого 
института, и вскоре был назначен начальником антенной лаборатории, а 
затем начальником антенного отдела НИИ-108. В 1948 г. ему было 
присвоено звание профессора. До конца своей жизни он был сотрудником 
этого института (впоследствии Центральный научно-исследовательский 
радиотехнический институт - ЦНИРТИ). 
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На протяжении всей жизни отец совмещал научно-исследовательскую дея-
тельность с педагогической. С 1934 по 1941 г. он преподавал в Ленинградском 
электротехническом институте связи им. М.А. Бонч-Бруевича. В 1947-48 гг. 
доцент Московского авиационного института им. С. Орджоникидзе, в 1948-49 
гг. – профессор физико-технического факультета МГУ им М.В. Ломоносова 
(впоследствии преобразованный в Московский физико-технический инсти-
тут). В 1950 - 1960 гг. был профессором Военно-Воздушной Академии им 
Н.Е. Жуковского, в 1971-72 гг. – профессор Института повышения 
квалификации руководящих специалистов Министерства 
радиопромышленности. С 1972 г. и до конца жизни – профессор 
Московского института радиотехники, электроники, автоматики.  

1952 С сыном в Цхалтубо, гостиница "Тбилиси" 

Он опубликовал 3 монографии и более 200 научных работ. За время 
своей научно-исследовательской и педагогической деятельности более 40 его 
учеников защитили кандидатские диссертации и 10 – докторские, он создал 
целую научную школу. Большой заслугой Я.Н. Фельда была организация и 
многолетнее функционирование общемосковского семинара по дифракции и 
распространению радиоволн (так называемого, «Фельдовского семинара»), ра-
ботавшего на протяжении 35 лет при Институте радиотехники и электроники 
РАН. На протяжении 40 лет с момента основания отец был членом 
редколлегии журнала «Радиотехника и электроника». 
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Я.Н. Фельд внес большой личный вклад в разработку ряда направлений элек-
тродинамики и техники СВЧ. Самые главные из них: 
• разработка «прямых» методов расчета антенн, в том числе метода наве-
денных магнитодвижущих сил для расчета поля в щелях;
• разработка методов решения задач дифракции на криволинейных по-
верхностях и экранах;
• создание законченной теории щелевых антенн.

По инициативе Я.Н. Фельда и под его непосредственным руководством
впервые в нашей стране разработана теория и созданы оригинальные кон-
струкции антенн эллиптической поляризации, поверхностных волн, волно-
водно-щелевых и линзовых антенн, антенн с электрическим качанием луча, 
широкополосных осесимметричных фазированных решеток и других.  

До последних дней жизни Я.Н. Фельд сохранял высокий творческий по-
тенциал. Последнюю свою работу он сдал в печать за день до смерти. 
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Воспоминания 
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А.Г. Кюркчан.   Мой учитель Яков Наумович Фельд 

Мое первое знакомство с Яковом Наумовичем Фельдом произошло за-
очно. Учась на IV-м курсе МВТУ им. Н.Э.Баумана, я как-то пошел в библио-
теку подобрать книгу по теории антенн. Мне попалась книга Я.Н.Фельда и 
Л.С.Бененсона «Антенно-фидерные устройства». Она произвела на меня 
огромное впечатление. И когда нас распределяли на преддипломную практику 
и дипломное проектирование, я попросился в ЦНИРТИ, в антенный отдел. 
Моим руководителем по диплому был Г.П.Самуйлов. Темой моего закрытого 
диплома были вопросы, связанные с рассеянием радиоволн групповыми отра-
жателями. Из нашей МВТУ-шной группы в ЦНИРТИ попал также мой хоро-
ший приятель В.С.Стеблев. Он меня познакомил с сотрудником своего отдела 
М.И.Писковым, от которого, в свою очередь, я узнал про работы В.Тверского, 
посвященные задачам дифракции на нескольких телах, для решения которых 
он разработал оригинальную и изящную технику, основанную на сведении ис-
ходной задачи к решению системы интегральных уравнений второго рода от-
носительно диаграмм рассеяния тел с использованием интегралов 
Зоммерфельда. Отмечу, что эти работы меня заворожили настолько, что много 
лет спустя я применил несколько модифицированную технику В.Тверского к 
решению задач дифракции на одиночном рассеивателе. После защиты диплома 
я был распределен в отдел полигонных испытаний ЦНИРТИ, который распо-
лагался недалеко от поселка Протва Калужской области, где я проработал 
около двух лет. В декабре 1967г. я поехал поступать в аспирантуру ЦНИРТИ. 
Естественно, я мечтал поступить к Я.Н.Фельду. Вступительный экзамен по 
специальности я сдавал Я.Н.Фельду и Л.С.Бененсону. Получив оценку «хо-
рошо», я был зачислен в аспирантуру. В качестве темы диссертации я решил 
выбрать в некотором смысле продолжение темы моего диплома. В те годы мне 
часто приходилось встречать в коридорах ЦНИРТИ оживленно беседующих 
друг с другом на научные темы учеников Я.Н.Фельда – И.М.Полищука и 
Г.А.Свистунова. В дальнейшем мне много приходилось общаться с Г.А.Сви-
стуновым, и во многом благодаря общению с ним я заинтересовался теорией 
целых функций и теоремой Винера-Пэли. Общение с другими учениками 
Я.Н.Фельда – Ю.А.Зайцевым, В.И.Кузнецовым и Г.А.Постновым также 
всегда давало пищу для размышлений.  

Но в работе над кандидатской диссертацией я взял за основу метод спе-
циальной ортогонализации, предложенный Я.Н.Фельдом в 1959г. Кроме того, 
в диссертации я использовал также предложенный Я.Н.Фельдом метод стаци-
онарного функционала. Со всеми проблемами я приходил к Якову Наумовичу, 
и он всегда четко и подробно отвечал на любые мои вопросы. Официальными 
оппонентами по моей кандидатской диссертации были В.П.Яковлев – один из 
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ведущих специалистов по прикладным аспектам теории целых функций и 
начальник отдела ЦНИРТИ Н.Г.Пономарев – ученик Я.Н.Фельда. Перед защи-
той мою работу прочитал, естественно, Яков Наумович, а также, по его 
просьбе, начальник сектора, в котором я работал – Исаак Борисович Абрамов, 
также ученик Я.Н.Фельда. Прочитав текст, Исаак Борисович сделал довольно 
много редакционных замечаний. Я на это довольно раздраженно отметил, что 
я ведь не писатель. А Исаак Борисович мне мудро возразил: «Если Вы беретесь 
писать, то Вы – писатель». Мне пришлось согласиться и серьезно переделать 
текст.  

Все свои работы и в мою бытность аспирантом и в последующие годы я 
обязательно показывал Я.Н. и только после его одобрения отправлял их в ре-
дакцию. Я настолько к этому привык, что когда в 1992г. мне пришлось уйти 
из ЦНИРТИ (в результате перестройки), то некоторое время я чувствовал ка-
кую-то незащищенность из-за невозможности показывать свои работы Якову 
Наумовичу.  

В силу ряда обстоятельств я защитился довольно поздно – в 1976г. Тем 
не менее, даже когда я еще не был кандидатом наук, Я.Н.Фельд довольно часто 
давал мне на рецензию статьи из своего портфеля члена редколлегии журнала 
«Радиотехника и электроника». Предварительно все эти статьи он читал сам и 
составлял собственное мнение. И поныне предметом моей гордости является 
то, что за исключением одного-двух случаев Яков Наумович принимал реше-
ние по поводу публикации статьи, совпадающее с моим заключением. Более 
того, Яков Наумович иногда просил меня посмотреть диссертации соискате-
лей, у которых он был официальным оппонентом, и высказать свое мнение.  

Вообще, общение с Яковом Наумовичем было истинной роскошью. Его 
величайшая эрудированность, высочайшая интеллигентность притягивали к 
нему множество коллег и не только.  

Особенно следует отметить руководство Я.Н.Фельдом научным семина-
ром при ИРЭ Академии наук. В его работе принимали участие ведущие уче-
ные в области теории дифракции, технической электродинамики и теории ан-
тенн – Л.А.Вайнштейн, Б.З.Каценеленбаум, П.Я.Уфимцев, Б.Е.Кинбер, 
В.А.Боровиков, В.В.Шевченко и целый ряд других. Поражала способность 
Я.Н.Фельда, что называется «с ходу» вникать в существо докладываемой ра-
боты, делать глубокие, полезные, но при этом всегда доброжелательные заме-
чания. Однажды на этом семинаре выступали математики Б.Ю.Стернин и 
В.Е.Шаталов с, по сути дела, чисто математическим докладом. Б.Ю.Стернин 
говорил мне потом, что его потрясло, насколько четко Я.Н.Фельд прокоммен-
тировал их доклад участникам семинара, не будучи ни в малейшей степени 
предварительно знакомым с их работой.  
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Конечно, Якову Наумовичу приходилось давать и отрицательные от-
зывы о чьих-либо работах. Людей, чьи способности он оценивал не очень вы-
соко, Яков Наумович называл «путаниками».  

Не могу не отметить блестящую манеру чтения лекций Яковом Наумо-
вичем. Он преподносил материал настолько четко и подробно, что, наверное, 
не было людей, у которых оставалось бы какое-то непонимание материала лек-
ции, даже когда этот материал был достаточно сложным. Я слушал довольно 
много лекторов и докладчиков на конференциях и могу отметить, что еще 
только два человека были близки к Я.Н. по доступности изложения сложных 
вещей – это В.Д.Купрадзе и В.И.Татарский, которые, кстати, также являются 
классиками в своих областях знаний.  

Яков Наумович был интеллигентнейшим человеком. Он прекрасно раз-
бирался в искусстве, знал массу стихов. Мне приходилось бывать дома у Я.Н. 
Это была типичная квартира ученого – с довольно скромной обстановкой и 
великолепной научной библиотекой. Дома у него царила прекрасная благоже-
лательная атмосфера. Эту атмосферу, на мой взгляд, во многом определяла 
жена Якова Наумовича – Вера Михайловна Кристоф. Это была очень умная и 
интеллигентная женщина. Как я уже отмечал, я бывал дома у Якова Наумовича 
и Веры Михайловны, в том числе на их днях рождения, которые отмечались в 
весьма теплой, интеллигентной компании. Я иногда наносил визиты Вере Ми-
хайловне также после ухода из жизни Якова Наумовича. Вера Михайловна и 
их с Яковом Наумовичем сын – Семен Яковлевич подарили мне несколько 
книг из библиотеки Якова Наумовича (руководствуясь моим выбором), за что 
я им очень благодарен. 

 Яков Наумович пользовался огромным и, несомненно, заслуженным ав-
торитетом в научном мире. Его хорошо знали и глубоко уважали многие члены 
Академии наук СССР. Я могу привести ряд известнейших имен академиков и 
членов-корреспондентов АН СССР, которые хорошо знали и уважали Якова 
Наумовича. Это академики В.А.Фок, А.И.Берг, М.А.Леонтович, А.Н.Тихонов, 
А.Л.Микаэлян, Ю.Б.Кобзарев, члены-корреспонденты А.А.Пистолькорс, 
Л.А.Вайнштейн, Г.В.Кисунько и ряд других. Я считаю крайней несправедли-
востью то обстоятельство, что Яков Наумович не был членом Академии Наук. 
По моему мнению, это, главным образом, связано с тем, что Яков Наумович 
всю жизнь проработал в закрытой организации. Тем не менее, реальный авто-
ритет в научном мире, как я уже отметил, у Якова Наумовича был как у акаде-
мика. На этом я закончу свои краткие воспоминания, рассчитывая, что они 
вместе с другими приведенными в этой книге воспоминаниями позволят чита-
телю хотя бы в общих чертах представить себе масштаб этого выдающегося 
человека. 
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Б.З.Каценеленбаум.      Яков Наумович Фельд (1912 – 1995) 

Активная научная жизнь Я.Н. Фельда пришлась на послевоенные годы. 
В это время энергично развивалась относительно новая наука – прикладная 
(высокочастотная) электродинамика, и Я.Н. был одной из ярких фигур, обес-
печивающих это развитие. 

Обязанность ученого состоит в том, чтобы создавать научную продук-
цию, и в том, чтобы помогать начинающим ученым. Память о людях такого 
масштаба, как Яков Наумович заставляет нас пытаться подражать им, иногда 
даже неосознанно. Подражать ученому в его профессиональной деятельности 
нельзя. Можно подражать в его отношении к людям. 

Яков Наумович создал школу антенщиков, и сегодня многие специали-
сты либо его ученики, либо ученики учеников. Для того, чтобы у ученого 
были ученики, мало уметь интегрировать систему уравнений Максвелла. 
Надо, разумеется, придерживаться правила «лучше сто раз отдать свое, чем 
один раз присвоить чужое». Но надо, кроме того, обладать некими 
человеческими качествами. Отношение Якова Наумовича к коллегам можно 
охарактеризовать несколькими чертами: 

- априорная доброжелательность и вежливость ко всем,

- уважение к чужому мнению независимо от статуса собеседника,

- желание реально помочь за счет своих дел и своего времени,

- умение оставаться самим собой в любых ситуациях, не суетность и спо-
койствие. 

Жизнь организовала практический эксперимент. В 1951 г. меня уволили 
из Института, где у меня, разумеется, было много знакомых. Из них первые 
месяцы продолжали со мной общаться трое. Сегодня их поведение кажется 
естественным и непонятно, в чем состоял эксперимент. Объяснить это трудно. 
Как вообще трудно передать атмосферу тех лет. Полвека тому назад это было 
Поступком. Он свидетельствовал не только о самоуважении, но и о немалой 
смелости. Эти трое были не только крупными учеными. Они были интелли-
гентами. Это были Михаил Александрович Леонтович, Лев Альбертович 
Вайнштейн и Яков Наумович Фельд. 

Яков Наумович был и физиком, и математиком. Как физик он владел ис-
кусством «неразрушающего упрощения» - он умел заменить реальное устрой-
ство моделью, достаточно сложной, чтобы сохранить все существенные осо-
бенности этого устройства, и достаточно простой, чтобы её можно было рас-
считать. 

17



Одновременно он владел математическим аппаратом, чтобы такой рас-
чёт произвести. В его безразмерной библиотеке находились самые современ-
ные математические монографии. Возможно, он был одним из немногих уче-
ных, работавших в прикладной области и серьезно знакомый с функциональ-
ным анализом. Его математическая эрудиция проявилась, например, в его ра-
ботах по условиям реализации заданной диаграммы излучения антенн. 

Одной из основных работ Я.Н. Фельда является его исследование щеле-
вых антенн. Они представляют собой замкнутую металлическую 
поверхность, в которой проделана система щелей, являющихся излучающими 
элементами. В такой антенне взаимодействуют друг с другом системы 
резонансных эле-ментов в виде узких щелей и резонатор, образованный 
стенками. Создание теории столь сложной системы потребовало сочетания 
физической интуиции и математического искусства. 

Авторитет Якова Наумовича, основанный на качестве его работ, на его 
эрудиции, и – что не менее существенно – на его желании помогать молодым 
ученым и на органически присущей ему интеллигентности, позволил ему в те-
чение многих лет руководить общемосковским электродинамическим семина-
ром (и ныне успешно работающим). 

Результаты, полученные Я.Н. Фельдом, стиль его работ представляют 
собой существенный вклад в фонд нашей науки. Участие в создании этого 
фонда – цель любого ученого. Яков Наумович этой цели достиг. 
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П.Ш. Фридберг.  Воспоминания о Якове Наумовиче Фельде 

Когда тебе под 80, и старая уставшая лошадка, еле волоча ноги, везет 
тебя «с ярмарки», перед глазами все чаще возникают лица самых близких и 
дорогих людей, покинувших этот мир. Родители, подарившие жизнь. Учителя, 
посланные судьбой.  

Воспоминания – литературный жанр, а я не литератор и никогда бы не 
взялся за эту работу, если бы не желание сохранить память о Якове Наумовиче 
Фельде.  

Написал, принялся редактировать и ужаснулся: что это, воспоминания – 
или хроника моей жизни? Попробовал оставить первое, убрать второе. Не по-
лучилось! Потому что Яков Наумович стал частью моей жизни, мудрой, доб-
рой и любимой частью - навсегда.  

Начну с главного: он был порядочным человеком. В этом предложении 
отсутствуют эпитеты типа «абсолютно», «очень» «глубоко». Отсутствуют не 
случайно. Жизнь доказала мне, что «порядочность» не может иметь градаций: 
она в человеке либо есть, либо ее нет. И объяснять здесь ничего не надо: поря-
дочный человек поймет, о чем идет речь, а не порядочный никогда со мной не 
согласится. 

Научные заслуги Якова Наумовича превосходно описал Я.С.Шифрин в 
замечательной статье «К столетию со дня рождения Якова Наумовича 
Фельда» («Вестник Российской Академии естественных наук», 2012, №1, 
стр.105-107). Как и автор статьи, я всегда считал, что «за вклад в развитие элек-
тродинамики и общей теории дифракции Яков Наумович был вполне достоин 
быть избранным в АН СССР». Одной из причин, почему этого не произошло, 
являлась, на мой взгляд, его природная скромность. Характер не позволил ему 
обращаться к коллегам за «поддержками» и отзывами о научной значимости 
полученных результатов. Хотя авторитет Якова Наумовича у ряда академиков 
и генеральных конструкторов был очень высок.  

Нашу первую встречу я запомнил до мельчайших подробностей. Про-
изошла она 8-го марта 1963 года, продолжалась всего 15 минут и… не оправ-
дала моих надежд. Но две недели спустя я уже считал ее подарком судьбы. О 
причине такой невероятной метаморфозы чуть ниже. Начну же с рассказа о 
полутора годах жизни, которые той встрече предшествовали. 
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Моя alma mater – Вильнюсский университет, кафедра теоретической фи-
зики. Узкая специализация - «атомная спектроскопия». Распределили меня в 
«почтовый ящик». Был счастлив, потому что избежал работы в общеобразова-
тельной школе, учителем физики. 

1 августа 1961 года, полный надежд и ожиданий, переступил порог от-
дела, занимавшегося разработкой измерительной СВЧ - техники. Начальник 
отдела пригласила к себе старшего инженера одной из лабораторий и со сло-
вами: «Принимай пополнение!», - попрощалась со мной. Вышеупомянутый 
старший инженер привел меня в лабораторию, посадил за стол с каким-то при-
бором и спросил, хорошо ли я «секу» в СВЧ-технике. Ответил я вопросом на 
вопрос: «А что такое СВЧ?» Тогда он поинтересовался, видел ли я в 
своей жизни паяльник? Пришлось кивнуть головой. Тогда исполняющий 
обязанности начальника лаборатории немедленно вручил мне паяльник и 
посадил паять тефлоновые трубочки для болометрических измерителей 
мощности. При этом добавил: «Через две недели вернется из отпуска 
начальник, пусть ломает голову, что с тобой делать». 

Стиснув зубы, начал паять. Проклинал все на свете. Время тянулось и 
мучительно, и медленно. Наконец, из отпуска вернулся начальник лаборато-
рии Симон Соломонович Фел. Познакомились. Я тут же ему заявил: «Либо 
дайте работу по специальности, либо отпустите». В ответ услышал: "Недавно 
в одном киевском «ящике» для измерения потенциала РЛС начали использо-
вать БЭР (безнастроечный эхорезонатор) сферической формы, радиус кото-
рого в 5-7 раз превосходит длину волны. Но обнаружился дефект: на некото-
рых частотах он «не хочет» резонировать. Нам поручено произвести измере-
ния, выяснить природу дефекта и, если удастся, предложить способ его устра-
нения. Вот Вам реальная задача: сможете до нового года разобраться, в чем 
дело, будете и дальше работать головой, иначе - 3 года придется поработать 
руками". 

Не зная с чего начать, пошел за советом к Юзику. Так ласково называли 
друзья работавшего в АН Литвы физика-теоретика Иошуа Беньяминовича 
Левинсона. В 1956 году, будучи солдатом 16-ой литовской дивизии, он опуб-
ликовал статью по теории групп, которую впоследствии процитировал сам 
Ландау.  

Мне повезло: Юзика заинтересовала проблема. После нашего разговора 
мы оба приступили к изучению электродинамики СВЧ и за 4 месяца построили 
теорию вышеупомянутых резонаторов. Оказалось, что причиной «частотных 
провалов» являются вырожденные колебания, которые в свою очередь явля-
ются следствием высокой степени симметрии сферы. Эксперимент полностью 
подтвердил сказанное: в резонаторе со «слегка негладкой» внутренней поверх-
ностью никаких «провалов звучания» не наблюдалось. Так увидело свет 
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серийное изделие БЭР-636. А Юзик стал моим Учителем, хотя был старше 
меня только на шесть лет. 

1962-ой год встретил новой задачей - «Расчёт элементов матрицы рассе-
яния Т-образного сочленения прямоугольного многомодового волновода с од-
номодовым волноводом-отборником через узкую щель в их общей стенке». 
Единственное, что я в тот момент уже понимал – задача является векторной 
трехмерной, а широко известный американский «Справочник по волноводам» 
в этом деле мне не помощник.  

Вот тогда я впервые встретился с именем Фельда, о котором до той поры 
ничего не слышал. В мои руки попала монография Якова Наумовича «Основы 
теории щелевых антенн», я ее основательно проштудировал и приступил к по-
строению ядра интегро-дифференциального уравнения для напряжения на уз-
кой щели. Тут же столкнулся с проблемой – невозможностью выполнить тре-
буемое двойное дифференцирование тензорной функции Грина волновода. 
Причина лежала на поверхности: функция Грина волновода (в отличие от 
функции Грина полупространства, ограниченного идеально проводящим экра-
ном) описывается трехкратным интеграл-рядом, формальное дифференциро-
вание которого недопустимо, ибо возникающий интеграл-ряд расходится.  

Поиск правильного способа дифференцирования потребовал года (!) 
упорного труда. В январе 1963 года нам с Юзиком удалось сформулировать 
общий метод вычисления элементов ядра интегрального уравнения для апер-
турного поля при электромагнитной связи двух произвольных объемов. Идея 
состояла во введении в упомянутые интеграл-ряды экспоненциальных множи-
телей сходимости, что эквивалентно использованию «допредельной» функции 
Грина, удовлетворяющей уравнению с «размазанной», дельта-функцией. По 
сути, нами было дано физическое оправдание необходимости суммирования 
расходящихся рядов в смысле Абеля-Пуассона. 

Естественно, у нас возникло желание показать результат Фельду – созда-
телю теории щелевых антенн. Легко сказать, возникло желание. А как его ре-
ализовать? Все попытки «выйти на Фельда» наталкивались на глухую стену. 
И тут, вдруг, мне пришла в голову мысль обратиться за помощью к главному 
инженеру нашего института Владимиру Петровичу Уфтюжанинову (я знал, 
что он лауреат Сталинской премии, и что в 1949 году был переведен в Виль-
нюс из НИИ-17). «С Фельдом не знаком, - ответил В.П. - Но его, наверняка, 
должен знать мой друг Валериан Георгиевич Дубенецкий; до перевода на ра-
боту в министерство он несколько лет был начальником отдела 108-го инсти-
тута»1. Владимир Петрович в моем присутствии позвонил в Москву 

1 108-ой институт - это Центральный Научно-исследовательский радиотехнический инсти-
тут (ЦНИРТИ), созданный в 1943 году по личному приказу Сталина. В годы войны в его 
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Дубенецкому и попросил помощи. Тот связался с Фельдом, и вопрос о встрече 
был решен: 8-го марта в 9 утра. Как выяснилось впоследствии, выбор дня 
встречи не был случайным: 8-го марта (Международный женский день) ре-
ально никто не работал (праздновали!), и Яков Наумович надеялся, что у него 
будет достаточно времени для спокойной беседы. Однако случилось непред-
виденное: на 10 утра было назначено внеочередное заседание НТС.  

К поездке готовился основательно: еще раз прочитал «Основы теории 
щелевых антенн». В 7 утра, прямо с поезда, поехал на Басманную, оформил 
пропуск и стал ждать сопровождающего. Около 9-ти появился молодой па-
рень. По длинным полутемным коридорам он привел меня к обитой черным 
дерматином двери с табличкой «Я.Н.Фельд» и попрощался. Вхожу. Кабинетом 
оказалась длинная и узкая маленькая каморка, видимо отгороженная от сосед-
него помещения легкой фанерной стеной. Посреди коморки стоит огромный 
письменный стол. За ним сидит невысокий человек в очках и что-то читает, 
пощипывая усы. Встречает он меня довольно прохладно, сразу берет быка за 
рога: «Ну, покажите, что Вы там такое сделали, что за Вас так просил Дубе-
нецкий». Я протягиваю рукопись статьи «Интегральное уравнение для апер-
турного поля при электромагнитной связи двух объемов». Яков Наумович 
быстро пролистывает ее и говорит: «Это давно известно. Посмотрите еще раз 
«Основы теории щелевых антенн». Вместо того чтобы спокойно и аргументи-
рованно возразить, я выпаливаю: «Там ничего этого нет. Но если у Вас сейчас 
нет времени, я могу оставить рукопись и свой домашний адрес. Будет время, 
прочитайте». Тут же и попрощались. Уезжал я из Москвы с довольно тяжелым 
осадком на душе. Проклинал свою горячность. Не давала покоя мысль: что же 
теперь делать? 

И вот, спустя две недели… Случилось чудо! От Якова Наумовича 
Фельда пришло коротенькое, но очень теплое письмо. Начиналось оно со 
слова «Дорогой…», а не стандартным «Уважаемый…». В письме говорилось, 
что полученный результат представляет несомненный интерес, и его следует 
доложить на семинаре ИРЭ АН СССР (теперь Московский электродинамиче-
ский семинар им. Я.Н.Фельда). Предлагалось также привезти с собой заметку 
в «Доклады Академии Наук СССР». Заканчивалось письмо словами «Позво-
ните мне домой после восьми вечера по телефону 194-09-92». 

Радости не было предела. Дождался вечера, позвонил. Яков Наумович 
назвал дату семинара, добавив: «У Вас будет 30 минут. Постарайтесь основное 

теоретическом отделе работали академики В.А.Фок и М.А.Леонтович, Л.А. Вайнштейн, 
Б.З.Каценеленбаум и М.Л.Левин, а после войны – создатель теории СТЭЛС П.Я.Уфимцев. 
Директорами ЦНИРТИ в разные годы были адмирал, академик А.И. Берг и будущий ми-
нистр радиопромышленности СССР П.С.Плешаков. 
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время уделить не формулировке интегрального уравнения, что, в общем-то, 
более или менее известно, а развитому методу вычисления элементов его 
ядра». И тут я понял, отчего поначалу рукопись не произвела на него должного 
впечатления: основной результат – необходимость суммирования расходя-
щихся рядов в смысле Абеля-Пуассона – занимал в рукописи только три 
строчки. 

Семинар проходил в конференц-зале ИРЭ. Начался он в четыре часа дня. 
Присутствовало человек 25-30. Никого из них я не знал. После доклада нача-
лась дискуссия. Проходила она в доброжелательной атмосфере и продолжа-
лась примерно минут сорок. После семинара Яков Наумович поинтересовался, 
когда я уезжаю. На мой ответ «поезд сегодня в 10 вечера» последовало пред-
ложение: «Поехали к нам, посидим, попьем чаю». Я с радостью согласился. 
Чаевничали втроем: Яков Наумович, его жена Вера Михайловна и я. Два часа 
пролетели словно мгновение. Незадолго до моего ухода Яков Наумович до-
стал из книжного шкафа книгу (на мое счастье, кроме своего, у него оказался 
еще один экземпляр), сел за покрытый зеленым сукном письменный стол, 
надписал книгу и со словами «это Вам подарок» протянул ее мне. Вот этот 
трогательный автограф 

На радостях не заметил, что он забыл поставить дату. Обнаружил это, 
когда уже находился в поезде.  
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Так началась наша 30-тилетняя дружба и моя научная деятельность в 
электродинамике СВЧ. Оправдал ли я его надежду, судить не мне. 
Скажу только, что развитию методов расчета волноводно-резонаторных 
щелевых устройств я посвятил лучшие 15 лет жизни, и что в 1970 году мне 
удалось создать метод решения интегро-дифференциального уравнения на 
узкой щели.  

В 1964 году я «случайно» оказался участником чаепития, имя 
которому «День рождения». Дело было так. В начале марта мы с Юзиком 
подготовили к печати большую статью «Электромагнитная связь двух 
объемов через узкую щель». Я позвонил Якову Наумовичу и попросил 
уделить мне часик-полтора (так и сказал – «часик-полтора») для ее 
обсуждения. В ответ услышал: «Воскресенье, 10 марта, Вас устраивает?» 
«Конечно», - ответил я. «Тогда жду Вас в 11. Обсудим статью, пообедаем, а 
вечером, как всегда, попьем чаю». 

Оформил командировку, и в воскресенье в 7 утра оказался в Москве. По 
совету своего знакомого сразу направился в гостиницу «Центральная», полу-
чил койку в трехместном номере («бронью» безотказно служила коробка ли-
товских конфет «Karvute» - «Коровка»), позавтракал и направился к 
Фельдам. Позвонил. Дверь открыла Вера Михайловна. «Как хорошо, что Вы 
приехали. У Якова Наумовича сегодня день рождения», - искренне 
обрадовавшись, произнесла она веселым звонким голосом. Хотя я и не 
робкого десятка, но растерялся: стал извиняться, говорить, что не знал, что, 
мол, буду в Москве еще три дня, и что могу зайти в любое другое время. В 
этот момент появился «новорожденный» и со словами «Рад Вашему 
приезду» обнял меня. Вера Михайловна вернулась на кухню, где она 
вместе со своей матерью пекла пирог с клюквой, а мы с Яковом 
Наумовичем пошли в кабинет. Примерно полчаса поговорили «за жизнь». 
Общаться с ним было одно удовольствие. Он всегда внимательно слушал 
собеседника, глядя ему прямо в глаза. Сам же говорил мало. Любопытная 
деталь: за тридцать лет довольно тесного общения я никогда не слышал его 
смеха. Там, где другие хохотали в голос, Яков Наумович позволял себе 
беззвучную улыбку. И только.  

Обсуждение статьи продолжалось около часа. Закончилось оно предло-
жением: «Подготовьте и пришлите мне сокращенный вариант статьи. Я 
попрошу академика [Бориса Алексеевича] Введенского представить ее в ДАН. 
А этот текст отнесите в редакцию «Радиотехники и электроники». Пусть 
ожидает очереди на публикацию».  

Часам к шести стали собираться гости. Их было немного: несколько 
род-ственников Веры Михайловны и двое близких друзей Якова Наумовича 
- один из отцов импульсной техники Яков Семенович Ицхоки с женой и 
дочерью и создатель статистической теории антенн харьковчанин Яков 
Соломонович Шифрин. Так что за праздничным столом оказались три Якова. 
Выпили за здоровье Якова Наумовича по рюмке вина, немного 
перекусили, и начались 
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обычные в таких случаях разговоры «обо всем и ни о чем». Незаметно пере-
шли к чаепитию с великолепным клюквенным пирогом – фирменным блюдом 
матери Веры Михайловны, который матушка великолепно выпекала и в сто-
летнем возрасте. Около десяти гости начали расходиться. Прощаясь, Яков 
Наумович обнял меня и произнес три слова: «Начинайте писать диссертацию». 

До сих пор я бережно храню все его автографы. Это фрагмент подписан-
ного им отзыва: 

В январе 1965 года АН СССР, Минрадиопром СССР и Минвуз СССР 
приняли решение провести Первую Всесоюзную школу-семинар по дифрак-
ции и распространению волн. Встал вопрос, где ее проводить – в Грузии, Ар-
мении или Прибалтике. Выбор пал на Прибалтику. По рекомендации Якова 
Наумовича я был назначен ученым секретарем школы. Она работала в Паланге 
с 30-го мая по 15 июня, в ней приняли участие более 150 слушателей, 
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большинство из которых были кандидатами наук. Об уровне школы говорит 
состав лекторов: В.А.Фок, В.М.Бабич, В.А.Боровиков, Л.А. Вайнштейн, 
Б.З.Каценеленбаум, В.Д.Купрадзе, П.Я.Уфимцев, Я.Н.Фельд. Все они в пред-
ставлении не нуждаются. Благодаря усилиям Якова Наумовича труды школы 
были изданы отдельной книгой в 1968 году. 

Паланга очень сблизила нас: после лекций мы часами бродили вдоль 
моря. Говорили, о чем угодно, но только не о науке. Обсуждать научные во-
просы Яков Наумович предпочитал за письменным столом.  

В декабре 1965 года меня ждал еще один подарок. Но теперь уже с датой. 

Я поблагодарил Якова Наумовича и, шутя, поинтересовался: «А когда 
мне ждать часть первую?». Именно, шутя, поскольку хорошо знал, что сразу 
после появления «часть первая» стала библиографической редкостью. Он 
улыбнулся и ответил мне в том же ключе: «А Вы, оказывается, еще и 
вымогатель». 

Прошло семь лет. О своей шутке я, естественно, забыл. Как-то в одном 
из телефонных разговоров Яков Наумович вдруг обмолвился, что меня ждет 
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большой сюрприз. На вопрос: «Какой?», - ответил: «Узнаете при встрече». 
Сюрпризом оказался подарок с весьма оригинальным автографом 

Торжественное вручение произошло за чаепитием, на которое был спе-
циально приглашен Яков Семенович Ицхоки - начальник кафедры Военно-
воздушной академии им. Жуковского. Именно он по просьбе Якова Наумо-
вича уговорил начальника библиотеки списать один экземпляр, честно расска-
зав последнему, кому и зачем эта книга понадобилась. Так что слова «Библио-
тека академии им. Жуковского дарит эту книгу» недалеки от истины. 

В октябре 1988 года (самый разгар «перестройки»!) в Гродненский уни-
верситет, где я тогда работал, поступило письмо из НПО им. Плешакова с 
просьбой поддержать выдвижение Я.Н. Фельда, меня и М.Л. Левина (такой 
порядок фамилий в письме) на государственную премию СССР. 
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Однако ректор – кандидат наук в области марксистко-ленинской фило-
софии – профессор А.В.Бодаков никак на него не отреагировал. Оправдание 
таким своим действиям он мог представить в любой момент: за несколько лет 
до того выдвижения, КГБ Белоруссии направило (не сомневаюсь, что с подачи 
ректора) в КГБ Литвы шифровку, что я «являюсь объектом проверки и подо-
зреваюсь в шпионской деятельности2».  

Так по моей «вине» пострадали дорогие моему сердцу Яков Наумович и 
Михаил Львович Левин. 

Теперь немного воспоминаний, далеких от науки. После нескольких 
встреч я заметил, что Яков Наумович все делает не спеша, без резких движе-
ний, всегда старается сохранять олимпийское спокойствие. На первых порах я 
думал, что медлительность – черта его характера. Оказалось, ее причиной яв-
ляется стенокардия и высокое, часто превышающее 220, кровяное давление. В 
эти моменты он испытывал сильные головные боли и спасался от них 

2 Сборник документов «KGB slaptieji archyvai 1954-1991» (Секретные архивы КГБ 1954-
1991), Вильнюс, 2011, стр. 337, п.7.3.17. 
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поеданием множества таблеток, которые вкладывала ему в руку Вера Михай-
ловна, его ангел-хранитель: она следила за его здоровьем больше, чем он сам. 

Была у Якова Наумовича автомашина «Волга». Ухаживал он за ней как 
за ребенком: малейший чих, и в гараже тут же появлялся очередной умелец-
автомеханик. Водителем он был предельно аккуратным. Использовалась 
«Волга» исключительно для поездок на отдых. Летом Фельды снимали «дачу». 
Кавычки я поставил не случайно: это была комнатка в хибаре, расположенной 
в лиственном лесу. Соснового леса Яков Наумович избегал, смолистые испа-
рения повышали давление.  

Несколько недель отпуска Фельды любили проводить в Украине, на ост-
рове, расположенном при впадении реки Остер в Десну. Один раз, году, ка-
жется, в 1969, Яков Наумович пригласил меня поехать с ними. Я прилетел в 
Москву, втроем отправились в путь. Добрались без приключений, переправи-
лись на пароме, и я сразу понял, чем их привлекал остров. Посреди него выси-
лась невиданной красоты дубовая роща, состоявшая из огромных многовеко-
вых дубов. Машин на острове было немного, ближайшая стояла метрах в двух-
стах. Яков Наумович с Верой Михайловной ночевали в «Волге», я – рядом, в 
одноместной палатке. С погодой повезло. Вставали чуть свет, Вера Михай-
ловна занималась завтраком, а мы отправлялись в деревню за продуктами - 
парным молоком, свежими яйцами, овощами и хлебом. Потом снова гуляли, 
купались в Десне. Такого воздуха как в этой роще я больше нигде не встречал. 
Думаю, те дубы-исполины играли какую-то важную роль в жизни Якова 
Наумова, хотя он этого никак не формулировал. Просто раз в год обязательно 
приезжал к ним на свидание. 

Последний раз мы виделись летом 1990 года. В феврале 1995 я вернулся 
в Литву и с той поры в Москве не был. Не был я и на его похоронах. Так, к 
сожалению, сложились обстоятельства. По моей просьбе в них принял участие 
мой брат Исаак. С Яковом Наумовичем он был коротко знаком, из моих рас-
сказов прекрасно знал о роли Якова Наумовича в моей жизни. 

Да будет благословенна память о нем! 
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П.Я. Уфимцев 

После окончания университета, по распределению молодых специали-
стов я был направлен на работу в ЦНИРТИ. Должен сказать, что мне очень 
повезло. Молодым инженерам, таким как я, было у кого учиться и с кого брать 
пример. В институте работало много талантливых ученых. Одним из самых 
ярких и авторитетных был профессор Яков Наумович Фельд. Его комментарии 
на семинарах и на ученом совете всегда были интересными и поучительными. 
Лично мне также были очень полезны его ценные советы при подготовке док-
торской диссертации. С Яковом Наумовичем у меня сложились хорошие от-
ношения, которые продолжались и после моего перехода из ЦНИРТИ в ИРЭ. 

Это был замечательный ученый и прекрасный человек. Сборник его тру-
дов несомненно будет полезен российским ученым.  

Вспоминаю один смешной эпизод, произошедший весной 1965 г. Ком-
пания в составе двух профессоров (Я.Н. Фельд и Л.А. Вайнштейн) и одного 
кандидата наук (П.Я. Уфимцев) решила поехать отдохнуть на турбазе в Бак-
санском ущелье. Профессора достали три путевки, а мне поручили заброниро-
вать комнату на турбазе. Я заранее написал туда соответствующее письмо. Ко-
гда мы приехали, нам подтвердили, что письмо было получено и комната была 
забронирована. Однако в данный момент там еще живет какой-то корреспон-
дент и возражает против его переселения, хотя ему и говорят, что эта комната 
была зарезервирована для двух уважаемых профессоров. Но поскольку этот 
человек является корреспондентом, администрация не решается настаивать на 
его переселении из опасения, что у нее могут возникнуть неприятности, если 
он опубликует о них какую-нибудь нехорошую статью. Нам пообещали найти 
другую комнату и попросили подождать. Мы присели на скамейку перед вхо-
дом в корпус и вдруг видим, что к корпусу идет член-корреспондент Академии 
Наук Леонид Максимович Бреховских. Тут мы и поняли, кто есть этот корре-
спондент, не пожелавший освободить комнату для профессоров. 
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Ю.Н. Ерофеев 

В личном деле доктора технических наук, профессора Якова Наумовича 
Фельда нет копии диплома о высшем образовании. Как так? Оплошность? 
Небрежность кадровика? Ведь известны железные требования пункта 2 «По-
ложения о порядке присуждения ученых степеней и присвоения ученых зва-
ний», гласящем: «Ученая степень доктора наук присуждается... на основании 
ходатайства специализированного совета, принятого после публичной защиты 
диссертации соискателем, имеющим высшее образование». И все-таки копию 
вузовского диплома Я.Н. Фельда искать бесполезно: кандидатскую, а затем и 
докторскую диссертации Я.Н. Фельд защищал в те легендарные времена, ко-
гда требования Положения еще не окаменели, а радиотехническая подготовка, 
которую давал Политехникум связи (именно его закончил в 1931 году Яков 
Наумович), по существу приравнивалась к инженерной. Конечно, и тогда воз-
никшая ситуация была все же нестандартной, потребовалось отдельное хода-
тайство ученого совета, но, как показала жизнь, допущенное исключение при-
несло отечественной науке только пользу. 

Яков Наумович Фельд родился 10 марта 1912 года в Киеве. Там, в Киеве, 
он окончил в 1927 году Трудовую школу и поступил на радиофакультет тех-
никума связи, переименованного потом в Киевский политехникум (это о нем 
шла выше речь). Обучение в Киевском техникуме связи Я.Н. Фельд закончил 
в сентябре 1931 года. С 1932 года началась его самостоятельная трудовая дея-
тельность: Я.Н. Фельд переехал в г. Ленинград и был назначен на инженерную 
должность в Центральную радиолабораторию. В 1934 году Я.Н. Фельд пере-
шел на преподавательскую деятельность в Ленинградский электротехниче-
ский институт инженеров связи им. М. А. Бонч-Бруевича, не прерывая, однако, 
связи с промышленностью и продолжая работать в НИИ в качестве консуль-
танта. К этому времени относится и первая научная публикация Я. Н. Фельда: 
его первая статья называлась «Декремент, энергия и мощность колебательного 
контура» и была опубликована в 1934 году в научно-техническом сборнике 
ЛЭИС. Очень скоро определился круг непосредственных научных интересов 
Я. Н. Фельда: техника СВЧ, теория антенных систем.  

25 октября 1939 года Я.Н. Фельд защитил кандидатскую диссертацию по 
вопросам теории фидерных СВЧ-систем. В 1941 году, вместе с одним из «но-
мерных» ленинградских заводов, на котором Я.Н. Фельд работал сначала 
научным консультантом по совместительству, а затем — старшим инженером, 
он был эвакуирован в Сибирь, в г. Красноярск, где в годы Великой Отечествен-
ной войны осуществлял разработку антенных систем для самолётных радио-
маяков. 

В январе 1946 года Я.Н. Фельд поступил в докторантуру Физического 
института Академии наук в Москве. В 1947 году завершил работу над доктор-
ской диссертацией на тему «Основы теории щелевых антенн», которую защи-
тил на заседании ученого совета нашего института. 

В ЦНИРТИ (преемственные изменения в названии института здесь об-
суждать не будем) Яков Наумович работает с февраля 1946 года: сначала, в 
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течение короткого времени, — по совместительству, в должности заместителя 
начальника лаборатории, а затем, после защиты докторской диссертации, - в 
качестве штатного работника, руководителя антенной лаборатории и, с сен-
тября 1957 года, — антенного отдела. Высококвалифицированный научный 
коллектив этих подразделений сложился под личным влиянием и непосред-
ственным руководством Я.Н. Фельда. 

Уже с середины 50-х годов Яков Наумович Фельд вошел в число видней-
ших ученых страны в области антенной техники. Из многочисленных научных 
результатов, лично полученных Я.Н. Фельдом, здесь отметим только главней-
шие: им созданы так называемые «прямые» методы расчета антенн, и в их 
числе -метод наведенных магнитодвижущих сил для расчета поля в щелях; им 
разработаны методы решения задач дифракции на незамкнутых криволиней-
ных экранах и поверхностях. Признание научной общественности получила 
книга Я.Н. Фельда и Л.С. Бененсона «Антенно-фидерные устройства» (в двух 
частях; первая часть вышла в 1955 г. Под заголовком «Антенны сантиметро-
вых и дециметровых волн», а вторая — в 1959 г.). 

Яков Наумович Фельд — создатель крупной научной школы в области 
теории дифракции электромагнитных волн: более 40 его учеников защитили 
кандидатские диссертации, а 10 (последний из них хронологически — наш 
сотрудник А. Г. Кюркчан) - докторские диссертации. Для сравнения 
отметим: эта цифра, сорок подготовленных Я. Н. Фельдом кандидатов 
технических и физико-математических наук, — примерно такая же, которая 
приходится на всех остальных ныне работающих в институте сотрудников 
с докторскими степенями. 
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Список защитившихся аспирантов, набросанный Я.Н. по памяти. 

Яков Наумович Фельд — признанный руководитель Общемосковского 
семинара по прикладной электродинамике и теории дифракции, член Науч-
ного совета по радиоастрономии Академии наук, член редакционной коллегии 
журнала «Радиотехника и электроника», член организационного комитета 
всех действовавших Всесоюзных школ и симпозиумов по теории дифракции 
и распространению радиоволн. 

Яков Наумович Фельд награжден орденом Трудового Красного Знамени, 
медалями «За доблестный труд в Великой Отечественной войне 1941-1945 
гг.», «За доблестный труд: В ознаменование 100-летия со дня рождения В.И. 
Ленина», «Ветеран труда», золотой медалью ВДНХ, Юбилейной медалью им. 
А. С.Попова Академии наук, знаком «Почетный радист», Почетным дипломом 
и премией им. А.С. Попова Академии наук. 
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Заметки Я.Н. для своей автобиографии 
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Я.С.Шифрин.    Мой «старший брат» - Яков Наумович Фельд 

 На мою долю выпало большое счастье – на протяжении свыше тридцати 
лет дружить и пользоваться неизменным благорасположением замечательного 
человека – Якова Наумовича Фельда. Познакомились мы в 1962 г. и с тех пор 
до последних дней его жизни Я.Н. был для меня не просто другом, а скорее 
«старшим братом». В те времена я часто бывал в Москве, и в каждый мой при-
езд обязательно бывал в доме Я.Н., зачастую ночевал у него. Встречались мы 
с ним на многочисленных мероприятиях − конференциях, семинарах, разного 
рода совещаниях. Бывая у него дома или гуляя по Москве, мы подолгу бесе-
довали на самые разные темы – научные, общественные и просто житейские. 
Эти беседы всегда доставляли мне большое удовольствие. Во-первых, потому 
что наши позиции по обсуждаемым вопросам обычно совпадали. А во-вторых, 
потому что Я.Н. был необычайно эрудированным человеком в вопросах науки, 
философии, литературы, истории, в частности истории разных религий. Он 
живо интересовался жизнью во всех ее проявлениях.  

И все же главным его увлечением была наука. Необычайные способно-
сти к естественным наукам у Якова Наумовича проявились еще тогда, когда 
после окончания средней школы в 1927 г., в возрасте 15 лет, он поступил на 
радиофакультет Киевского техникума связи. В 1932 г. по окончании техни-
кума Яков Наумович переезжает в Ленинград, бывший тогда научным цен-
тром страны, и начинает свою трудовую деятельность в Центральной радио-
лаборатории (ЦРЛ). Не имея высшего образования, он, благодаря редкому та-
ланту и феноменальному трудолюбию, к двадцати годам сформировался как 
блестящий теоретик с исключительно широким научным кругозором. Здесь 
надо отметить серьезную моральную поддержку, оказанную Якову Наумовичу 
в его становлении как ученого и педагога, а также отеческую заботу о нем со 
стороны его руководителя по ЦРЛ – известного антеннщика профессора Вла-
димира Васильевича Татаринова. Всю свою жизнь Яков Наумович очень тепло 
вспоминал этого замечательного человека.  

С начала 30-х годов началась необычайно плодотворная научная и педа-
гогическая деятельность Я.Н. Фельда, длившаяся свыше 60 лет. С 1932 по 1946 
гг. он работал в ЦРЛ (под разными названиями этой организации). В годы 
войны Яков Наумович работал в Красноярске на заводе Радиосвязь. С тех пор 
прошло много-много лет. Однако до сих пор заводчане с большим уважением 
и теплотой вспоминают Якова Наумовича. В частности, это проявилось с де-
сяток лет тому назад, когда отмечался юбилей завода. По просьбе заводского 
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руководства я отправил информацию о жизни и деятельности Якова Наумо-
вича, которую они поместили в заводской музей. 

С 1946 г. и до конца своей жизни Я.Н. заведовал антенным отделом од-
ного из наиболее крупных и авторитетных НИИ министерства радиопромыш-
ленности – ЦНИИ-108, впоследствии переименованном в Центральный 
научно-исследовательский радиотехнический институт (ЦНИРТИ). 

 Яков Наумович внес фундаментальный вклад в прикладную электроди-
намику, в теорию дифракции и, особенно, в основы современной теории ан-
тенн, одним из основателей которой он по праву считается. 

 Отметим некоторые из наиболее важных, на наш взгляд, научных дости-
жений Якова Наумовича. 

1. Формулировка и доказательство ряда общих теорем электродинамики,
касающихся различных типов внутренних и внешних краевых задач. 

2. Разработка строгой теории щелевых (дифракционных) антенн. Фунда-
мент этой теории изложен в известной монографии Я.Н. Фельда "Основы тео-
рии щелевых антенн" (1948 г.), являющейся первой и лучшей в мировой лите-
ратуре по данному вопросу. 

3. Развитие известного ранее метода наведенных ЭДС в двух направле-
ниях: создание обобщенного метода наведенных ЭДС и метода магнитодви-
жущих сил (МДС). Обобщенный метод наведенных ЭДС существенно расши-
рил возможности анализа вибраторных антенн. Использование же метода 
наведенных МДС позволило, в частности, просто определить распределение 
напряженности поля вдоль узких щелей в многощелевых антеннах. Им вве-
дены понятия внешних и внутренних характеристик щелевых антенн и разра-
ботана методика их нахождения, используемая повсеместно при проектирова-
нии бортовых и наземных щелевых антенн разнообразных типов. 

4. Развит новый метод решения задач дифракции волн на замкнутых и
разомкнутых металлических и импедансных поверхностях. В последнем слу-
чае граничные условия могут быть неоднородными и анизотропными. В ос-
нове предложенного метода лежит сведение краевой задачи к интегральным 
уравнениям второго рода. На базе предложенного метода разработана, в част-
ности, эффективная методика расчета параметров зеркальных антенн с вибра-
торным облучателем, а также методика определения поля рассеяния этой ан-
тенны при падении на нее плоской электромагнитной волны. В дальнейшем 
этот метод был модифицирован в интересах решения трех типов обратных за-
дач, сводящихся к нахождению поверхностных электрического и магнитного 
токов на заданной (замкнутой или разомкнутой) поверхности по известной 
диаграмме направленности. 

36



5. Разработан метод вариации постоянных, для решения краевых задач,
сводящихся к уравнениям в частных производных. Предложенный метод 
весьма перспективен при решении задач рассеяния волн различными телами и 
определении присущих им эффективных поперечников рассеяния. 

6. Детально изучен комплекс вопросов, связанных с выяснением ограни-
чений, налагаемых реальной средой, в которой работает антенна. Показано, 
что потери в среде ограничивают максимальную мощность, извлекаемую при-
емной антенной из падающего поля. Важное практическое значение имеют 
также полученные Я.Н.Фельдом формулы для мощности, поступающей в при-
емник при падении на антенну неплоской волны, учитывающие и рассогласо-
вание на концах фидерного тракта. 

7. Разработаны теория рассеяния поля антеннами, работающими на
прием, и теория развязки между двумя антеннами, расположенными на неко-
тором расстоянии друг от друга. 

Многие полученные Я.Н.Фельдом теоретические результаты являются 
классическими, определившими в значительной мере развитие современной 
прикладной электродинамики в целом. Основополагающий характер его работ 
подтверждается, в частности, и тем, что большая их часть публиковалась в 
"Докладах АН СССР". 

Существенный вклад внесен Яковом Наумовичем также в создание и 
развитие новой антенной техники. Под руководством и при непосредственном 
участии Я.Н. антенным отделом ЦНИИ-108 разработаны многие оригиналь-
ные образцы антенной техники для различных радиотехнических систем – 
крупные металловоздушные линзы; антенны поверхностных волн, в том 
числе, антенны на основе ребристых структур; антенны эллиптической поля-
ризации и ряд других антенн. 

Яков Наумович был не только выдающимся ученым, но и отличным пре-
подавателем. Преподавательскую деятельность он начал в 1934 г. в Ленин-
градском институте связи им. М.А. Бонч-Бруевича. Лекции по основам при-
кладной электродинамики, которые с блеском читал студентам еще совсем 
юный учитель, с большим интересом и пользой для себя слушали и многие 
уже известные радиоспециалисты. В дальнейшем Яков Наумович вел препо-
давательскую работу во многих московских вузах. Эту работу он вел до по-
следних дней своей жизни. Исключительный педагогический талант Я.Н. 
Фельда проявился в его общении как со студентами различных гражданских и 
военных вузов, так и с участниками многочисленных конференций, семина-
ров, школ молодых ученых, на которых он выступал в течение всей своей 
жизни. Особо надо выделить Всесоюзный семинар по теории дифракции, ко-
торый Яков Наумович создал и которым с неиссякаемым энтузиазмом 
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руководил на общественных началах более 35(!) лет. Через этот регулярно ра-
ботавший семинар прошли "проверку боем" многие молодые специалисты, 
ставшие впоследствии видными учеными в различных областях радиофизики. 
Выступить на "дифракционном" семинаре было и боязно, из-за высокого его 
научного уровня, и интересно – потому что, благодаря острому уму руководи-
теля семинара, любые спорные и неясные (зачастую самим докладчикам) во-
просы быстро находили свое решение. Характерной чертой для Якова Наумо-
вича, как руководителя семинара, было сочетание высокой требовательности 
к докладчикам с очень доброжелательным отношением к ним. Именно послед-
нее особенно способствовало быстрому научному росту многих молодых та-
лантливых людей. В 2002 г. в связи с 90-летием со дня рождения Якова Наумо-
вича, учитывая его огромные заслуги в организации и многолетнем бескорыст-
ном руководстве семинаром, по моей инициативе (моему письму) было при-
нято решение о присвоении семинару имени Я.Н. Фельда. Это решение было 
воспринято научной общественностью с большим удовлетворением. 

Важным итогом многолетней педагогической деятельности Я.Н. явился 
написанный им совместно с его учеником Л.С. Бененсоном двухтомный учеб-
ник по антеннам (изд-ва Военной академии им Н.Е. Жуковского). Первая часть 
этого учебника, «Антенны сантиметровых и дециметровых волн», вышла в 
1955 г., а вторая, «Антенно-фидерные устройства» − в 1959 г. В этих книгах 
сочетаются превосходное изложение электродинамических основ теории ан-
тенн (базирующееся во многом на оригинальных научных результатах Я.Н. 
Фельда) с их энциклопедичностью: широким охватом ряда типов антенн сан-
тиметрового и дециметрового диапазонов волн. Фундаментальное рассмотре-
ние принципов построения и теории этих антенн, дополнено богатым экспе-
риментальным материалом об их реальных характеристиках. После 1960 г. в 
СССР было издано немало прекрасных книг по антеннам, но ничего сопоста-
вимого с фундаментальным учебником Я.Н. Фельда и Л.С. Бененсона не было. 
В 2007 г., к 95-летию Якова Наумовича, учебник Фельда и Бененсона по ини-
циативе И.Я.Ицхоки и С.Я.Фельда был, наконец-то, переиздан в виде одно-
томника в серии «Классики отечественной науки» («Основы теории антенн», 
изд-во Дрофа, 2007). При этом мною и учеником Я.Н. – профессором А.Г. Кю-
ркчаном было решено включить в однотомник практически без изменений 
первый том двухтомника, содержащий компактное изложение электродина-
мических основ теории антенн, а из второго тома включить в новое издание 
оригинальный, сохранивший свою значимость к моменту переиздания книги, 
материал по общей теории открытых и закрытых линий и по основам теории 
щелевых антенн. К сожалению, новая книга была издана недостаточным тира-
жом и поэтому быстро разошлась. 

Яков Наумович принимал активное участие в подготовке намечавшегося 
к изданию пятитомного антенного справочника и, в частности, в работе по 
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написанию и редактированию вышедшего в свет в 1997 г. первого тома этого 
справочника (Изд-во ИПРЖР). Здесь Я.Н. Фельдом дано удивительно ком-
пактное и строгое изложение электродинамических основ теории антенн – 
лучшее из всего известного мне в мировой литературе. 

Под руководством Я.Н. защищено 10 докторских и более 40 кандидат-
ских диссертаций. Он является автором 3 монографий, более 200 научных ра-
бот, 10 авторских свидетельств на изобретения. 

На протяжении почти 40 (!) лет Я.Н. Фельд курировал в журнале «Радио-
техника и электроника» раздел «Электродинамика, теория дифракции, ан-
тенны». Во всех этих областях науки он был одним из наиболее авторитетных 
ученых СССР. К своей работе в редколлегии, как и ко всем другим делам, Я.Н. 
относился предельно добросовестно. Он определил для себя штат помощни-
ков-рецензентов, которым он доверял как в профессиональном плане, так и в 
вопросе их объективности. Я был удостоен чести быть одним из таких помощ-
ников. Хорошо помню наставления Я.Н. «Если статья хорошая, – говорил он, 
– то рецензия может быть сравнительно короткой. Но если статья сомнитель-
ная, то рецензия должна быть подробной, дабы автору было ясно, почему его
работа отклонена». Этому подходу к рецензированию работ я учил и своих
учеников, в частности и в таком вопросе, как рецензирование работ студентов-
заочников.

Якова Наумовича глубоко ценили и уважали такие крупные физики и 
математики, как академики В.А. Фок, М.А.Леонтович, В.А. Котельников, А.Н. 
Тихонов, А.А. Пистолькорс, Л.Д. Бахрах и многие другие. 

В 1986 г. Яков Наумович был удостоен премии им. А.С. Попова АН 
СССР. Тем не менее, мне, как и многим другим его друзьям и почитателям, 
представляется, что по его вкладу в развитие электродинамики и общей теории 
дифракции Яков Наумович был вполне достоин быть избранным в АН СССР. 
К сожалению, этого не произошло. Более того. Несмотря на огромный вклад 
Я.Н. в науку, в радиофизику, он был обойден официальным признанием со 
стороны государства. Даже представление его к званию «Заслуженный дея-
тель науки России» было отклонено антисемитски настроенными чиновни-
ками министерства радиопромышленности. И при всей поразительной скром-
ности Я.Н. это, вероятно, не могло его не задевать. Но внешне это никогда и 
никак не проявлялось. Он по-прежнему активно занимался наукой и педагоги-
кой, добросовестно выполнял свои многочисленные общественные дела. Это 
был благородный, глубоко порядочный человек, высокопринципиальный не 
только в делах науки, но и в самых разных жизненных ситуациях. Наряду с 
этим, он был добрым и отзывчивым человеком, всегда находившим силы и 
время для оказания помощи многим из окружавших его или обращавшихся к 
нему людей. И это при своем далеко не лучшем здоровье. Я.Н. был 
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прекрасным семьянином и трогательно заботился о семьях своих друзей, рано 
ушедших из жизни. 

Мне, как «младшему брату», особенно повезло. Я.Н., остро чувствуя но-
вое в науке, активно поддержал меня, когда я начал заниматься статистиче-
ской теорией антенн (СТА), способствовал публикации моих статей по СТА и 
был оппонентом по моей докторской диссертации. В 1983 г. Яков Наумович 
был одним из двух рецензентов, активно рекомендовавших комиссии АН 
СССР присудить мне премию им. А.С. Попова за работы в области СТА. И это 
при том, что сам он имел тогда куда больше оснований для присуждения ему 
этой премии (это досадное упущение было исправлено три года спустя, в 1986 
г.). 

Великолепные человеческие качества в сочетании с удивительным педа-
гогическим мастерством, широчайшей научной эрудицией и огромным твор-
ческим потенциалом снискали Якову Наумовичу глубокое уважение и любовь 
огромного количества людей, соприкасавшихся с ним в течение всей его 
жизни. 

Умер Яков Наумович 28 августа 1995 г. 

Прошло уже много времени после ухода Я.Н.Фельда из жизни. В марте 
2012 г. исполнялось 100 лет со дня его рождения. Еще за год до этого я решил 
приложить максимум усилий к тому, чтобы отметить эту дату достойным об-
разом. И не столько потому, что Я.Н. был мне очень близок. Главное, что дви-
гало мною, было острое желание напомнить научной общественности об 
огромном вкладе, внесенном юбиляром в отечественную и мировую науку − 
радиофизику и прикладную электродинамику. Это мое желание усиливалось 
еще и потому, что Яков Наумович был, как я писал выше, крайне несправед-
ливо обойден официальным признанием. Мои усилия были активно поддер-
жаны Александром Гавриловичем Кюркчаном, генеральным директором 
ЦНИРТИ Б.С. Лобановым, руководителями «фельдовского» семинара В.В. 
Шевченко и С.П. Скобелевым, а также редакциями журнала «Радиотехника и 
электроника» и ряда других журналов. С А.Г. Кюркчаном мы подробно обсу-
дили содержание юбилейного спецвыпуска журнала «Радиотехника и электро-
ника» и написали для этого выпуска статью «Яков Наумович Фельд. Творче-
ский путь». Не буду описывать другие детали юбилейных мероприятий. В ко-
нечном счете, все намеченное удалось выполнить на должном уровне. Отмечу 
лишь, что в связи с юбилеем, в музее ЦНИРТИ был создан постоянно действу-
ющий стенд памяти Я.Н. Фельда. 

 С тех пор прошло еще несколько лет. Яков Наумович по-прежнему с 
нами. В Москве регулярно, ежемесячно, проводятся «фельдовские» дифрак-
ционные семинары. И эти семинары, помимо того, что они способствуют 
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дальнейшему развитию теории дифракции и антенн, попутно способствуют и 
тому, чтобы имя основателя этих семинаров Я.Н. Фельда – этого блестящего 
ученого, выдающегося педагога и замечательного человека – сохранилось на 
долгие-долгие годы в благодарной памяти многих поколений специалистов, 
занимающихся прикладной электродинамикой. 
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Р.Л. Евельсон 

Судьбе было угодно сложиться так, что в научном плане я не принадле-
жал ни к какой научной школе. Это всегда осложняло мое продвижение в 
науке в условиях, когда я сам был уверен в своей правоте. Но эта правота 
должна стать достоянием научной общественности, что материализуется в 
виде научных статей, ученых званий, степеней, должностей и т.п. На этом 
этапе автор всегда оказывается во власти редакций научных журналов и их 
рецензентов, которые выступают против заявленных идей автора в результате 
своего непонимания, чести мундира журнала и т.п. непотребного. Если автор 
принадлежит к какой-либо научной школе, то возникает борьба автора в союзе 
со своей школой против противной научной школы. Мне приходилось бо-
роться в одиночку против установившегося порядка вещей. И Яков Наумович 
Фельд всегда меня понимал, поддерживал и внушал мне уверенность в своей 
правоте.  

Впервые я услышал фамилию Фельд, когда в рамках физтеховской си-
стемы обучения я попал на базовую кафедру МФТИ в ЦНИРТИ для изучения 
антенно-фидерных устройств. Преподавателями были Фельд и Бененсон. Но в 
основном все занятия вел Бененсон. В процессе обучения у меня часто возни-
кали вопросы по электродинамике, на что Бененсон неизменно отвечал; 
«Фельд считал…». 

Через несколько лет моя работа по оптимальном синтезу радиопоглоща-
ющих материалов была доложена на конференции молодых специалистов 
ЦНИРТИ. Подводя итоги этой конференции, Я.Н. Фельд, не называя меня, ска-
зал, что ему было «отрадно слышать» мой доклад. Я был на седьмом небе, го-
тов был работать дальше для ее обобщения, что и привело меня к написанию 
диссертации. Научным руководителем был мой начальник отдела к.т.н. Дани-
лов Алексей Владимирович, а официальным оппонентом по моей просьбе – 
тоже выпускник МФТИ начальник сектора в антенном отделе Я.Н. Фельда 
к.т.н. Зайцев Юрий Аполлонович. Найти второго официального оппонента 
мне помогал Я.Н. Фельд, которому я очень благодарен. Сначала он предложил 
мне М.Л. Левина, но тот сказал, что он д.ф.-м.н. как физик, а я преодолел ма-
тематические трудности, и поэтому мне нужен математик. И тогда Яков 
Наумович договорился с заведующим кафедрой математики на физфаке МГУ 
профессором Свешниковым А.Г. быть моим официальным оппонентом на за-
щите, которая происходила на РФФ МФТИ. Защита прошла успешно, Данилов 
меня обнял, поцеловал, сказал, что я выступал артистически. Это тем более 
лестно, ибо Я.Н. Фельд советовал мне: «Вы лучше пишите, чем говорите». 
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Мою манеру письма Яков Наумович хорошо знал, т.к. я неоднократно 
посылал для публикации статьи в журнал «Радиотехника и электроника», где 
он был членом редколлегии, и мне часто приходилось опровергать отрица-
тельные рецензии на мои статьи. Так что Фельду приходилось испытывать 
давление с двух сторон, к чему он относился с большим прилежанием. 

Яков Наумович много сделал для моего развития как научного работ-
ника, привлекая меня к рецензированию статей для журнала «Радиотехника и 
электроника», для стимуляции моего имиджа как научного работника в моем 
отделе, выдавая нашему отделу нужные для антенного отдела заказы, выпол-
нить которые мог только я на основе КВМ и за выполнение которых полага-
лась самая престижная премия отделу из фонда директора института. Осо-
бенно ему понравился результат, согласно которому интегральный попереч-
ник рассеяния в квазиволновом приближении равен двум площадям попереч-
ного сечения не только для идеально проводящего тела, но и для любого им-
педансного тела с чисто мнимым импедансом. 

 Яков Наумович хорошо знал мои работы, даже еще не 
опубликованные, что показал мне одни хорошо запомнившийся на всю 
жизнь эпизод. Однажды мне редакция дала на рецензию статью, на которую 
я даю положительный отзыв и показываю ее Фельду. Яков Наумович видит, 
что в статье речь идет о работе, которой занимаюсь я, и говорит: «Это же 
Ваша работа» - «Ну и что же, в статье все верно, а потому я должен дать 
положительную рецензию. Кроме того, моя такая же статья из ЦНИРТИ 
была бы, по крайней мере, секретной». Фельд хмыкнул и согласился. Ну, 
не мог я отклонять статью только потому, что она не моя.
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Полное собрание статей 

44



Я. H. ФЕЛЬД

Декремент, энергия и мощность колебательного контура

В современной техники, хотя и редко, но все же встречаются ошибки 
даже в основных, казалось бы совершенно разработанных, областях.

Такая ошибка вкралась в один из наиболее важных отделов радио
техники и вошла во многие современные фундаментальные курсы, как на 
русском, таки на иностранныхязыках.Каквидно изназвания самой статьи, 
речь идет о декременте затухания, точнее о связи между декрементом & 
затухания колебаний и углом ф сдвига фаз между током и напряжением на 
конденсаторе. Из просмотренных нами русских руководств, только в „Осно
вах электротехники* К. А. Круга [1] дано правильное соотношение между 
& и ф, для частного случая свободных колебаний, когда конденсатор не 
имеет ваттной утечки, именно:а

(1)& = 2л ctg ф.

У Hund’a [2] дана неправильная формула:

& = л ctg ф.

Но наиболее распространенной является формула:

& = л cos ф. (2)

Она имеется в курсах Фреймана [3], Берга [4], 
Сузанта [5], Rein-Wirtz'a [6] и Луценко [7].

Правда, Луценко оговаривается, что фор
мула (2) действительна только для незатухающих 
колебаний. Однако для этого случая формула (2) 
вообще не имеет никакого смысла, так как дек
ремент затухания колебаний при незатухающих 
колебаниях всегда равен нулю. Если же рассматри
вать угол ф как угол сдвига фаз между током и 
подводимым напряжением, а & как декремент 
контура

» = KR^p,
то мы придем к противоречию, так как левая часть формулы (2) есть вели
чина постоянная для данного контура, а правая зависит от частоты под
водимого напряжения. Таким образом, и для случая незатухающих колеба
ний формула (2) неверна.

Приведем полную теорию декремента, когда контур имеет и последо
вательное сопротивление R и ваттную утечку конденсатора G (фиг. 1). 
Тогда, на основании законов Кирхгофа, уравнения колебаний будут сле
дующие:

(3>

96
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где v — напряжение на конденсаторе, a i — ток в главном контуре, при 
чем за положительное направление тока принимается ток, разряжающий 
конденсатор.

Из уравнений (3) легко получить следующие уравнения для напря-
жения итока:

^+^+£)£+G£+i><>
Й+(£+Ш+(£+с9‘=°

Уравнения эти легко привести к обычному виду, положив:

тогда получим

2L ~ a’ 2C — “
i Q 2 GRa4-p = e, %=CL-b^L (4)

d*v . n dv . а йр+2ещ + Ш®Ѵ = 0. (5a)

d2i i o di . 2.dt» + 2edt + w°1 == 0. (5b)

Решения уравнений(5а) и (5b) имеют совершенно такой же вид, как 
и уравнения свободных колебаний контура без утечки конденсатора:

v = Vo е— et sin (wt 4~ ф) 1 
i = % е— £t sin o>t J

Однако, благодаря иным исходным уравнениям (3), значения 
ных параметров здесь будут иные, а именно: e = a 4- 0 = J^ 4“ ^t-

(6)

постоян-

V.^v./ l + &^ 

.’ = ^-(«-₽)’,

__ іѵс _ 
U)/TC ’

U) 
tg*=T=p

напряжения на конденсаторе, а Ѵ0 и І0

(7)

где Vo есть начальное значение
начальные значения амплитуд напряжения u тока. При беглом взгляде на 
формулы (7) брасается в глаза, что при a = 9 угловая частота «о в точно- 

ф = 90°. Между тем декремент затухания не равен нулю,

бы из формулы (1) при отсутствии утечки конденсатора

сти равна у^ > а 

как это следовало 
(G=0).

Отметим еще 
для cos ф:

весьма интересное выражение, которое легко получить

или (8)

Логарифмический декремент колебаний определяется как логарифм 
отношения напряжений или токов, отделенных промежутком времени, 
равным периоду колебаний.

U = ln ‘ = sT= ^4 (a + ₽)•
Ч+т ш

Из последнего уравнения (7) мы имеем:

ш = (а — рИёф.

7—Научно-технич. сборн. в. IV—V. 97
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Следовательно
& = 2KT=Tctg^ (9)

при 3 = 0 мы получим формулу (1):

d = 2rcctg^. (1)

При малых затуханиях угол ф близок к 90° и

ctg ф = ~ cos ф.

В этом случае можно пользоваться приближенной формулой

S = ~2wcos<p, (Г)

но никак не формулой (2), которая дает вдвое меньшее значение декре
мента при заданном ф.

Энергия А контура в любой момент выражается формулой 

или
-2et

A =------2----- lL1o sin’wt ^ CV0 sin2 И + Ф)]‘>

но LIO2 = CV02 и потому

A = ^r- e~2et [sin’ <»t 4- sin’ (a)t + ф)].
(10)

Средняя мощность за период, расходуемая контуром, будет

(11)

или
рсР=^r e_2et (i—e~2eT)[sin2 ш1+sin2 (wt+Ф)];

при малых значениях e последнее выражение можно значительно упростить. 
Мы уже видели, что в этом случае ф близко к 90°. Поэтому выражение 
в квадратных скобках можно принять за единицу. Кроме того, можно 
положить:

1—е~2еТ = ~2еТ;

тогда получим:
Pep=Vo#Cee_2rt = VJo4<LC" e—2et

Pcp = VIEyTC?
Но из формул (8) имеем:

^L^=^U-
~ а — p

и потому
Рср = ІѴ^-СО5ф, (12)

где I и V — мгновенные значения амплитуд. В случае P = 0, получим

Pcp==IVcos6. (12')
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При обыкновенном переменном токе, т. e. при вынужденных незату
хающих колебаниях, имеем:

P0p = |lEcos<b (13)

где I и E — амплитуды тока и ЭДС, а ф = фазовый угол.
При свободных затухающих колебаниях иногда рассматривают пере

менное напряжение на конденсаторе как некоторую приложенную ЭДС 
и применяют к ^онтуру формулу (13).

Из предыдущего видно, однако, что в этом случае формула перемен
ного тока не применима, и необходимо пользоваться формулой (12), 
а в частном случае, при ₽ = 0, формулой (12').

Неправильное применениеформулы (13) к случаю свободных затухаю
щих колебаний и послужило причиной ошибки в выводе формулы (2) для 
соотношения между $ и ф.

В заключение считаю своим долгом выразить благодарность проф. 
В. В. Татаринову за указание темы и советы при выполнении настоящей 
работы.
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В. В. ТАТАРИНОВ, И. M. РУЩУК и Я. H. ФЕЛЬД

Экспериментальная поверка расчетов направленных передающих антенн

§ 1. Цель и схема опытов

Рядом работ, произведенных в лаборатории передающих антенн ЦРЛ 
в 1931—1933 rr., была разработана теория и методы технических расчетов
передающих направленных антенн х).

а \\ УЛ_______b

L ---------------------

К nepedam4iiky

^ 
l /

L 'm

Фиг. 1

антенны ([5] стр. 97, формула 125):

Отдельные опыты да
вали нам уверенность в 
правильности намеченного 

rf пути, но систематическая 
экспериментальная про
верка теории и ее выводов' 
могла быть поставлена лишь 
в 1933 г.

Для поверки была вы
брана формула, дающая 
относительную мощность 
луча близкого к горизонту 
и лежащего в направлении 
главного азимута синфазной

а __ 1 + jrf cos2 (6 + ф) — 2 pi cos (6 4~ 4) cos (md 4- Ф)
at 2 [1 — ^2 cos (8 4~ Ф) cos (8 — Ф)] (1)

Эта формула является одним из окончательных выводов теории 
и потому поверку ее можно рассматривать как поверку всей теории.

Заметим, что заменив в формуле (1) d через —d, мы получим закон 
изменения излучения в направлении противоположном главному, что соот
ветствует замене рефлектора директором. Этот вывод тоже был проверен 
экспериментально. Значения величины q для отрицательных значений d мы 
в дальнейшем будем обозначать через q'.

Работу решено было провести с простейшей антенной, состоящей из 
одного горизонтального вибратора в l/2 X длиною, подвешенного на рас
стоянии a=*- X от земли, и такого же зеркала.

i) См. литературный указатель в конце статьи.

Расстояния зеркала ощ. антенны были различные.
Схема антенны ab и рефлектора cd дана на фиг. 1. Питание антенны 

подводилось в пучности тока. Фидер был настроен на бегущую волну 
индуктивным мостиком L. В пучность тока рефлектора включался шлейф 
с подвижным мостиком m. Передвижение этого мостика меняло настройку 
зеркала и сдвиг фазы Ф его тока относительно тока антенны. Волна была 
взята 16,8 м. Диаметр проводов был 3,5 мм, расстояние между проводами 
фидера и шлейфов d = 0,4 м. Волновое сопротивление фидера при этих 
данных получается w = ~650 ом. Излучение в главном и обратном глав
ному направлениях определялось двумя индикаторами на расстоянии 100 м.
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'от антенны. Схема индикатора дана на фиг. 2, а общий вид—на фиг. 3. 
g качестве детектора служила пара цинкит—халькопирит.

Первые же ориентировочные опыты показали, что точность метода 
позволяет учесть влияние омических потерь в проводах сети. Вследствие 
этого потребовалось соответствующее уточнение теории.

L , 
—zflbooooooA~

w

§2.Учетомических потерь в проводахантенныспассив- 
ным зеркалом

Влияние омических потерь в проводйх сети должно сказаться в уве
личении ваттных сопротивлений антенны и зеркала. Вследствие этого актив
ные составляющие собственных сопро
тивлений антенны и зеркала мы уже а __________ b
не можем считать равными R

Обозначим их соответственно R26Q и ’ 
R^. Когда мы, кроме того, меняем 

настройку зеркала, то реактивная со
ставляющая его собственного сопро
тивления будет не R2qo, но R2qQ. Ан
тенна во время опытов не имела орга
нов настройки и реактивная соста
вляющая ее собственного сопротивле
ния оставалась равной R2qo-

Приняв во внимание указанные 
изменения мы можем написать основ
ные уравнения, определяющие ком
плексные сопротивления антенны и 
зеркала ([5] стр. 89, формулы 109"), 
в следующем виде:
zi = К + a l^2scos Ф + K2q sin Ф1 + І К + «[R2q cos Ф — K2s sin ф]} 

Z2 = R2s0 + V l^2s COS Ф ~ ^2q Sin Ф] + J Ko + V l^2q COS Ф + ^2s S*n Ф]}

H

Фиг. 2

В этих формулах параметры R2s, R2q, R2'o, R2s'o и R2qQ определяются 

вычислением для разных расстояний зеркала d и при настройке его не 
меняются.

С изменением настройки зеркала изменяются величины а, ф и R2qo. 
Эти три переменные связаны между собою двумя уравнениями, вытекаю
щими из равенства нулю Z2:

« R^+ R2s cos Ф — R2q sin ф = 0 I
a К + ^2q cos ф + R2s Sin ф = 0 J

Таким образом настройка зеркала определяется одной независимой 
переменной, за которую мы принимаем сдвиг фазы ф. Уравнения (3) позво
ляют вычислить через ф остальные переменные:

» =------- 77—cos (8 + ф)
^2so

и C=C ^(8+Ф)>]
где

r = V R22s +K и 8 = arc tg T^-
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Сопротивление излучения Rs будет равно ваттной составляющей Z/ 
выразится так:

R2 = R2sof1-^- (^5") COS(3 + ^jcOS(6 — ^)j (5)

Величина а, пропорциональная излучению в главном направлении 
будет ‘

__ 1 + a’ + 2 а cos (rnd 4- ф)a_ _

ИЛИ
г У r

"77" ) COS (о + ф) — 2 -•// cos (В4-ф) cos (md4-Ф) 
K2s0 /____________________ ^2sp______________________________

R2'sJ1 - v^- (77^) cos <8 + W cos <5 - *)

L «2so ' K2s0 /

Для антенны с активным рефлектором, отстоящим от нее на ‘/4 i 
получим ' ’

4
31~ И2'эд+ R" ’

а отношение этих величин будет:
/ p" \ Г l r V г 1

COS (6 4" ф) — 2 p7/ COS (О 4- ф) COS tmd440 I 
^2sp Jа 

а?q 4->(4

L K2so ' K2s0

•и

то

Если обозначим
с=„

R/so

F- = 1*’
K2so

q__ (1 + 7) [1 4- p.2 cos2 (6 4- ф) — 2 p cos (Ъ 4- ф) cos (md 4~ ф)]
4 [1 — T p.2 cos (8 4~ 40 cos (8 — 4)] (6)

Формула (6) является обобщениемформулы (1), так как при ?=1 мы 
возвращаемся к формуле 1.

Способ вычисления параметров R2s, R2q, R2sQ и R2qo достаточно разря- 
ботан ([4] и [5]). Поэтому нам остается сказать несколько слов о расчете 
R2s0 И R2SO- I

Если мы обозначим через гх и г2 омические сопротивления антенны 
и зеркала, приведенные к пучностям тока, то

и

R2s0=R2s0 +Г1

R2s0 — R2s0 + Г2

<7),

В основание учета сопротивлений г4 и г2 была положена найдепная 
экспериментально величина затухания p в двухпроводных фидерах, сделан
ных из такого же провода, а именно p = 0,00030 на метр. Tat і’’ 

p = 4^, где Ri есть омическое сопротивление 1 метра провода при
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m—волновое сопротивление фидера, которое было равноной частоте, а
650 омам, то

Rt=pw = O,195=~O,2 ома.

ное
Омическое сопротивление одного вибратора длиною в t/2 X, приведеи- 

к пучности тока, будет:
n_ Ri* _ 1
К— 4 — 2

JV
2 (8)

Другими словами это значит, что приведенное к пучности тока сопро
тивление мы должны при стоячей волне считать вдвое меньше, чем при 
равномерно* распределении тока.

Фиг. 3

В виду малости поправки на омические потери можно считать, что 
в антенне, в ближайшем к ней участке фидера до индуктивного мостика 
и в самом индуктивном мостике, а также в зеркале с настраивающим его 
шлейфом, имеют место чистые стоячие волны.

Так как общая длина проводов антеннысуказанным отрезкомфидера 
и индуктивным мостиком в нашем случае была 54,7 м, а зеркала со шлей
фом—25,2 м., то добавочные омические сопротивления были приняты 

rj-54,7 0,2 0,5 = ~5,5 ома
и

r2 = 25,2 0,2 • 0,5 = ~ 2,5 ома.

Для горизонтального вибратора, подвешенного над землей на высоте 
a = 0,5 k, получаем по графикам ([5], приложение 2) R2so = + 69,O ома и 
R,^ = 4-24,8 ома. По формулам (7) получаем:

R2^ = 69,0 4- 5,5 = 74,5 ома

R^ = 69,0^2,5 = 71,5 ома.

Величины R2s и R2q конечно получаются различные в зависимости от
расстояния зеркала от антенны.
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Таким образом мы получаем все данные для расчета, кривых
q = f (ф) и q' = fj (ф).

Для примера на фиг. 4 и 5 даны графики q и q, для расстояний 
зеркала d = O,lX и d = O,15X.

Кривые эти периодические и имеют периодом 180°.
Формально можно подставить в уравнения (6) любые значения ф и 

получить соответствующие значения q и q'. Однако физически мы можем 
менять ф от некоторого среднего значения фср, соответствующего значе

Кри&аяизлучения q=f(fy) для антенны]+] 
0 = O-5oCtOI 

с учетом омических потерь 6 npoSodax

fy j=189.6

—----------- ^z/ 
/

/

"~х--------------
\ у

1 / 
t /
V /

\?
------ ^-------  

/
✓/

✓

t ! 
\ / 
\ / 

у
—.П, - ^

/ 
z 

/
✓

✓

/ »
/ \
/ ' 

______ / 1
✓ 

✓ 
z

7\ 
f \ 
/ 1 sss

!

X
\
\ / s

--------- 7-------
Z

✓ 
Z

✓

~^Г
x 
к **> * **

s^г sss<г

нию Rg^ = O, в обе стороны на 90°, причем ф = фср4~90° соответствует 

настройке Д„о = + oo, а ф = Фср — 90°— настройке R^o~ — °°- При невоз

можных сдвигах фазы ф для а получаются отрицательные значения, что 
соответствует изменению фазы на 180°.

Если мы введем угол 80> определяемый уравнением

S- = tg8o, (9)

K2so
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(10)
что из уравнений (3) легко найдем:

8 + ф = 8о4-18О°
([5] стр. 95, формула 120').

Значение Фср соответствует R"o=O или 8о = Ои, следовательно,опре- 

деляется уравнением:
фср=180° — 8 .(11)

Значения фср отмечены на фиг. 4 и 5.

Любое значение ф может быть выражено через фср, а именно:

Ф = ФСр + 8о (12)
7

ѣ?^04.2 Kpu6bie quq=f(ty) с учетом
омических потерь 6 проБодах 

*****4^ для антенны 1+1;. Q=05jz/=0.15

z~x
— . Чк

4 
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/

/

\ 
\ 
\%

<к
у%>

77 
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Ч:С

r
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^r iч X

9' хх>*, >*
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Фиг. 5 

§ 3. П p e о б p а з о в а н и e к p и в ы х q = f (ф).

Непосредственная поверка опытомкривых q = f(4*).  подобных кривым, 
изображенным на фиг. 4 и 5, затруднительна вследствие невозмож
ности прямого измерения сдвига фазы ф. В действительности, чтобы изме
нить фазу зеркала, мы меняем его настройку при помощи подвижного 
мостика m шлейфа (фиг. 1). Поэтому мы можем выразить ф, а следова
тельно и q в функции длины шлейфа 1. Таким образом мы получим теоре
тическую зависимость

q=F(i),

экспериментальная поверка которой не представляет никаких затруднений. 
Покажем, как выполняется такое преобразование кривых (6).

5—Научно-Технический сборник, вып. IV. 65
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Фиг. 12

^ 8 9 Ю

Теоретические kpufae излциения Днтенна 1+1
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Шлейф включен в пучность тока вибратора. Реактивное сопротивле
ние шлейфа

Z = jwtgm(l+^),

где w—волновое сопротивление, 1 — длина шлейфа и p — длина мостика. 
Вследствие этого величина реактивного сопротивления зеркала будет

C> = R 2qo + Z = R2qo + W fg m (1 + 4г) •

(13)

(14) 

из его

Определив R^, мы можем по формуле (9) определить 80:

R2q0 + Wtgm (* + ^г) 
0= ^ , .

K2so
а по формуле (10)—сдвиг фазы ф:

Ф = 180° 4~ 80 — 8 — Фср 4- so .
При изменении настройки угол § не меняется, как это видно

значения (yp. 4'). Меняется лишь 60 согласно уравнению (13) взависимости 
от длины шлейфа 1.

На фиг. (6) дана графика кривой 80 = ср(1), при помощи которой 
легко перейти от кривых ц = і(ф) к кривым q = F(l). На фиг. 7, 8 
(которые, при сопоставлении, должны быть в одном и том же масштабе) и 
на фиг. 9 даны такие преобразования кривых (6), изображенных на фиг. 4 и 5.

Фиг. 11, 13 и 15 дают аналогичные теоретические кривые для 
расстояний между зеркалом и антенной d = 0,25Xj 0,375X и l,0X.
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§ 4. P e 3 у л ь T a т ы и з м e p e н и й.

Экспериментальные кривые, соответствующие теоретическим кривым 
фиг. 7, 9, 11, 13 и 15, даны на фиг. 8, 10, 12, 14 и 16. Кривые эти 
получены следующим образом. Значения q и q', полученные непосред
ственными измерениями при определенном расстоянии d зеркала от 
антенны, приводились к нормальному масштабу теоретических кривых по 
максимальным значениям, т. e. умножались на некоторый коэффициент, 
определяемый так, чтобы максимумы теоретических и экспериментальных 
кривых совпадали.

Приведенные отсчеты индикаторов наносились на координатную 
бумагу и соединялись плавной кривой.

Сравнивая теоретические и опытные кривые, легко убедиться, что 
несмотря на ряд допущений, соответствующих лишь первому приближению 
к действительности, теория достаточно хорошо согласуется с результатами 
эксперимента.

Таким образом настоящей работой подтверждается правильность тео
рии и полная пригодность разработанных в лаборатории передающих 
антенн ЦРЛ методов технического расчета коротковолновых направленных 
антенн.
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН ВДОЛЬ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА

PROPAGATION OF ELECTROMAGNETIC WAVES ALONG AN ELLIPTICAL CYLINDER

Соде p ж a н и e
В настоящей статье решена задача распространения электромагнитных волн 

вдоль бесконечно длинного, бесконечно проводящего эллиптического цилиндра. Най
дены выражения для составляющих электромагнитного поля вне цилиндра и плотно
сти тока на поверхности цилиндра. Полученные результаты применены к изучению 
ленточного фидера и концентрического кабеля эллиптического сечения.

Summ а г у
This paper discusses the problem of propagation of electromagnetic waves along 

an infinitely long and infinitely conductive elliptical cylinder. Formulae are found for the 
components of the electromagnetic field around the cylinder and for the current density 
on the cylinder-surface. The obtained results are applied to the study of a flat feeder 
and of a concentric cable with elliptical cross-sectlon.

Задача о распространении электромагнитных колебаний вдоль эллиптического 
цилиндра сводится в основном к определению напряженностей электромагнитного поля 
Ё и H.

Так как нас будут интересовать в дальнейшем исключительно гармонические 
(во времени) колебания, то макроскопические уравнения Максвелла, которым удовле
творяют вектора поля, в нашем случае напишутся так:

rotH=^±i^yE, 

rotE = -j^H.J с

(1)

Здесь H и E — комплексные напряженности поля, от времени уже не зависящие, 
ao,e, р,о> и с — соответственно проводимость, диэлектрическая постоянная, магнитная 
проницаемость, угловая частота и электродинамическая постоянная.

Искомые интегралы уравнений (1) должны, как известно из электродинамики, 
удовлетворять определенным граничным условиям на поверхности эллиптического 
цилиндра. Постараемся написать их в системе координат, при которой боковая поверх
ность эллиптического цилиндра совпадает с одной из координатных поверхностей.

Такими координатами являются эллиптические u, v и z, связанные с декарто
выми следующими соотношениями:

rt2M2 I a-(u2 — 1) ’

^ У2 .
a2v2 a*(t-v2) 
+ l<Zt<+oc,

— 1<Х + 1,

z = z,

(2)
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(3)

элемент длины в этой системе имеет вид

ds2 = hu*du2 Ц- hJdv2 4“ h22dz2,
где

, т f и* — t/3 . ^f u*-v2
ha — ay и2_! ; hv-ay j_wS>

hz — !•

2a есть фокусное расстояние эллиптического цилиндра, а ось z совпадает с его
осью.

В сечении z = const координатные линии v и и представляют 
кальных эллипсов и гипербол, причем, как это видно из фиг. 1, 
определяемый параметром й = и0> совпадает с границей сечения 
ского цилиндра. Таким образом в 
трехмерном пространстве уравнение 
боковой поверхности данного эллип
тического цилиндра будет

систему конфо- 
один из эллипсов, 
нашего эллиптиче-

д = и0.

Параметр и0, определяющий 
боковую поверхность, связан с боль
шой полуосью b сечения эллиптиче
ского цилиндра следующей простой 
зависимостью:

«о=|, (4)

непосредственно вытекающей из 
формул (2).

Фиг. 1.

Пользуясь только-что введенными координатами, заменим векторные уравнения (1) 
шестью эквивалентными диференциальными уравнениями. Для этого воспользуемся 
общими формулами векторного анализа для составляющих ротора в криволинейных 
ортогональных координатах. Тогда, учитывая выражения (3), получим

^=Ш<*>-£'Ч 

^=Ш«-£<Ц 

-4^Е- - ^ [4 (*•"”> - w <*• "4

7 4^ н““ л, [э7 (Ег) ~ "te ѴьЕ*> ]’ 

-^Н^А[А(Л.£.)-А(£і)]. 

“^■^■^=м;^^  ̂ <ju^';-^u\|'

где Еи, Ни и т. д. — составляющие векторов поля E и H в новых координатах.
Попытаемся решить вышенаписанные уравнения (la), положив в них

Ev = Ez =, Hu = Hz — 0, 
после чего число уравнений (la) уменьшится до четырех 

4Ka4-/toE r, 1 д ,r rr ч
—ё— Е“= - A? ^ <А^>

^(MQ = 0, 

-/V^=iaT(^ 

4(ЛаЕ„) = 0,

(la)

(5)

(6)
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(7)

или, пользуясь формулами (3) для Ли и hV)

второе и третье из этих уравнений выражают тот факт, что Ѵй2— ѵ2Нѵ не зависит 

от и, а У«2 — ѵ2Еи не зависит от v, что можно аналитически записать так:

Vu*-v*H,=f(z, т’), 1 ^

V u2 — ѵ2Ец = F(z, и).

Из оставшихся двух уравнений (7) (первого и третьего) путемдифференцирования и* 
по Z и исключения одного из неизвестных, получим уравнения для Е„:

и аналогично для Нѵ 

где

^- + Л2Еи = 0

^L+^=0,

. шр. 4rcs Ц- jooe  o)2ep. — /4rctfwp, 
/ С с с2

(9)

(10)

(И)

Подставляя в выражения (9) и (10) значения для Еа и Нѵ, взятые из (8), получим 
уравнения для функций F(z, и) и /(z, v)

iPFii. gLifetf(^ u) = 0, 
dz3 '

JZ!2-JO_L.^2/(Z, ti) = 0, 
dZ2 1 J

общие интегралы которых имеют вид

F(z, и) = Л(й)е>Лг+В(ц)е-у*г, |
/(z, v) = С (®) e^ 4- D (v) e~ ^, J (12)

А (й), В (u), С (т>) и D (v) произвольные пока функции от и и v и, наконец, заме
нив в соотношениях (8) функции F и f их только что полученными значениями (12), 
найдем для Еи и Но следующие выражения:

P A(a)e>kz + B(u)e-!hx 
“~ у t^-iF

__ С (v) e/kz + D (v) e~/te 
~ у u» — «a

(13)

Для определения вида входящих сюда функций Д(и), C(y) и т. д. подставим.напри' 
мер, в первое уравнение (7) Еи и Нѵ из (13)

4rca +/ад» А (и) e^ + В (и) e jkz 
с у и2 — v3

jkC (v) № - jkD (о) e ~ikl 
У ifi-v3

Н„
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Зто равенство должно тождественно удовлетворяться для любых значений г, и и w,
что возможно только при условии выполнения следующих равенств:

42^+>^(и)=-ЛС(^ I
(l4^ 

^i^5(u)=/W(^). J

Соотношения (14) осуществимы лишь при равенстве левых и правых частей (14) 
одним и тем же постоянным. Обозначая эти постоянные буквами M и N, выразим 
величины А, В, С и D через них Л 7 \ cM^(и) — 4теа4-/^»

B(a)__^
4 7 4^а4~/ш£

с^=~л>
DQv) N 

jk *

Вставив эти значения в (13), получим выражения для напряженностей электромагнит
ного поля

сМе^кг + cNe jkz
(4ла 4- /шг) ^ н2 — v2 ’ 
-Me?kz \-Ne~jkz

jk V* a2 — v2

(15)

Формулы (15), куда входят две произвольные постоянные M и N, являются общими 
интегралами уравнений Максвелла (1) при условии выполнения равенств (5) или экви
валентных им формул

H = Нѵ и E = EUt

из которых очевидно, что магнитные и электрические линии представляют систему 
конфокальных эллипсов и гипербол.

Бесконечный одиночный провод эллиптического сечения и бесконечной 
проводимости

Для изучения электромагнитных волн вдоль провода эллиптического сечения, 
распространяющихся, например, сверху вниз, т. e. в направленииотрицательныхзетов, 
можно использовать полученные нами решения (15). Для этого выберем у корня 
k=Vk2 [й2 определяется формулой (11)] тот знак, при котором действительная 
часть jk больше нуля. Тогда, учитывая направление движения волны, следует в фор
мулах (15) отбросить вторые члены, т. e. положигь 2V=0, при этом поле будет 
иметь вид

Е = Еи =
cM_______ е>кг

4кз 4~ /сое У и* — v2

н=нѵ M , eikz 
jk у и2 - ѵа ’

Используем известную формулу теории поля для бесконечно проводящих тел1

i — -^ [л -Нѵ]и = Во.

1 См. Тамм. „Основы теории электричества*.

(16)

(17)
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Здесь i — вектор поверхностной плотности тока, который в нашем случае параллелен 
оси z9 a n — единичный вектор, совпадающий с направлением положительной нор
мали к поверхности. Заменяя в формуле (17) величину Нѵ при помощи второго 
равенства (16), получим:

і = іг
cM e^

(18)

Для нахождения полного 
поверхностную плотность 
определяемому параметром и = и0

тока /, текущего по проводу, следует проинтегрировать 
тока i вокруг провода, т. e. в нашем случае по эллипсу,

1 ~ ф ids,

так как
ds = hvdv = a У *ft* v* dv,

V i-v2
то

лоцставляя сюда i из уравнения (18)

I
2cMa f __e^__
^JTJ уТ^аѵ

— 1
и ингегрируя1, найдем

r____ _____ cMa лг
J~ 2jk e •

Постоянную Af можно определить через полный ток, проходящий, например, через 
сечение z = 0.

Действительно, если обозначить этот ток буквой /0, то, положив в предыдущем 
уравнении z = 0, получим

(19)

И

/о —

M

cMa
~2jk~’ 
2jkI* 

ca

(20)

Воспользовавшись этим результатом, перепишем формулы для напряженностей 
поля (16) плотности тока (18) и полного тока (19) в более удобном виде:

2ckI0 ejkz
E — E __ ______  _

U jcd (4ла 4“ /we) У и2 — V2 
9Г р№н^нѵ = ~и г е .
ca у и2 — ѵ2 

i = _k___ e^
2na ^U(f — v2

I=be^.

,2шц/0 eJkz
ac*k У и2 ^ v* ’

(21)

(22)

Полученные равенства польностью решают задачу о распространении 
эллиптического цилиндра бесконечной проводимости.

ВОЛН вдоль

4- 1
1 [—=

J V1 — V2 
- 1

к.
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Волны вдоль одиночного ленточйого фидера

Формулы (21), (22) предыдущего раздела достаточны для разрешения задачи 
распространения волн вдоль бесконечно длинной ленты, шириной 2a. Для этого сле
дует только приравнять в них ио единице. Тогда эллиптический цилиндр, определяе
мый параметром и=и0, перейдет [как 
это видно из уравнений (2)] в беско
нечную ленту шириной 2a.

При этом формулы, решающие 
задачу, имеют вид

• (23)

Е==£в

/ = Zo^,

т. e. изменилось только выражение 
для плотности тока. Пользуясь равен
ствами (23) и (22) на фиг. 2 и 3 по
строены кривые распределения ампли
туд плотности тока (на ленте фиг. 2 и 
яа эллиптическом цилиндре с отношением осей эллипса равным одиннадцати фиг.
в функции параметра tr. При построении

формулами (22). Аналогичные формулы для внешнего 
добно предыдущим из равенства (17), если в нем п0 
изменение направления нормали n. Попробуем на основании сказанного, 
зуясь равенствами (21) и(22), подсчитать волновое сопротивление p экранирован-

I , < , К
~Ір -OJB -0,6 -0,4 -0,2 0 02 Q4 fc op іо

Фиг. 2.

3)
кривых амплитуда плотности тока для 
v = 0 принята равной единице. Как 
видно из наших формул, кривые рас
пределений плотности тока в различ
ных сечениях z = const имеют одина
ковую форму.

Волны вдоль экранированного 
эллиптического фидера

Рассмотрим экранированный фи 
дер, состоящий из двух софокусных 
эллиптических цилиндров (фиг. 4), у 
которого боковая поверхность внутрен
него цилиндра определяется значением 
параметра u = u0, а внутренняя поверх
ность внешнего1 « = аѵ

1 Ясно, что ввиду бесконечной проводимости нашего фидера параметр, определяющий 
наружную поверхность внешнего цилиндра, нас не интересует.

Не представляет никакого труда 
убедиться, что электромагнитное поле 
в диэлектрике (между софокусными ци
линдрами), ограниченном поверхностями 
и = и0 и a = щ* определяется форму
лами (21), а ток и поверхностная плот
ность тока внутреннего цилиндра — 

цилиндра получаются по- 
заменить их и учесть 

поль-
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— ~ ТпдЬра. лѵіи сюю паидем напряжение с между двумясофокуснымицилиндрами 
в сечении, определяемом координатой z = const1

1 Подобное определение имеет смысл, ибо не трудно убедиться, что в любой попереч
ной плоскости a = const поле имеет потенциальный характер.

€= fETs.

(L)

Интеграл взят вдоль отрезка силовой линии ^ = const, заключенного между цилин
драми по направлению убывания параметра и.

Подставляя в предыдущий интеграл значение для E и ds, найдем,
«о _______ »о

£=- / Ц^> *"L_ ^fZ^- du=-^A f _^L rfa,
I ac2k ^ui__t,2 уа2—1 c'2k J Yu^-1

»1 «1

или* произведя интегрирование,

■)•
e= f ггр 4- V ѣ? - 1 

\мі ~k V wi~ — А
(24)

Фиг. 4.

Ъ»?Ійеікг u
-----^7E-----ln

Учитывая, что в бесконечно длинном фидере имеет место чисто бегущая волна,имеем 
для волнового сопротивления p следующее равенство: 

которое после подстановки в него формул (24) и (22) даст

^^ ln/01^^ И^—і \ ZQCX
'-=-^'"(^+y^-r)' <25)

В случае нахождения между цилиндрами фидера воздуха предыдущее равенство 
несколько упростится

p = Aln(H1+V"12-!^ г (26)

c \«o4-V uoa—l /
так как

pi = e=l, a = 0,

а отсюда на основании формулы (11)
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Переходя от абсолютных единиц, в каких написана формула (26), к омам»

(27)

получим

p = 60 ln
/М^^Пом;
V*o+V “0я-1 /

в частном случае, когда tt0= 1, т. e. внутренний цилиндр обращается в ленту шири
ной 2a, предыдущее равенство перепишется

p = 60 in («I+^ u^ — i).

В заключение покажем, как при помощи небольшого предельного перехода по
лучить из формул, найденных нами для эллиптического цилиндра, известные фор
мулы обычного кругового цилиндра. Для этого следует и и а так стремить кбеско- 
нечности и нулю, чтобы при этом au и arc cos v стремились соответственно к r 
и <р, т. e.

и ^ oo, a ^ 0 I
При 1 (28)

au ■+ r, arc cos v ^- <j>. J

Тогда равенства (2) перейдут в

** i У*'__,
Г2 Г Г2 “ *>

У
X

Геометрически это значит, что эллипсы перешли в концентрические круги ради
уса r с центрОіМ в начале координат, а гиперболы;—в полупрямые, выходящие из начала 
координат.

Для прим<ра применим предельный переход (28) к формуле (27). Умножая 
числитель и знаменатель выражения стоящего под знаком логарифма, на а и переходя 
к пределу, получим, как и следовало ожидать, известную формулу

p = 60 ln -<- (29)
Г0

для волнового сопротивления концентрического фидера, состоящего из двух коокси* 
альных цилиндров радиусов г0 и гх.
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Я. H. Фельд

0 НЕКОТОРОМ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ, ВСТРЕ
ЧАЮЩЕМСЯ В ТЕОРИИ ДИФФРАКЦИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ 

ВОЛН

ON A DIFFERENTIAL EQUATION IN THE THEORY OF DIFFRA
CTION OF ELECTROMAGNETIC WAVES

С одержан и e
В настоящей статье дано полное исследование волнового уравнения в эллипти

ческих координатах. Причем рассмотрены решения, удовлетворяющие принципу 
излучения и условиям непрерывности вплоть до особых точек, для случая погло
щающих и непоглощающих сред. Для всех построенных решений даны ассимпто- 
тические формулы.

Summary
This paper contains a detailed analysis of a wave-equation ln elliptical coor* 

dlnates.
Solutions are discussed, which correspond to the principles of radiation and to the 

conditions of continuousness, till certain points, which are different for the case of an 
absorbing and an unabsorblng medium.

Asymptotic formulae are given for all the obtained solutions.

Теория диффракции электромагнитных волн вокруг вытянутого эллипсоида вра
щения сводится к исследованию волнового уравнения,

Ѵгф + #^ = О (1)

в эллиптических координатах u, v, ср, с осевой симметрией вращения. Как’известно,1 
эти координаты связаны с цилиндрическими z, r и ср следующими формулами:

1 См. Ф p e н к e л ь, Электродинамика, т. 2, стр. 502.

z = awv

r = a tyu2 — 1 • ^ 1 —ѵг

ср = ?
1 ^ zz^Coo

— 1=^^4_1
где ось z является осью вращения нашего эллипсоида, a 2a—его фокусным расстоя
нием.

Волновое уравнение (1) в новых координатах примет вид:

i [<“■ - » 49+4r [<> -^ 49+^-w-^ ^+" (“■ - ^ <■=° p)

31

Научно-технический сборник ЛЭИС, 1936, №12, стр.31-41.
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Здесь, как и в уравнении (1), k2 есть заданное комплексное число, зависящее 
от свойств среды: e, рц а и от угловой частоты колебаний ш.

1 Зависимость от ср нами сразу взята в виде е+*т*> так как ср явно невходит в уравве* 
ние (?) и сле.ювательно является циклической координатой.

2 О принципе излучения см. Купрадзе, Д. A. H. 1934,№2.

В уравнении (2) чрезвычайно легко разделить переменные и свести такимобра- 
зом задачу к интегрированию обыкновенных диференциальных уравнений. Действи
тельно, полагая 1 2

ty=V(u)S(v)e^'"* (3)

где m — любое целое положительное число (что вытекает из соображений однознач. 
ности) и подставляя предыдущее выражение в (2), разобьем последнее на два обык
новенных диференциальных уравнения, определяющих V(u) и 5(г/):

£ [<“* -1 > 4г] + ["■ <“' - 1) - „Т=І - c] v = 0 («)

4-1 <: и ' oo
^ [о -^ <] + [“’*’ (1 - ^) - -,-,, + ^ S = 0 (5)

_1<ѵ< + 1.

Здесь с есть произвольная постояннная разделения.
Оба уравнения (4) и (5) совершенно одинаковы и имеют три особые точки; 

из которых две: 4“ 1 и — 1 являются регулярными, а третья, лежащая на бесконеч
ности, иррегулярной особой точкой.

Очевидно нас будут интересовать только те решения уравнения (5), которые 
непрерывны на всем промежутке —1<^^4~Ь включая концы. Это требование 
в нашей задаче играет роль граничных условий и дает возможность в дальнейшем 
определить дискретный ряд значений с, при которых существуют нужные нам реше
ния. Для нахождения же функции V(u) мы должны искать решения уравнения (4), 
удовлетворяющие на бесконечности принципу излучения Зоммерфельда,3 ибо только 
при этом условии уравнение (1) допускает (учитывая обычные граничные условия) 
однозначное решение. Принцип излучения для трехмерного пространства может 
быть записан так:

,iT'(^+7**)=0
и

lim (г • ф) = конечная величина 
r ^oo

Исследование диференциального уравнения (5)

Ввиду того, что оба интересующие нас уравнения (4) и (5) по виду своему 
тождественны, мы в дальнейшем ограничимся исследованием только одного из них 
например (5):

^[(‘-^+[“^-^+‘-rSs?-0 ' <5'>

Как уже было отмечено, последнее уравнение имеет в конечной области 2 осо
бых точки типа Фукса. Постараемся выяснить характер решения уравнения (5') 
в области этих точек. Определяющее уравнение в области особой точки x=4"l 
будег:

р2-4=0* p=^T-
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Таким образом основная система решений уравнения (5') в области точких=1
^учитывая, что m — целое положительное число) имеет вид:

m oo
Sx(^) = (^-1) ^2^(^-W ao^=O (6')

л= о
__^0°

S2(V) = (^-1) 2 2^4*-l)" + ^(*Oln(^-l)j a^0 (6")

л = о

Как легко убедиться, такой же характер имеют решения и в области точки x = — I 
[нужно только в предыдущих выражениях заменить (t/—1) на (*^+1)]. Так как нас 
интересует решение (5') непрерывное в замкнутом интервале — 1 ^zr <^ + 1, то сле
довательно в области точки x = + 1 оно должно иметь вид:

S(tf) = (tf-1) 2 ^gn(z> — l)n 

n=0
а в области точки x = — 1:

S(v) = (v4-i)^2^^ + 1^

1 Полученное выражение является лишь первым приближением, однако вполнедостаточ-
ным для наших целей. Строгоерешение этого вопроса мы получим в конце настоящейстатьи.

3 Научно-техническиІ сборник № 12.

n —0

(7')

(7")

что возможно только тогда, когда выражение (7') при продолжении вдоль действи
тельной оси от точки x=l к точке x= — 1 переходит в выражение (7"). Послед
нее осуществимо при определенных дискретных значениях параметра с, входящего 
в уравнение (5'). Таким образом искомые нами решения имеют вид:

S (^) = (1 — v2 3)2 Z (v) (8)

где Z (v) — функция непрерывная в интервале — 1 ^ v ^ ^- 1.
Подставляя формулу (8) в уравнение (5'), получим диференциальное уравнение 

для Z(^):
(1 — v2) Z'' — 2 (m + 1) vZ' + [г — m (m + 1) + p2 (1 — гі2)] Z = 0 (9)

где
^ p2=a2k2

Прежде чем приступать к интегрированию этого уравнения, попробуем опреде
лить, хотя бы приближенно, характер асимптотического поведения его решений при 
1^1 ^> oo, что нам понадобится в дальнейшем. Для этого поделим уравнение (9) 

на (1—г/2) и отбросим членывида— и выше; тогда для |г/|^оо уравнение (9) 

перепишется так:
Z'f̂ v)+p*Z (V) = 0 (10)

Общий интеграл этого уравнения равен:

Z(v) = Ae)pv + Ве~ірѵ (10')

Таким образом любой интеграл уравнения (9) при |сі| ^ oo стремится к выра
жению (10').1

Перейдем теперь к нашей граничной задаче, нахождения решений уравнения (9) 
непрерывных в интервале — 1 ^ v <C ^- 1.

Как известно, существует дискретный ряд значений c(c19 с2, ... гя, ...), при 
которых уравнение

(1 — v2) Z' (г>) — 2 (m +1) v Z (v) + [сп — m(m +1)+p2 (1 — v2)] Z (г») = 0 (9')
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имеет соответствующие решения Zp Za, ... Zn, ..., удовлетворяющие нашим гранич
ным условиям.

Построим интегральное уравнение, эквивалентное данной граничной задаче. Ддя 
этого ищем решения уравнения (9') в виде

W,(v) = f e'pV3,(l-yt)mZnCy)dy (11)

%

где (£) — соответствующим образом выбранный путь интегрирования. В самом деле, 
подставляя выражение (11) в уравнение (9'), получим:

Jyw
(i_y2)-m (—Р2Уг(1 — ^)z«(У)-2 <"* + ^vJpyZ"OO+

4- [сл — m (m +1) 4-р8 (1 — ѵ2)] Zn Си)} dy = 0.

Перепишем это уравнение, переставляя члены:

f^Z„(y) ~^ , „ ,J<l->T"k" (+) +

+Р’(і-Л1^- p.<"+»^^w г^’г.ы
^-P( УЛ У £ (1_у2)-« У £ (l_.y2)-m-l >(1 —J2)- П

Произведя в последнем интеграле левой частидвукратноеинтегрированиепо 
частям, найдем:

r- efP^v
J d-Л-” - • - '
(iJ

jpvelpvv Z„ (у) — e*w Z' (v)+p’(l -y^Zn^dy+ '4

г К1 —У2)ZnСи) - 2 (m + l)yZn (у) + [с„ — m (m + 1) +

y = b 
= 0

У = а(1 — у2)_от_1

’Здесь a и b — начало и конец пути интегрирования (L).
Интеграл, стоящий в левой части (12), обращается в нуль, так как Zn есть, по 

условию, решение уравнения (9').
Следовательно для того, чтобы (12) обратилось в тождество, остается выбрать 

такой путь интегрирования (£), при котором выражение, стоящее в прямых скобках, 
обратится в нуль. Последнему удовлетворим, выбрав за путь интегрирования отрезок 
действительной оси —l^J^4"^ тогда в формуле (12) следует положить 
a = —1, a & = 4-l, и вышесказанное становится очевидным.

Следовательно мы доказали, что выражение (11), которое при выбранном нами 
пути (L) имеет вид:

4-i
W„ (v) = J e Ірѵу (1 -ja)m Z„ Су) dy (13)

-1

действительно является решением уравнения (9'), причем, как это видно из фор
мулы (13), удовлетворяющим поставленным выше граничным условиям. Отсюда сле
дует, что Wn и Zn могут отличаться только постоянным множителем 1 Хл.

Zn = \nWn

После
так:

подстановки этого соотношения в уравнение (13) перепишем последнее

+ i
z„ (v) = xJ e^ (1 - ja)m Zn {у) dy (13Э

— 1

1 Так как уравнения нашего типа не могут иметь кратных собственных значений.
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Полученное интегральное уравнение можно рассматривать как определяющее
т

для функций Zn. Умножая (13') на (1—х»*)а, получим:

— 1
m mm

(1 -ѵа) 3 Z„ (v) = к» e,pvy (1 - /Г (1 - ^) ' Zn (j) dy (13")

Величины (1—т/2)2 Zn(w) и (t—у2)2 Zn(y), входящие в левую и пра
вую часть предыдущего уравнения, являются, на основании формулы (8), искомыми 
интегралами основного уравнения

(5м)

Поэтому, пользуясь обозначением
m

SnC0 = (l -v*) * Zn(v) 

получим из (13") уравнение для функции 5Я:

Sn(v)=*n f e^(l-y*"'(l-v*)'Sn(y)dy

Это есть однородное интегральное уравнение Фредгольма, второго рода с сим
метричным ядром. Из симметричности ядра вытекает, как известно, ортогональность 
фуНКЦИЙ Sfl.

4 1

при n ф k (14')
— 1

Легко также показать, что функции Srt, определяемые интегральным уравне
нием (14), являются четными или нечетными решениями уравнения (5"). В самом 
деле: - 

m m
s„(-t/) = x« ^/рѵу(1-У)2(1-^2)25л^)^у

Заменяя в интеграле правой части переменную у на минус у, имеем:

Отсюда следует, что функция 5Я(—v) удовлетворяет тому же интегральному 
уравнению, что и £я (w) (с тем же параметром кл), и значит эти функции могут 
отличаться только постоянным множителем

Sn (-V) = <хя Sn (v)

Не трудно убедиться в том, что если сама функцил Sn{v) или какая-нибудь 
ее четная производная при v = 0 отлична от нуля, то

Если же, наоборот, какая-нибудь нечетная производная отлична от нуля, то

<? Sn (у)
аиѵ ѵ« о 

Таким образом наше предложение доказано.
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Построение решений, удовлетворяющих принципу излучения

Для нахождения этих решений используем еще раз выражение (11). Выберем 
сначала для корня ____

P = R (P) +jbn <J>) = VaFk*

такой знак, при котором Itn ^>) < 0.
Тогда, взяв в формуле (11) за путь интегрирования (£) часть действительной 

оси (— oo ^j .< 4“1), легко показать, что:

+1

1 Последнее очевияно, так как в предыдущем было доказано, что член, стоящий впрямы*
скобках формулы (12), обращается в нуль прн a = — 00 и b = — 1.

П1«і)= J e^^-y*yZn(y)dy (15)

— оо
(ѵ>1)

является интегралом уравнения (9') для значений г/>^-1. Наше предложение будет 
доказано, если мы покажем, что при выбранном пути (Z) второй член левой части (12) 
[в котором теперь (a = — oo), а (6 = 4-1)]обращается в нуль. Выражение, стоящее 
в прямых скобках формулы (12), обращается в нуль при j = ^-l, так как тудавхо- 
дит множителем (1 —д/2)ш + 1. Остается покавать, что оно равно нулю и при j/ = 
= — oo. Выше мы доказали, что всякий интеграл (9) при возрастании модуля аргу
мента стремится к выражению (10'); отсюда:

{рІрЮ f 1(Т-я-^ [jpv Zn (j0 “ Zn И =

= lim I-—J^m_i [ jpv(Aejpy 4-Be~Jpy) — (jpAe/py -jpBe“7w)J
y>— 00 J (1 —y1)

= Um A/P (v - 1) e^ <” + *> + Bjp (v +1) e ’” <* ~ »> = Q
>^-oo ' (i_j,2)-"-i

так как по условию ^>1, а мнимая часть p отрицательна. Точно также можно 
показать, что при положительной мнимОй части p следует для пути интегрирования 
взять отрезок (— 1 <^у<^ + oo).

Еще одно частное решение уравнения (9') получим, взяв в формуле (11) путь 
интегрирования вдоль действительной оси от —oo до —1.1 Тогда формула

— 1
пда- / e^W-y*)"Zn(y)dy (15')

— 00

(ѵ>1)

тоже будет являться интегралом (9') при t/>4“l.
m

Умножая левую и правую часть (15^ и (15') на (1 — о2)2 и учитывая то, 
что по формуле (8) функция

Мп(ѵ) = (1-ѵ2рП^)

(£=1,2)
m

является интегралом уравнения (5"), a., Sn(y) = (1 —у2)2 Zn(y)9 получим соответ
ственно новые частные решения основного уравнения (5"):

1

/fH гп,
^ (1 -yp (I_^p S„(J)dy (16)

—оо
при Im (p) < 0, v > 4* 1
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(16')
M(*0 = J eZ₽’>(l—J/a)2(l—tla)2S„(j/)<Zj/

—°o
при Im Qp) < 0 v > 4" 1

Из различности поведений M*(v) и A1^(ti) на [бесконечности (как это будет 
показано в дальнейшем) вытекает линейная независимость полученных решений (16) 
и (16')-

Получение решений для случая действительного k 
(Непроводящая среда)

Так как для этого случая p становится действительным числом, то, как видно, 
левая часть (12') уже не равна нулю, и значит выражения, даваемые формулами (16) 
и (16'), не будут ужеявляться решениями уравнения (5"). Однако и сейчас не пред-

;оэ -yw

-<

плоскосіпЬ у

+f -1

плоскостЬ у

+1

(Li) (Lt)

X.

Фиг. 1 Фиг. 2

ставляет никакого труда, соответствующим изменением пути интегрирования (£.) 
в формуле (11), получить частные интегралы (5") аналогичные All(v)u М„(ѵ). 

В самом деле, выбрав у корня p = ^aPk2 отрицательный знак и определив в (11) 
путь интегрирования (£) так, как это показано на фиг. 1 и 2, убедимся, что в обоих 
случаях выражение (12) обращается в тождество. Следовательно формулы

Q><0 и Ф>+1)

(16o)

(16o'

будут представлять искомые решения (5") для действительного p.
Как легко убедиться, формула (14) для £»(©) остается справедливой и в этом 

случае.

Ассимптотическое представление полученных решений
Для этого перепишем формулы (16), (16') и (14), подставив в них под инте

грал правых частей вместо функции Sn(y) ее значение, взятое из (14):
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+ 1 + 1
М\ (ф) = j е'рѵу(1 - y^ (1 - v^ кя f еір* (1 - P) ** (1 - y^ Sa (i)'di dy {Vl 

— tx> — 1
-1 ж m + 1 ж - m

Aft(v) = f e^(l-j/a)^(l-®a)^k„ j e>P* (!_^"(!_y^(^dy (1?)

^DO — 1
+ 1 m m + 1

sn(v) = k’ J e^(i-y^(i-^J e"*(i-

— 1

Меняя порядок интегрирования, найдем:
V m m

m
?) 1 (1

-y^SA^dy
(171

'(l—ya)mdyd£ (18)

(1 —y2)mdydi (18')

(1 —У2)т dy di (18")

— 1

— 00
— 1

— 1
+ 1

M(т9=*л / Sn(?)(1 - ?a) ^(1 -^4 / eipy{”+E)

— 1 — 00
^- 1 ж m ^- 1 

s„ (v) = й f S„ (?)(1 - ?aH(l -®аД J e'py(o+ E)

— 1— 1

Вводя обозначение (v 4“ E) = z, дадим ассимптотическое выражение интеграла 
+ 1

Л- f г"”(і-У)“іу

— 00

входящего в правую часть (18), для больших значений z.
Для этого введем новую переменную интегрирования и при помощи равенства:

Тогда предыдущий интеграл примет вид:

Л = ^^- /е'-»"(1+і)‘л

— 00

Раскладывая ( 1 4~ ^f1 П0 формуле бинома Ньютона

Н£Г = >+Ч4)+--+(£Г
и подставив в интеграл, найдем:

Л - (~j:f Jе’~ f [1 + ... + (і)”]л

— 00

Произведя почленное интегрирование
. _ (-2)"f*8 Г (-l)"*ml . (-l)"m(m4-l)l 1 , .(-l)am(2m)l 1 1
1 z"+1 [ (j»m + 1 ^" 2(д>)т+’ z^"’ т" 2т(/р)гт zm]

и введя обозначение
о 2тягі
^~uPr^

получим для J] следующее выражение:
Л = ^ Г^й + О (z^m +J>)] (19)
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Для преобразования интеграла
— 1

Л = J* e?py\ l—J2)m dy

— 00 

входящего в правую часть (18'), используем замену переменного 
^=-i + f-

Тогда Ja перепишется так:

Л=5^7 e"-a"(l-Q-^
— 00

Поступая здесь так же, как и при преобразовании интеграла J1, получим 

4=*-*'[^ + ot-^,>)] (W')

где
д >.. .■(-2)w«>

*' ‘t7»m + 1

Аналогичный приемом можно получить ассимпто- 
тмческое представление интеграла

4-1
/,= f Р'”(1-Л“^

— 1

~1

плосностй у

*f

входящего в правую часть (18*). Положивдля опреде- 
ленности#^)<0 и деформируя путь интегрирования 
в плоскости комплексного переменного1 у (фиг. 3), 
можно, на основании известной теоремы Коши, пред
ставить наш интеграл в виде:

-i-/oo

J8 = j* e^(i—y3)mdy^~ J*' e"*(l-y*y*dy

— 1 + 1 —Joo
Совершая в первом интеграле правой части замену переменного при помощн 

формулы у = j ^------1, а во втором интеграле при помощи формулы^ = 1 — j^-, по-

лучим для J% следующее выражение.
7,=/(2^"J "’"е~”^(■ -<^^-лзд* /^^""('-O"*

0 4-00

Разлагая далее (1 — ^^ъ обоихинтегралах по биному Ньютона и производя 

почленное интегрирование, найдем:
J. = e-'" ^+O(z-'' + -')J + (-l)" + V'^^ +0,(2-'"*”)]

или, отбрасывая члены низшего порядка:
0~№ «и.1 (J?*ЛсоЗ.^Пн + С-іГ'В.^Т

а-/(2л’(у)’+>

‘*Vе®

Фиг. 3
4-1

где

+f-Joo

(19г)

1 Если #0?)>0, то запуть интегрирования нужно выбрать путь, являющийся зеркальным 
отражением (в действительной оси) пути, указанного на фиг. 3.
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При помощи только что полученных формул: (19), (19') и (19") для интегра- 
лов Ju J2 и J3 можно легко найти ассимптотические выражения для функции М1п (ті), 
M(f)HSn(v).

Для этого подставим найденные выражения Jlt J2, J3 в соответствующие уравне
ния (18), (18') и (18"), заменив z через (t*4-E):

+1 щ
M(cO 00 х„ J Sn G) (1 -6»)^ (1 - v*fi еір<° +y (v—f‘m + 1 <й

— 1

+1
Atf(v) 00 Х„ JS,(S)(1 - vfi (1 - ^ е~,р<ѵ + '* -_^- dl

Ввиду того, что 6 меняется в пределах 

пренебречь по сравнению с ѵ*9 поэтому член

от — 1 до 4“ 1, ее величиной можно 
m

(l-p*)2 
(v+er*1 входящий в правые части

ym
предыдущих выражений, может быть заменен через ^-. После небольших преобра

зований получим для больших значений v следующие ассимптотические выражения:

ЛЙООсоХ^Л^ f SnG)(l-&)"e"* <Ь

— 1
+ 1

М\ (v) СО х„ B2jm ^- f $„(У (1 - ^е~м dt

— 1
Ч- 1

s„ (v) CO rtBtf е̂ ~ J S,(0 (1 - ^ е-'рі dl +

-1
ч- 1

+ X’ Вз (-1)" + ^*’ ^- jS„С) (1 -5ая e* dl.

— 1

Или окончательно, вводя для постоянных множителей, входящих в наши формулы* 
не требующие дальнейших пояснений обозначения Аѵ Л2, А3 и Д4, перепишем 
предыдущие формулы так:

, ,іѵ>
Afn (tf) c0A1 ——

Ml(v)caAt^^

Sn(®)co^3^+^4L (20)

Из только что полученных ассимптотических выражений (20) видно, что 5Я(^)> 
Л1і(г/)иЛ1л(^) представляют соответственно: стоячую и бегущие в противоположные 
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направления волны. Из всего предыдущего ясно, что для построения решений уравне
ния (1) внутри эллипсоида следует использовать функции Sn(-p)» ПРИ построении же 
решений для внешнего (эллипсоиду) пространства, нужно пользоваться решениями Mn(v) 
илиМя(^).

Например, если R (p)>0, Imty) < 0, и значит при переходе от полного волнового 
уравнения

ав t^^F 4*GdF_n
v &d& c2 dt

к нашему уравнению (1) время исключено при помощи соотношения Р = е^ш*ф, то 
следует брать ^(^);если же зависимость от времени взята в форме р=е”^ф и 
соответственно Л(р)>0, Im Q?)>0, то вместо JW^(v) подьзуются функцией Afi(w). 
Ибо только при этих условиях наши решения будут удовлетворять (как в этом легко 
убедиться) принципу излучения Зоммерфельда, физическая сущность которого заклю
чается в требовании отсутствия волн, идущих из бесконечности.

В заключение отмечу, что введенные нами обозначения для решений уравне
ния (5") следовало бы писать в форме 5л,т(^); М[П)т(ѵ} и Afn,w(^), где n и m 
могут принимать любые положительные целые значения.
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ КОЛЕБАНИЙ ВДОЛЬ БЕС
КОНЕЧНОГО ВЕРТИКАЛЬНОГО ПРОВОДА, ОДНИМ КОНЦОМ ЗАРЫТОГО 

В ЗЕМЛЮ

ON THE PROPAGATION OF ELECTROMAGNETIC OSCILLATIONS ALONG AN INFINITE 
VERTICAL WIRE, ONE OF THE ENDS OF WHICH IS GROUNDED

Содержание
В настоящей статье дано строгое решение задачи о распространении электро

магнитных колебаний вдоль бесконечно-длинного, бесконечно-проводящего цилин
дрического провода, одним концом зарытого в землю. Найдены выражения для на
пряженностей поля и тока в земле и в воздухе, причем обе среды считаются поглоща
ющими. Полученные результаты применены для строгого обоснования метода измере
ния диэлектрической постоянной и проводимости различных сред, нредложеняого 
проф. Татариновым.

S u m m а г у
ln this paper a solution is given to the problem of the propagation of electroma

gnetic oscillations along an infinitely-long and infinitely-conductive cylindrical wire, one 
end of which is grounded. Expressions are found for the field-potentials, earth-currents 
and currents in the air; thereby both of these mediums are assumed to be absorbing. 
The obtained results confirm Prof. W. W. Tatarinoff’s method of measurement of the 
dielectric constant and of the conductivity of different mediums.

Для решения поставленной задачи будем исходить из основной системы ура
внений Максвелла:

rotF=- ^Ш
с M

(1)

где H, E, о, e, p и с соответственно напряженности магнитного и электрического 
поля, проводимость, диэлектрическая постоянная, магнитная проницаемость и электро
динамическая постоянная.

Уславливаясь заранее, что зависимость от времени векторов поля взята в форме

- « /(0 ' 
E = Ee

j UJ t
H = tte

(2)

т. e., что мы изучаем только гармонические колебания, перепишем уравнение (1) 
в виде:

причем H и E от времени уже не зависят.
В дальнейшем мы ограничимся случаем бесконечно-проводящего провода.

2 Научно технический сборник, № 13. 17

(3)

Научно-технический сборник ЛЭИС, 1936, №13, стр.17-24.
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При интегрировании системы уравнений (3) будем пользоваться цилиндрической 
системой координат, причем положим сразу :1

Ег = Е^ = Нг = Нг = 0. (4a)

Тогда, пользуясь формулами для составляющих ротора в цилиндрических коорди
натах, получим из (3)

Vr

(4)

Последние два уравнения показывают, что напряженности поля от угла ср не 
зависят; впрочем это явствует уже из самой симметрии задачи (фиг. 1).

Для нахождения напряженности
магнитного поля H^ продиференцируем 
первое уравнение системы (4) по z и 
подставим туда вместо производной 
dEf
d^- ее значение *из третьего уравне

ния; тогда найдем:

или, вводя обозначение

(5a)

и учитывая второе из уравнений (4), 
получим для определения H^ следую
щие два уравнения:

&H,, 
dz-
д 
дг

(5)
^K2H^=Q

(rHJ=Q

Полный интеграл первого из этих уравнений равен, как известно,

Для определения 
второе уравнение (5):

w,=A(r)^+A(^ *’•

вида функций Д и /2 подставим полученное 

^^е/иг))+^УЛ^(г/2(г))=о.

выражение во

Последнее возможно только в случае выполнения следующих равенств:

/1 (r) = V- и /, (r) = “,

где А и В — произвольные постоянные.

1 В законности такого предположения убедимся в конце настоящей статьи, ибо если
при этих предположениях мы получим решение, удовлетворяющее граничным условиям, то на
основании теоремы однозначности это решение будет единственным.
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82



Подставляя только что найденные значения /2 и /2 в выражения для H^ получим:

„ A Jkz в -jkz 
гі = — e Ч---------- e® r 1 r

1 Условия на поверхности провода удовлетворяются автоматически.

Для нахождения E используем первое уравнение (4). Действительно, подставляя 
туда H^ из (6), найдем:

Л jkz D ~^Z

г? p<o Ae — Be ,~
Er = ~ck ---------- Г---------- ■ <6

Формулы (6) и (7) вместе с (4a) дают возможность определить электромаг
нитное поле нашей задачи. В самом деле, снабжая все величины, относящиеся к воз
духу и земле, соответственно индексами 1 и 2, получим для векторов электромагнит
ного поля в воздухе:

В земле:

Aj ^iZ.Bi -jkj. 
r ^ r е?>

(8*)

г _ р.2ш Atfi^2 ~В2е ik*z 
ѣг2 — ~^ r

Hrt=^ = Er. = ^=0
(82)

Поле же внутри бесконечно-проводящегопровода, как известно, равно нулю.
Для определения произвольных постоянных AA, А2, Вг и В2, входящих в наши 

формулы, следует использовать так называемые граничные условия на бесконечности 
и на границе раздела двух различных сред (в нашем случае земля—воздух.)1

Выберем у корня k = ^k2 [Л2 определяется формулой (5а)] тот знак, при 
котором действит'ельная часть jk больше нуля (Re(jk)^O). Тогда, полагая, что 
источник энергии включен в верхний конец провода (z = ^- oo), необходимо при
равнять постоянную В2, входящую в формулу (82), нулю, ибо в противном случае 
поле в точке z =— oo обратится в бесконечность. Постоянные Aj и В2 в уравне- 
яиях (81) остаются конечными, так как в виду наличия затухания7?е(/#1)>0ампли- 
туда векторов поля в точке z = ^-oo должна быть бесконечной, для того чтобы 
достигнуть конечных областей пространства.

Учитывая все вышесказанное, перепишем уравнения (81 )и (82), положив в них 
В2 = 0:

yy — _dl gjk'2 I ^1 p~j^z
?1 Г ~Т~ r

(91) 
F Н» А^г-Вхе~^г
сп ckx r

(92)

Условия на границе земля воздух (z = 0) сводятся к непрерывности тангенци
альных составляющих векторов поля:

H^=Hf

Еп ~ Егг
при z = 0

2* 19
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Отсюда, пользуясь предыдущими формулами для Ег и H^, получим два уравне
ния для определения постоянных:

A, + B, = A.

A,-By =
P-2*1

H*2
д2.

Решая их относительно Ах и Blt найдем

(10)

Постоянная Л2, как и следовало ожидать, осталась пока не определенной, ибо 
определимона зависит от характера источника энергии; однако мы ее впоследствии 

через полный ток в сечении провода z = 0.
Так как поле внутри бесконечно-проводящего провода отсутствует, 

вательно ток в нем течет только по поверхности, причем поверхностная 
его i связана с тангенциальной составляющей напряженности магнитного 
у поверхности, известной из электродинамики формулой:

то следо- 
плотность 
поля H

?

(И)

где n — единичный вектор, совпадающий с направлением 
к поверхности провода, и а — радиус последнего.

Из рассмотрения этой формулы следует, что 
тока i параллелен оси г, а по величине равен:

положительной нормали

вектор поверхностной плотности

Пользуясь уравнениями (91) и (92) для H и 
получим для плотности тока в надземной части провода:

учитывая формулы (10),

2a
(12)

В подземной части провода:

(12a)

Для получения полного 
щие выражения помножить на

тока Ii и /2, текущего по проводу, следует предыду- 
2ка

A=^l('+^F'+('-^k'''1
4=^дУ*’г (13)

Входящая в эти уравнения постоянная Д2 может быть определена через ток 70 
в сечении z — 0, как в этом нетрудно убедиться при помощи следующей формулы:

:__ с ы
L ~ 471 п?(г = а).

^92 и

вытекающей из (13).

2Ѳ

(101)
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Собирая вместе все полученные нами формулы (91), (92), (10) (101) и (13) для 
напряженностей электромагнитного поля и тока в проводе, получим для верхнего 
полупространства:

^=4K'+^KM'-7sk'''1 
K*+^h*-i1-^)^!

Н’й^І \ Jb^ i /0 / * V^\ \ p-ibJ-
V&) ^2 11 ^/

En !*lM 4
(14)

Для нижнего полупространства:
H^ = 2k е’^

cr

E  2р9щ A) Jk.7.
r2~ c"k2 r е

/2 = /0^М

(15)

Формулы (14) и (15) дают полное решение поставленной задачи, причем, как 
это видно из предыдущего, справедливое не только для воздуха и земли, но и для 
любых двух сред с произвольными параметрами s, о и p..

Определени e д и э л ектр и ч e с к о й по сто я н н о й и п p о в о д и м о ст и 
п о ч в ы 1

Используем изложенную теорию для строгого вывода формул, необходимых.при 
определении постоянных почвы e и а по методу, предложенному проф. Татарино
вым. 2

Для этого займемся исследованием распределения тока в воздушной части про
вода.

Положив предварительно для воздуха

01 = ° и Н=еі=1>

получим для ki [см. формулу (5а)] следующее простое выражение:
, ш 2n
^ = -= ^- = m.,

где Xi — длина волны в воздухе.
Считая' что для земли рі2=1, перепишем последнюю формулу (14) в следую

щем виде:

^)e-'"' (16)

(16*)

'.=4HxF'441
Вводя обычные в таких случаях обозначения

4H4M »4(i-
легко интерпретировать выражение (16) как сумму падающей и отраженной волны 
€ комплексными амплитудами Іе и Іг.

Заменяя ^]т^ По формуле Эйлера, получим для (16) особо простое выра
жение

A = /o(coszniz+ y^-sin miZ^,

гю форме своей сходное с уравнением для тока, получающимся в обычной теории 
линий без потерь с комплексной нагрузкой на конце.

(17)

1 Последующие рассуждения годятся также для любой другой среды с p = 1.
2 См. Журнал технической физики № 6, 1935.
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K =

Коэфициент бегущей волны провода К определяется из простой формулы:

i4i-l/J
I4! + IM ’

которая, учитывая введенные обозначения (161), дает:

1 Выражение для постоянной комплексной величины I* мы здесь не выписываем, так
как в дальнейшем она не фигурирует.

д. __ I ^2 + т\ ■ — I &2 — m1 I ^ 1
I ^2 + тХ ! Н“ I ^2 — m\ I

Обозначая действительную и мнимую части k2 буквами а2 и b2 {k2 = a2^-jb^ 
получим после несложных преобразований окончательную формулу для коэфициента 
бегущей волны надземного провода: 1

4a22 ^i2

(18)(а22 + ^22 + ^іа)2 
4a22 mj2_____

(«23 + ^22 + Wl2)2

Уравнение (17) в том виде, в каком оно написано, не совсем удобно для иссле
дования распределения тока вдоль провода, ибо k2 — величина комплексная. Поэтому 
постараемся преобразовать формулу (17) так, чтобы в выражение, стоящее в скобках, 
мнимость неявно не входила.

Для выполнения сказанного сделаем замену переменного z в формуле (17):

Z=ZQ^-Z^ (19)

что равносильно переносу начала координат вдоль оси z на 
мую уравнением: ,

. o 2tfZi&.,tg 2/Пі zQ =------- “-------

величину zbi определяе-

а2 + ьг — т\

Тогда, как в этом нетрудно убедиться, уравнение (17) 
примет вид:1

(20)

c новой координатой z*

7j = /§• (cos m1z1 + jK sin m^j), 

где К дается формулой (18).
Переходя в уравнении (21) к модулю, получим закон 

тока вдоль провода:

(21)

распределения амплитуд

откуда видно, что пучности тока находятся в точках, определяемых уравнением: 

или, переходя к старым координатам,
sin mx (z — г0) = 0.

Таким образом ближайшая к поверхности раздела (земля — воздух) пучность 
находится в точке z = z09 определяемой формулой (20).

Рассматривая выражения (18) и (20) как систему двух уравнений относительно 
неизвестных а2 и Ь2, определим последние через К и г0, после чего не представляет 
никакого труда, пользуясь соотношениями

k2 = а2 “Н j&z
и

,2 e2u)2—/4zff2a>
^=~------- ~2--------- ’
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найти проводимость а2 и диэлектрическую постоянную е2 земли. Величины К и z0 
находятся из опыта непосредственными измерениями в надземной части провода. 1

1 Все подробности относительно установки для нахождения e и а, а также метод измере
ния К и zQ можно найти в цитированной выше статье проф. В. Татаринова.

2 При выборе знака в формуле (25) следует руководствоваться тем, чтобы tg f/2 был. 
отрицательным, ибо только при этом угол ср будет лежать в четвертой четверти и следова
тельно Е<2-И а2<опРеДеляемые формулой (26), окажутся положительными.

Произведем вычисление а2 и е2 по приведенной выше схеме. Для этого введем 
ряд обозначений, сокращающих дальнейшее изложение:

k\ = ?e^ (22a)

tg 2m^o = D (226)

/ЧттгН <22”>
где на основании предыдущего величины D и В можно считать известными из опыта. 
Тогда в новых обозначениях (226) и (22в) формулы (18) и (20) напишутся так:

D _ 2д2^і
a’+^+w?

n _ 26omj
Ы Л2 i д2 ^2

a2 I ^2 — ^1

(23)

Выразим, пользуясь равенством (22a), величины а2 и b2 через p и ср. Для этого 
приравняем в равенстве

^2 — ^2 “ЬУ^г = ^P е? !

вещественные и мнимые части, откуда получим:

a2 = Vp^cos ?/2 1
Ь2 = ^ p sin <p/2 J

ПоЙставляя эти значения а2 и bt в (23):

д_ 2w,y/p"cosy/2 
pH-mJ

n_ 2«і V? sin jtf2
U 2о — т\

(24)

решим полученные уравнения относительно p и ср. Опуская элементарные преобразо
вания, найдем: 2

___  m'f(&-&+2) _j/ mJ(D2-B* + 2)2
Р — D* + & ^“ V (О’ + В2)2

D P — «і
‘^=B^f

i 
Ші

(25)

Последние равенства дают возможность последовательно найти p и ср.
Для того чгобы окончательно решить нашу задачу, остается определить е2 и а2 

через p и ср при помощи равенства

hz ^-j4wty) ^
Ъ —-----------2----------= Pe ,

-23
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(26)

откуда, после несложных вычислений, получается:

$2 = P, COS о 
«?

ср
а2 =-----r1— Sin Ср- Ьт.тх *

Для сравнения полученных нами результатов с формулами проф. Татаринова 
рассмотрим выражение для тока, найденное им, исходя из обычных телеграфных урав
нений:

Л = /ft (cos m^z^-j-- sin m^z ) ,

где _____

'=^[/Ф+'/Ар]
fs, = Va2^eL a2 = ^-a2^

(27i)

’ (27*)

Сопоставляя последнее уравнение с уравнением (17), убедимся, что они отлича
ются только тем, что в (17) вместо — стоит ^-.

’ k ' w ki
Остановимся несколько подробнее на рассмотрении величины ~ . Для этого Ло 

выразим k% = a2 4~ jb2 через е2 и з2 ПРИ помощи равенства

^ = (a,+y6,)=_^=-^L.

Решая последнее относительно а2 и Ь2, найдем

^ = ^-[ — £2+ Ѵ'4 + 4]

al = ^- [ S2 ^- V e. 4- а2 ] •

Знаки у корней выбраны так, чтобы al и Ь2 были положительны. Отсюда, учи
тывая, что Re (jk2)^>Q, получим для а2 и Ь2 следующие выражения:

b2 = — Оті yf ̂ ^

Д2 = + ОТ1 У^2^*3’

откуда находим
т1 — ml _ 1 I ЛГ^+62 J ;1Д-£2 I— —
^2 Л2+Л2 ^2 Lr 2 ^VJy 2 J ^'

Таким образом доказано, что наше уравнение (17) тождественно с (271), полу
ченным проф. Татариновым, и следовательно все выводы, сделанные из них, должны 
совпадать.
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J. N. Feld Я. H, Фельд

ТЕЛЕГРАФНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП

TELEGRAPH EQUATIOttS AND THE .VARIATION PRNCIPLE*

Содержание
В настоящей статье дан вывод телеграфных уравнений припомощивариационного 

принципа, аналогичного принципу Гамильтона в аналитической механике.

Summary
This paper gives the deduction of telegraph equations by means of the .variation

principle**, which is analogical to the principle of Hamilton in analytical mechanics.

Основные уравнения механики, уравнения Лагранжа, могут быть выражены 
в чрезвычайно сжатой инвариантной форме при помощи так называемого вариацион
ного принципа Гамильтона.

В свое время Максвелл, пользуясь внешним сходством между уравнениями дви- 
женіія механики и электрического тока, обобщил принцип Гамильтона и вывел из 
него уравнения квазистационарных процессов в цепях с сосредоточенными постоян
ными.

Мы попытаемся в настоящей статье получить основные уравнения линий с рас
пределенными постоянными из соответствующего вариационного принципа.

Для сокращения дальнейшего изложения введем обозначения:

r-f%-u-. "=№<*■■

*\ X1

'-w4^+^44 (1)

1 )* (л,0—вспомогательжая функция, назначение которой выяснится в дальнейшем.

Xt

I=T-^ + Qj

тде i н и — ток и напряжение в сечении линии, находящемся на расстоянии x от 
начала, л} и х2— координаты начала и конца линии, a L, с, r и g—соответственно 
самоиндукция, емкость, сопротивление и проводимость утечки, отнесенные к погон
ной единице длины линии. Причем, следуя Максвеллу, будем трактовать магнитную 
энергию T как кинетическую, энергию электрического поля U — как потенциальную, 
а Q — как тепловую. Продолжая аналогию, можно назвать величину L, no примеру 
аналитической механики, функцией Лагранжа. Пользуясь введенными выше обозна
чениями, представим искомый вариационный принцип в следующем виде:

s/Jl+p (x, f)^+^+gupxj Л»0, (2)

т. e. наш принцип требует; чтобы интеграл, стоящий в левой части, имел ста
ционарное значение. При варьировании величины i (л, 0, и (x, t) и k (л, t) рас
сматриваются как независимые \ причем в качестве функций сравнения допускаются
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все функшп, имеющие кусочно непрерывные 
дующим начальным и граничным условиям:

i(x, ^)=A(x): 
i(x, ti)=fi(xy,

производные и удовлетворяющие сле-

и
i(xlt о = Фі(О; 
i(x2. o=M3;

где f, F, ф и <р — заданные функции,

^Ui. 0=?i6f); 

u (Хг, t) — <р2 (0»

(3).

(<)

где /, г9 ф и <р — заданные функции, причем ввиду сурествующих соотношений 
между током и напряжением они, вообще говоря, не могут быть заданы произвольно.

Для удобства варьирования выражения (2) введем новые две функции e и gf 
определяемыбравенствами *:

* = W; w==dF* (5^

Тогда, пользуясь формулами (1), йайдем
8Z = 87—Stf+8Q;

ar=f LiMdx = у* a ^ dx-,

X1 »1

oU — J cubudx — J* cu-^dx;

*i *1
Жі

8Q — — J* (ribe^-gubq)dx.

X1

Подставляя все это в выражение (2) и производя варьирование остальных чле
нов, получим
и «і
и »

*1 ХХ -
*—?- rt8e_guS?+a ("+^+^) +xfe .^«H 

+^) dxdt— 0. (6)

Наконец, производя в предыдущем выражении интегрирование по частям и 
учитывая условия (3) и (4), перепишем уравнение (6) в виде:

/1 Xt

/1 XI

«к (~да m, ЛіЛкк 
^)Ье-\С^-^~^д(^-Сдр)^-

^- 4" с ~ +ffij 8XI dxdt — 0.

Отсюда на основании известной леммы вариационного исчисления следует

,^J_ri М_о£л+"“л^ — °’
4“-^-^l+^Jo’

й+4“+^=°-

(7)

1 Причем, на освовавни предыдущего, фуякпив e н q можно рассматривать при 
варьировании, как независимые» а вариации Ъе и Zq обращающимися в вуль на гравнцах 
прямоугольника t = t^ ж = хъ і~іь л = х2.
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^~ TlLFJiM4AM<HiJ ПСроИА ADJA КЫраЛБЛНП \в/ BUliUMViaivnonjw ^/j»n>u^n<v /ч \хѵ, vjr 
получим уравнение

ф-‘Н='£+‘И (8>

которое после обозначения выражения, стоящего в квадратных скобках, буквой z 
перейдет в следующее:

cTt = £z’ (8')

5 Курраят и Гильберт. Методы математической физики, стр. 224.

где

(9)

Решая это уравнение относительно z, найдем

*/ 
z = A(x)e'

Здесь A (x) — произвольная функция от x Так как в нашем случае z (см. 
формулу 9) должно оставаться конечным с возрастанием t, то единственным воз
можным решением (8') является решение, при котором A (x) тождественно равно 
нулю, и, следовательно,

(10)

Это уравнение вместе с последним уравнением (7) дает искомые телеграфные
уравнения:

d/ j ди i пйГ'с<й+3“ = °-

ди ді , . _ (11)
di " *5/ + " = 0-

Для того, чтобы раскрыть физический смысл форм^ды (2), заметим, что, поль
зуясь основным принципом вариационного исчисления \ можно свести нашу вариа
ционную задачу к следующей.

Определить функции i и и (ток и напряжение), доставляющие стационарное 
значение интегралу

/2 

fLdt, 
ti

при условии, что функции эти удовлетворяют условиям (3) и (4) и соотношению:
д£
дх (12)

Из новой постановки задачи ясно, что наш принцип (формула 2) есть обычный 
принцип Гамильтона, к которому, ввиду зависимости варьируемых функций i и и, 
добавлено уравнение связи (12).

На основании сказанного становится очевидным роль функции k (x, t)9 фигури
рующей в формуле (2), которая является неопределенным множителем Лагранжа.

Электротехнический Институт Связи.
г. Ленинград 5
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Я. H. Фельд

ОДНОТАКТНЫЕ И ДВУХТАКТНЫЕ ВОЛНЫ ВДОЛЬ ДВУХПРОВОДНОЙ 
ЛИНИИ

ONE-PHASE AND TWO-PHASE WAVES ALONG A TWO-WIRE LINE

С о д e p ж а н и e

В настоящей статье дана строгая теория двухпроводной линии бесконечно-боль
шой проводимости. Получены интегралы уравнений Максвелла, учитывающие двух
тактные (Gegentakewelle) и однотактные (Gleichtaktwelle) волны, что дало возможность 
найти общие формулы для напряженностей электромагнитного поля, токов и волнового 
сопротивления. Найденные результаты применены к изучению несимметричной линии, 
линии окруженной двумя различными средами и линии с нагрузкой на конце.

S u ш m a r у

The author gives the theory of a two-wire line of infinitely high conductivity. 
Integrals of the equations of Maxwell are found, by fheans of frhich two-phase waves 
(Gegentaktwellen) andone-phase waves (Gleichtakftvellen) may be taken into considera
tion. This allows to deduce generalyzcd formulae for the field-potentials, currents and 
characteristic impedance. The obtained results may be applied to the study of an asym
metrical line surrounded by two different mediums, and also of a line loaded at its end.

Введение

В экспериментальной радиотехнике уже сравнительно давно известно явление, 
заключающееся в неодинаковости распределения напряжения и тока на разных про
водах двухпроводной*линии (так называемые скосы в линиях). Исследования Roosen- 
stein’a показали, что это явление возникает в результате наложения однотактной 
волны (Gleichtaktwelle), на обычную двухтактную (Gegentaktwelle). Причем одно
тактная волна появляется вследствие несимметрии самой линии или генератора, воз
буждающего ее (линию). В последнее время А. А. Пистолькорсомх) разработан метод, 
дающий возможность учесть наличие однотактной волны; исходя из телеграфных 
уравнений.

В настоящей статье мы постараемся дать строгую теорию однотактных и двух
тактных волн в двухпроводной линии бесконечной проводимости, пользуясь основными 
уравнениями Максвелла. Это позволит изучить также электромагнитное поле вокруг 
проводов, чего не дают телеграфные уравнения, не говоря уже о их нестрогости.

Преобразование координат

Рассмотрим бесконечно-длинную линию, состоящую из двух цилиндрических про
водов радиуса г0, расположенных параллельно оси z (см. фиг. 1). Ограничившись 
изучением бескокечно-проводящих линий, мы будем в дальнейшем удельную проводи
мость проводов u полагать равной бесконечности. Решение поставленной задачи полу
чим, проще всего, введением особой системы координат p, Ѳ и z (так называемой 
биполярной), координатные поверхности которой имеют форму цилиндров (p = const,

0 Работа А. А. П и с т о л ь к о p с а напечатана в 16 и 17номерах Научно-Технического 
<борянка ЛЭИС.
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G=«const) и плоскостей (z = const). К новым координатам мы перейдем npj 
помощи конформного преобразования плоскости z = const, которую будеі 
рассматривать, как плоскость комплексного переменного $ — x 4~ jy, на нлос 
кость переменного W = pe^.

Фиг. 1

I
I

J.

z

о

i
i

I

_i_ X

t

I 
^

—гi—т н

1

Совершая это преобразование при помощи дробий 
линейной функции1).

^=i^=H0 (i

мы переведем плоскость g в плоскость W, при этом кр^ 
гам, получившимся от пересечения проводов с плоскостью^ 
(фиг. 2) будут соответствовать в плоскости W, концен 
трические круги радиусов рх и р2 (фиг. 3). Обозначая ра<

WW

Фиг. 2

стояние между осями проводов через 2Z и пользуясь формулой (1), а также получац 
щейся из нее

6 = a ^>“Ч(Ю (Ц

легко установить соответствие между наиболее характерными точками обеих плоскс| 
стей (см, фиг. 2 и 3), иллюстрируемое при помощи таблицы:

f 00 0
—a I

__________ /
а 51 5г 5з

—
*4

W I

I

~

I

-1 oo 0 ^i *2 ^3 ^4

Пять величин r0> 2Z, a, pi, р2 связаны между собой следующими, очевидными q 
рисунков, равенствами:

£ 1 + Pi а
2 ’ 1 — P1 2

. ^?і
1 + рі’

а 1 ~~ Ра__^ 1 + Р>
2 ‘ 1 + P, 2 ’ 1 — p2 ’

-£< = 2r0+ а
1 — p. 
г г ' — а
1 + Pi

(I

из которых следует, что рх < 1, р2> 1.

*) Подробное изучение конформного преобразования, производимого этой функций
можно найти в следующих книгах: Мусхелишвили .Некоторые задачи теории упрУ'
гости", стр. 179.

Смирнов .Kypc высшей математики" т. Ш, стр. 329, а также в любом руководстве
по конформным преобразованиям.

22

93



Считая г0 и 21 заданными и решая уравнение (2) относительно p,, о, и а, полу- 
чям после элементарных выкладок:

p = ^ 1+Г»—Ѵ і—ъ 
Vi + rt + Vl-r0 

a — ^ * + Га + У~ l~rt 
Ѵ'Г^-ѴТ=  ̂

а’ = (/4"Г0) (Z—re).

1) Ортогональность вновь введенной координатной системы следует из того, что tap и Ь
представляют действительную и мнимую части аналитической функции In W.

(3)

Введенные нами величины 
помощй равенства (1)

p и Ѳ, связанные с декартовыми координатами x, у при

pe>« =s=^(x4-jj)
рассматривать, как новые криволинейные ортогональные1)естественно в дальнейшем 

координаты в комплексной плоскости $, или, что тоже самое, в плоскости z=consL 
Значениям Ѳ = const (радиусы в плоскости W] будут соответствовать на плоскости $ 
окружности проходящие через точки % = a и £ 
центрические круги в плоскости fl7) окружности 
ортогональные к окружностям проходящим через 
точки 5 = л и $ » — а, одна из них опреде
ляемая параметром p = 1 вырождается в ось 
игрек. Из предыдущего очевидно, что координат
ные поверхности p = рх и p = р2 совпадают 
с боковыми поверхностями наших проводов. 
В новой системе координат p, Ѳ, z элемент 
длины будет иметь вид:

ds1 — Ар8 d? + Ae1 d6* + dz*. (4)

Величины Ар и Аѳ можно определить исходя из 
равенства (la), действительно

d^ = y{(W}dW

переходя в этом уравнении к модулю и учитывая, что

dW = d (pe^) = ^ (df + /pd6)

найдем:

|4йІ«в|Ѵ(Ѵ)М^І’
яли

dx* H- dy2 — i Э|' (W)!2 (dp2 4- ра de*)

нз сравнения с (4) непосредственно вытекает:

^=Н(ЮІ; л,-и’(Ю!р. W

где n'(U^)j найдется путем диференцирования формулы (la) с последующим пере
ходом к модулю. Опуская выкладки приведем окончательный результат:

hW)i = 2a
1 _^. рз — 2p cos 0 * (6)
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Интегрирование уравнений Максвелла
Электромагнитное поле нашей задачи найдется из интегрирования уравнений] 

Максвелла, при определенных условиях на поверхности проводов. Для случая гармо< 
нических колебаний, когда зависимость векторов поля от времени взята в виде gA* 
эти уравнения могут быть написаны в комплексной форме:

Qf = rotAT I 
DH = rotf. J

Здесь:

Q __ 4*3 +ЛС . £) = _ • ^H
^ с 9 = ' с

H—напряженность магнитного поля,
E — я электрического поля,
з—удельная проводимость,
c — диэлектрическая постоянная,
p — магнитная приницаемость,
о) —угловая частота,
с — электродинамическая постоянная.

В дальнейшем нам удобнее будет перейти от векторной формы (7) к уравне
ниям, написанным в биполярной системе координат p, Ѳ, z. Для этого используем 
формулы векторного анализа, дающие составляющие ротора в криволинейных коор
динатах. Кроме этого, учитывая бесконечную проводимость нашей линии, положим 
составляющие векторов поля по оси z равными нулю

&z — Ъ — 0* (8)

В законности такого предположения мы убедимся, по получении решения, 
удовлетворяющего всем условиям задачи, на основании теоремы однозначности.

Все вышесказанное дает возможность переписать уравнения (7) в следующем 
эквивалентном виде:

Q£. = 4J>"'>

Qf.-j^(W

Л[£(«Л>-я(‘-",)] = о

■ > ’ ' ' <9)
zw,-^(WM

Dtt=i^-(4,f.)

І[>'а’~Д<4'£’>]-°’

где £р, HPt £$ и Нь— составляющие напряженностей поля в биполярных коор
динатах.
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Так как Лр и h& 
дожно представить еще

не зависят от z (см. форм. 5), то предыдущие уравнения 
проще:

№ = -£•

~(m^^hfHt)=o

DHf
дЕь (9a)

дг

о/*=£

Третьему и шестому из этих уравнений удовлетворим, положив:

А,Я9=^;

. c дЕ пьс^ £6 ;
(10)

а произвольными пока функциями Ф и F распорядимся так, чтобы удовлетворить 
оставшимся четырем уравнениям (9a). Исключая из первого и пятого равенств (9a) 
составляющую поля 2*р (или Hq) получим уравнение для Нѳ (или 2?р), аналогично 
этому из второго и четвертого найдем уравнения для Н? и E%.

^+*‘««-о I

здесь

д2Е, 
dz*

<*w? 
dz^
д«Е6
д&

i~ k2E.. = 0

J-^p = O

^№ = 0.

# = QD = <о2ер, — /4xffmy.
С*

(11)

(12)

И наконец подставив в (11) вместо Нц, Ep, H* и Ец их значения из (10) получим 
ряд равенств, определяющих функции Ф и F:

£[£+**Н
^ + ^1 = 0
JHff+^l=0
а[а?+*И=0-
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Из этих уравнений следует, что выражения, стоящие в квадратных скобках завис^ 
только от переменной z.

д*Ф 
dz1 &Ф = ъ(г)

(Ц

^+^~?2(z).

Общие интегралы неоднородных линейных уравнений (13) можно написать, ка| 
известно, так:

ф = а (p,0) e*z + ₽ (р,Ѳ) e-** + ttj (z)

F = 7 (p,6) e^^d (р,Ѳ) e-* + ti. (z), (14

где а, p, 7 и d произвольные функции от p и Ѳ, a иг и u2 частные интегралы неодн$ 
родных уравнений (13) нарочито выбранные независящими от p и Ѳ.

Пользуясь равенствами (14) и (10) можно найти составляющие напряженности 
электромагнитного поля с точностью до произвольных функций a, p, 7 и d:

w*,=^+^-'"

*,й_*е«+"е-л- (II

Для нахождения функций a, p, 7 и d применим следующий метод: заменим в первоі 
и чегвертом из основных равенств (9a), составляющие векторов поля по формулам (Ц

о г^,«+^-/Я=-^Г^-^-'Я
лр[«*р h^ J 4м Л j

Полученные два выражения должны тождественно удовлетворяться для любых значенвІ 
переменных р,Ѳ и z, а это возможно лишь при выполнении четырех равенств: 

Q d^  jk да _ 
Лр dp h^ <Ю ’

Q dd_jk_ сф . 
лр д? — л, эе;

D da=_Jk dj 
Л, <*Р _ ло <Я

D W_jk. dd 
Лр д? Лв дѲ ’

(Hj

которые будем рассматривать, как уравнения определяющие искомые функций. ИсключЮ 
из первых двух а, а из последних p получим диференциальные уравнения для 7 иІ

д (n ду}Л- 1 д’т — ОМр ^J+r^-0

J. ( ^_J_i ды n 
dp V dp/"r p дѴ

при этом учтено, что на основании формул (5) и (12)

Ло = рЛ, и QD = Л’.

(17)
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Найдя из уравнений (17) 7 и d не представляеттрудавыразить через них при помощи 
равенств (16) функции а, £ и их производные:

да__ __ Qp ду .
56 jk 5p ’

5p _ Qp <М .
дЦ jk Эр 9

да__ Jk ді
Зр Dp 50

Эр__jk dd
dp Dp 56 ’

(18)

Таким образом составляющие Нц, Eq и т. д. (см. форм. 15) могут быть определены 
через у и d.

л««- = >[-^;,'+г>-'"1 

■*•'■'■-5Ьй г;"+'1'_“| 

*,£>_йеЛ+",-».

*) Так как параметр p, равный p, и р2 определяет поверхности бесконечно-проводящих 
проводов.

*,£,= *еда+"е-л

(19>

Окончательное определение поля упирается (как видно из формул (19), в нахождение 
функций у и d. Уравнения (17), которым удовлетворяют эти функции, представляют 
известные уравнения Лапласа, написанные в полярных координатах p и Ѳ плоскости W. 
Так как уравнение Лапласа инвариантно, относительно конформных преобразований, 
то у и d будут также гармоническими функциями переменных x и у. Но одних этих 
данных недостаточно для полного определения их. Однако, недостающие сведения 
о функциях 7 и d легко получить, исходя из граничных условий, которым должны 
удовлетворять вектора поля на границе раздела двух сред.

В нашем случае эти условия напишутся так1):

H =£ѳ = 0 при p = pp р2, (20)

а отсюда, учитывая формулы (19) найдем так называемые граничные условия, нёоб- 
ходимые для определения гармонических функций 7 и rf:

5т dd л
da = To = 0 при P = ?J’ ₽’

или интегрируя по Ѳ:

Ѳ = const 1
1 при p = Pi, p2. (20a)

d = const J

Функции 7 и d, как нетрудно сообразить, играют роль скалярного потенциала 
Поэтому, если мы хотим ограничиться двухтактной волной в линии, то к условиям 
на поверхности проводов (20a) необходимо прибавить требование регулярности наших 
функций во всем внешнем к проводам пространстве включая бесконечно-удаленную 
точку или переходя к комплексной плоскости W, эти требования должны выполняться 
внутри кольца ограниченного окружностями радиуса р2 и р2. В настоящей статье мы 
поставим задачу общее и постараемся найти решение, учитывающее так-же наличие 
однотактной волны. Для этого нужно несколько ослабить требования, предъявляемые 
к 7 и d, а именно, кроме условий (2Qa) следует ограничиться непрерывностью и одно
значностью этих функций во всем внешнем пространстве (соответственно внутри 
кольца плоскости ѴГ),допуская в бесконечно-удаленной точке (соответ. JF=1)
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логарифмическую особенность. На основании сказанного, искомые функции должц^
иметь вид:

7(p,0) = Aflnr4-G(p,5)| ,
d (p,0) = N ln r4- q (p.(,), ) (21)

где M и N произвольные пока постоянные, r=\W—1| расстояние от точк^ 
W=1 до переменной точки наблюдения R7, a G и q — гармонические функцц| 
регулярные всюду внутри кольца. Причем на основании (20a)

T(Pi.S) = G! т(Р2.Ѳ) = с3 1
d(P!,0) = r,: rffr,.e) = ^,i (21,І

гп £*» ^а> г< — постоянные. 
Займемся сначала функцией у.

Задача нахождения j может быть разбита на две; из которых одна заключаете* 
в определении гармонической функции ^i (p,0), имеющей внутри кольца в точке 
U7 = 1 логарифмическую особенность вида M 1п r и обращающейся на контур* 
кольца (p = pj, р2) в нуль, а вторая в нахождении гармонической функции ^2(р»в) 
регулярной всюду внутри кольца и удовлетворяющей на контуре его следующим 
условиям:

І2 (Pi, ѳ) = Ci, ъ (р2, Ѳ) = с2. (22)

Тогда искомая функция 7 (р,Ѳ) выразится, как сумма двух предыдущих:

і(р,ѳ) = Ті(р>Ѳ) + ъ(Р>°)- (23)

Функция 7i(p,6) известна в математике под названием функции Грина для кольца и 
может быть определена равенством:

Ti(p,6) = Af • 1п|/(Г)|, (24|

здесь f(W)—аналитическая функция без особых точек внутри кольца, имеющад 
там один простой нуль в точке W = 1 и модуль, которой равен на контуре колыф 
единице.

Так как в нашем случае произведение внутреннего и внешнего радиусов кольвд 
равно единице р} • p2 = 1 (см. форм. 3), то можно воспользоваться выражением дл| 
/(JF), имеющимся у P. Куранта1). После чего получим mutatis mutandis:

1) См. К у p а н т и Г и л ь б e p т, «Методы математической физики* изд. II, стр. 364.
2) См. А.Гурвиц «Теория аналитических и эллиптических функций* стр. 259.

61 (т?) и Ѳѳ (Z7) соответственно первая и нулевая тэта функции, определяемые быстрйі 
сходящимися рядами: 2)

6j (v) = 2q1^ sin кѵ — 2q*l* sin Зтш ^- 2^2б/4 sin 5~ѵ------p... |
Ѳ0 (^) = 1 — 2q cos 2кѵ ^- 2^4 cos 4ку — 2^9 cos 6к^ ^------ ... j

где 
^ = р/<1.

Вторая вспомогательная функция Тз(р»®) очевидно равна
(Г2(р^) = ^^ПР~І~^0і (27^

постоянные А и CQ входящие в эту формулу определятся при помощи (22).
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Равенства (23), (24), (25) и (27) окончательно решают задачу нахождения 7<р,в):

7(рЛ) = ЛПп|^|+Д1пр + С0,

функция rf(p,6) на основании предыдущего может отличаться от (28) только постоян
ными, поэтому для нее напишем выражение:

rf(Pb6) = jVlnl^l + Blnp+C. (28a)

/
Полученные формулы (28), (28a) и (19) дают возможность определить электромагнит
ное поле нашей задачи в самом общем виде:

*=АЯе (w - '^j') t - ^'"+-Ѵе ~ ^ -"’” 
а -^-, * ^ -^) [ ^+"‘"'“J=& 
^=A"(S"^) [Ate*+№-"]+

^[Aelkl +Be-’**] = E?> +E?-

(29>

Первые и последние члены этих равенств, обозначенные соответственно буквами H^,. 
ffl) и JY<2), E& характеризуют (как вэтом не трудно убедиться на основании 
сказанного на странице (27)) поля однотактной и двухтактной волны. То, что поле 
одной из них имеет четыре составляющие, а другой—две,объясняется специальным 
выбором кроволинейных координат. Следует отметить, что при выводе формул (29} 
мы пользовались следующими тождествами:

1 Іп leifr)|- 1 Pr(WV VW\
<И |0о(о)І_2ккеЧ(іг) %(v)J *

Применим формулы (29) для нахождения напряжения U между проводами (последнее 
возможно, так как в плоскости z = const полё имеет потенциальный характер). Для 
этого подсчитаем циркуляцию вектора напряи^нности электрического поля по отрезку 
координатной линии 0 = const между точкамичр=р2 и р = р5:

E ^kfdp+J E ^h,dp = Um + U&\ 

Pl

последние два интеграла дают напряжения, обусловленные соответственно наличием 
однотактной и двухтактной волны. Рассмотрим их в отдельности, учтя последнее 
равенство (29)
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или производя замену переменной интегрирования p на v по второй формуле (25)$

р»
Lr(,)=pMe'te+M?~jAl]//n f j ~ (ln £) dv

?=Р1

Ц™=[Ме j**+ Ne -jkJ] • Re j ~ (ln ^) dv = [Ме '*'’+ Ne -ik‘] ln | Jj-1

P"P1

p-pt

= tt
p=*i

так как ~ равен единице на контуре кольца (p = рр р9) в плоскости W. 
I °o I

Аналогично берется и второй интеграл:

pi м
Uw— J £l%dp = [4eik' + Be_jV!] J у,

Pl Pl
a отсюда;

t^-^e,te4-Be-jfo] ln -£• .

Как и следовало ожидать, напряжение между проводами вызывается исключительно 
двухтактной волной

и = U<2) = (ДеікІ + Be ~і+г) ln J|. (30)

Займемся еще определением поверхностной плотности тока i на проводах. Из 
теории электромагнитного поля известна формула:

(31)

имеющая место на поверхности бескочечно-проводящего тела. В этой формуле n 
обозначает единичный вектор, совпадающий с нормалью к поверхности, a Hi 
составляющая H касательная к той-же поверхности. Приведенная формула дает воз
можность после подстановки в нее значения Нь из (29) найти плотность тока на 

проводе, определяемом координатой p = р2 2)

J) За положительное направление тока принято направление возрастания z.

(32)

*-»-яД* К-’ЙС-^+^-'Н-і-пДС- Ae**’4-Be-'“]|P-ft
Найдем также полный ток / протекающий по проводу. Для этого возьмем интеграл 
от плотности тока по окружности провода p = pf

2n

/?-Р1 = I i^A(jdO

0

2e

'-.-^-[-^“■+^-'“jJ^Cv’-S^+n.T [-^“'+
0

+ Be-^]po = ^LPl4-42L?I.
0
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рассмотрим подробнее первый интеграл:

/ta(s7-’t)A = '"/ (s?-‘f)d* -'”J»(lnsi)d9' 

0 о о
заменяя переменную интегрирования 0 на v по формуле (25), помня при этом, что 
p s= p2 = const, получкм:

0i Выражение, стоящее в правой части равно приращению аргумента функции^1, при 
*o 

обходе по окружности p = р2 в плоскости W, помноженному на 2~. Пользуясь 
теорией тэта функции нетрудно показать, что это приращение аргумента равняется — к, 
таким образом искомый интеграл равен:

2к
J*Im (|j-—y</8 = — 2K« при p = p,.

0

Полученный результат дает возможность написать формулу для тока:

ц-> -zS[-^te+^,*,]+^[“^,b+Be,**]e^L^+^-«-(33)

Точно так же из (31), учитывая изменение направления возрастания координаты b 
(см. фиг. 2), найдем поверхностную плотность тока на втором проводе р = р2

+ *(25 
P==91

i--=.A'"(sf-^ [-№’"+№-“-] + 

+ ^[-  ̂+ ^“J|P-P»

а затем и полный ток:
Зх 

4=pt= J* ip=pi hftdfi = 4-рі Ч~ 4Д>*

/Р=м = 4г [- Meiht + Ne~ikz ] +^ [~ Ae*’ + в‘~jhI].

при этом мы пользовались равенством:

2x

J/m^----- g^) йѲ = 2тс2 при р = р2

(32a)

(33a)

Несимметричные линии

До сих пор мы изучали исключительно симметричные линии. Наличие в них
однотактной волны объясняется, как мы уже отметили в введении, несимметрией
источников питания. Однако, не представляет труда обобщить изложенную теорию
на случай наличия несимметрии в самой линии. Пусть несимметрия заключается
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в неравенстве радиусов проводов, обозначаемых буквами г\ и г2. Тогда изменений 
в наших рассуждениях будуг заключаться в следующем: вместо формулы (1), соверЗ 
шающей конформное преобразование плоскости < на плоскость W введем *

*) См. К у p а н т, loc. clt.

W=b ; — а
;-^л’ da^

где b действительная постоянная, выбранная так, чтобы произведение радиусой 
окружностей кольца pj и р2 равнялось единице. Ввиду иной преобразующей функ^ 
ции (la), точке ^ = ообудет соответствовать теперь в плоскости W точка W=b 
(а не W = 1, как раньше), что вызывает необходимость заменить равенство (25), 
определяющее функцию/(И7), новым:1)

_ 2jng/(U7)= «<'"’ 8i(v-a)
60 (V H- a)

W=eiirv, b = e>2*\
(25aj

Схема всех выкладок после этого останется без изменения.
Так как несимметрия линии не выносит ничего принципиально нового, то мы не 

будем приводить всех вычислений для этого случая и в дальнейшем ограничимся 
изучением симметричных линий.

Бесконечно длинная линия
Для изучения электромагнитных волн, распространяющихся вдоль бесконечно 

длинной двухпроводной линии, можно использовать полученные нами общие реше
ния (29). Положим для определенности, что волна движется сверху вниз, т. e. в на
правлении отрицательных зетов и выберем у корня k = ^k*  определяемого форму
лой (12), тот знак, при котором действительная часть jk больше нуля. Тогда, учи
тывая направление движения волны, следует в равенствах (29) отбросить члены, 
множители которых равны е~* кг9 т. e. положить N = В = 0, при этом поле будет 
иметь вид:

™* Im
2xkh^

A' W
V 0i(tO

_ «»' (t') А . gihiijQA iltt ft(l) I ft(2)
M0; ^ **»  ’ ^ 0

н? =
kM Re(££>_meite.^

0o («)/ рj2nDh^ k 9i.(v)

Eo =£* е / 0j' (v)
\ 0i (v)

JV(v)\ejA»=ri*>-0o(v)7^ Ct
_ м т~
~" 2тсЛ^

( о/ (v)
\ «1 (V)

_ 0,' (v) ',
W

•e^+r^=^1’^-^”
1 ty и r

Аналогично 
перепишутся

этому ф°РмУлы (30), (32), (33), (32a) и (33a) 
так:

для напряжения и тока

U= и^=А\п-е^г,

^ - ^•*  (£ - £) ■ ^+Ж ^ -;?- -+4-"
1,-п - $£ e>- + W e»- = /Д „ + /«L „
. — cQM J f 0f V\ ejkz _L CQA еЦг — f0)
/p=62 —J^khi im ^61 Ѳо) e I i 4nkhfje — Ч =

CQM e\kz__ jcQA gjkz — га) i /2)
j4k в 2k e _/Р“?»ѴуР = Р»

при p = Pi

при p = p2
_j_y(2)

pi i *? = pa

/b*ps

(35)
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03 третьей и пятой формул, между прочим, видно, что токи однотактной волны 
^правлены в обоих проводах в одну и ту же сторону, а токи двухтактной в про- 
тй>оположные.

Входящие в наши равенства постоянные M и А зависят ог генератора, питающего 
линию1 *) и при желании могут быть найдены через полный ток, заданный в каком 
вибудь сечении проводов. Формулы (35) дают также возможность определить величину 
волнового сопротивления pW для двухтактной волны. Действительно, благодаря отсут
ствию отраженной волны имеем очень простую формулу, определяющую p^ 3)

J) В нашем случае следует считать, что генератор включен в точках z = oo.
*) Не путать с координатой p.

3 Научв^техѵнч. ctopMx. M JK.

На практике нас чаще всего интересует случай, когда окружающая 
воздух, для которого s а» p == 1 и 9 ® 0. При этом (36) перепишется

лннию среда, 
так:

Переходя в этой формуле от абсолютных единиц к практическим, окончательно 
долучим:

1201n
у<+го4-//_>'\
Vl+ro~Vl-rJ ом. (37)

Равенства (35) дают также возможность построить кривые распределения плотности 
тока по окружности провода. На фиг. 4 это сделано для плотности тока двухтакт
ной волны.

Смешанные волны в линни

Смешанные волны возникают в том случае, когда в линии имеет место отражение. 
Последнее вызывается как неоднородностью самой линии, так и неоднородностью 
окружающей среды.
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Проще всего получить смешанные волны, рассмотрев конечную или полубеск^ 
нечную линию с нагрузкой на конце.х) Однако при строгом решении такой задачу 
мы сталкиваемся с почти непреодолимыми, в настоящий момент, математическим^ 
трудностями. Поэтому применим несколько иной метод, заключающийся в изученин 
бесконечно длинной линии, погруженной на своем протяжении в две среды с различ*  
ными электрическими параметрами, причем так, что плоскость раздела этих срц 
перпендикулярна к осям проводов (см. фиг. 5). Предполагая, как и раньше, чт# 
источник энергии включен в точках z = сю, получим в верхнем полупространств^ 
смешанную волну, возникшую в результате интерференции падающей и отраженно# 
от границы раздела (z = 0) бегущих волн. В нижнем полупространстве будет оче» 
видна одна падающая волна. Снабжая все величины, относящиеся к нижнему полу^ 
пространству индексами n, получим на основании сказанного и равенств (29) сле*  
дующие формулы для электромагнитного поля,в нижней среде1):

*) Нагрузка в этом случае не должна равняться волновому сопротивлению.
а) Строгое обоснование э;их формул см в статье автора: Сб. № 13.
а) Условия на поверхности проводов и на бесконечности удовлетворяются при любых 

постоянных.

в*** 4. jQnAn Jknz
kJ*  e

rr___ ^nAfn
^f"-J2nD^

V\ Jhnt
'U° 7 e

(38)

Поле верхней среды будет определяться общими равенствами (29). Входящие в наши 
формулы (29) и (38) постоянные Л1, N, А, В, Мп и Ая найдутся из граничных1 
условий на поверхности раздела (z = 0) наших двух сред: •)

Н^ЕЕІп 

H^H^ 

Ец — Eon 

Ef = Ег„

при z =» 0.

Подставляя сюда значения составляющих поля из (29) и (38) найдем ряд тождеств:

Q____ /„А' Ѳо’\ г М < АП I Q r Л ! D1_ t^М^~к)'‘-"+^+-Д[-л+*1=
= І^  ̂Іт (^ — У) + ^^•я^ \ві %J' knhh 

я&Л<-£) b>H4^-JM^(£-£) 
^Л<_£)[Л1+м^М£_^ 

wM^'w) [Л^М+^~^Л<-£) + £.Л9 ~ 2пЛ9

которые должны удовлетворяться при любых значениях p и 0.

34
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Ня основании сказанного (39) можно переписагь так:

(_M+^I = -^M, 

(-4 + ^)^ = -^A

yM4-N = Mn 
Л + Б = ЛЯ.

решая эти уравнения относительно Af, N, А и В, имеед:

(40)

Постоянные Мп и Ая, как и следовало ожидать, остались неопределенными, так как 
рни зависят от источника энергии. Подставляя полученные значения (40) в равен
ства (29) и (38), будем иметь,окончательные выражения для поля в верхней и ниж
ней средах. Однако, мы не будем выписывать этих формул и остановимся несколько 
подробней только на выражениях для тока, текущего в верхних частях проводов. 
Для этого напишем равенства (33) и (33a), заменив в них постоянные Af, N, А 
и В прн помощи (40) 

ГАОл 
lA*Q

cos kz -]- j sin k

h^ = -^ (лл + ^) [^ cos kz +j sin kz] (41)

йі и kn находятся по формулам (7aJ и (12), параметры, входящие в них, относятся 
в этом случае к нижней среде.

Анализируя полученные формулы (41), можно сделать следующие выводы.
В верхней части проводов имеется смешанная волна, причем кривые распреде

ления тока в обоих проводах подобны и никаких скосов нет. Наличие однотактной 
волны сказывается только на различности масштабов кривых. Этот результат чрезвы
чайно важен, так как дает возможность обобщить полученные нами результаты (loc. 
Ht) по строгому обоснованию метода измерения электрических параметров различ
ных сред, *) на случай двухпроводных линий с однотактной волной.

Линия с нагрузкой на конце

Применить нашу теорию непосредственно к линиям с нагрузкой мы не в состоя
нии, что было отмечено выше, поэтому нам придется пойти несколько окольным 
путем. Влияние нагрузочного сопротивления на электрические процессы в линии 
однозначно определяется комплексным коэфициентом отражения. Если же в линии 
имеются двухтактные и однотактные волны, то таких коэфициентов отражения должно 
быть два, ибо очевидно, что условия отражения от заданной нагрузки для обоих 
типов волн будут различны. Так, например, для линии, нагруженной сопротивлением, 
Равным волновому (для двухтактной), коэфициситы отражения будут соответственно

3* 35

1) Метод этот предложен проф. Татариновым.
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равны нулю и единице. Исходя иэ этих соображений, попытаемся заменить полубеЯ 
конечную линию с нагрузкой на конце (фиг. 6) бесконечной линией, у которой ниф 
няя часть окружена другой средой (фиг. 5). Параметры этой среды должны 6y^ 
выбраны так, чтобы ее влияние на верхнюю часть проводов было эквивалентно

Верхняя 
среда

e,ju.e

^^ 

Нижняя $ 
средо ^ 

£п,Ро><$

жй

фиг. 5

в электрическом отношении, влиянию нагрузки ^ 
полубесконечную линию. Такая замена возможц 
только в том случае, если в линии имеется вод^ 
одного типа, тогда осгается только подобрать ни^ 
нюю среду с коэфициентом отражения, равнц 
коэфициенту отражения от сопротивления нагруз^ 
Так как нас интересует общий случай, коцц 
в линии (фиг. 6) имеются волны обоих типй 
то при переходе к эквивалентной схеме (фиг.| 
мы будем рассматривать две
различных нижних среды, из 
которых одна эквивалентна на
грузке для однотактной волны, 
а другая для двухтактной. 
Согласно этому нужно опре
делять поля однотактных и 
двухтактных волн в отдель
ности, пользуясь при этом 
различными эквивалентными 
нижними средами. Обозначая 
все величины, относящиеся к 
этим двум эквивалентным сре
дам буквами Пі и л2, получим 
на основании предыдущего 
формулы для тока в линии 
с нагрузкой:

i 
■ 
i 
i 
i 
i 
i 
i 
i 
i 
i 
i 
i 
i
i 
i 
i 
i 
i
i

i

Фиг. 6

В

^

0 X

В
^

Ш% 
v%%t

'™-^{ 7(лЙ_?^)СМ*г+У^~т)5іп*г } 

'>-» --1£ {$ (A &+% 3») cos kz +J (A + £) sin kz }

A и M постоянные, зависящие от генератора, возбуждающего линию. Из формул (49M 
следует, что кривые распределения тока в проводах сдвинуты одна относителыМ 
другой и максимумы их не равны по величине.

Для численных расчетов по формулам, куда входят тэта функции, следуШ 
пользоваться рядами (26), в которых, ввиду их быстрой сходимости, можно ограмфІ 
читься одним — двумя членами.

Ленинград Л.Э.И.С.
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Я. H. Фельд

ТЕОРИЯ ФИДЕРОВ С ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ ЭКРАНАМИ

С о де p ж а н и e
В статье дана общая теория двухпроводного и однопроводного фидера, поме

щенных в прямоугольный экран.
При условиц бесконечной проводимости фидера и экрана выведены общие 

формулы для определёния электромагнитного поля внутри экрана, токов и зарядов. 
И, наконец, что является самым важным для практики, получены расчетные фор
мулы волновых сопротивлений как для двухпроводного, так и однопроводного 
фидера с прямоугольным экраном.

Общая теория

При рассмотрении различных вопросов, связанных с длинными линиями, обыЧно 
пользуются так называемыми телеграфными уравнениями. Эти уравнения дают возмож
ность с достаточной для практики точностью найти распределение токов, зарядов и 
напряжений в линии, совершенно не интересуясь при этом расчетом электромагнит
ного поля, окружающего линию.

Однако было бы неверно думать, что телеграфные управления совершенно не 
связаны с полем.

В действительности они очень тесно связаны с ним при помощи параметров 
линии Lx Cx Rlt ибо последние определяются в основном распределением электромаг
нитного поля.

Таким образом для того чтобы написать телеграфные уравнения, необходимо 
прежде всего рассчитать электромагнитное поле.

Из сказанного очевидно, что использование телеграфных уравнений имеет смысл 
только в тех случаях, когда заранее известны параметры Lt C\ Rt (т. e, известно 
поле).

Поэтому для нашей задачи изучения фидеров, помещенных впрямоугольныйэкран, 
естественнее всего исходить из уравнений Максвелла, определяющих электромагнитное 
поле.

Условимся в дальнейшем считать проводимость экрана и самих линий бесконеч
ной. Это даст нам возможность положить составляющие векторов поля, параллельные 
осям проводов, равными нулю. Введем декартову систему координат сосью z, парал
лельной проводам.

Основные уравнения Максвелла в этом случае, учитывая гармоническую зависи
мость QT времени, напишутся так:

Ъч ь z7 дНУa) k,E*=_^

b) k E — -Нх
”’ Wy— дг

ч дЯѵ дНх

d) A,H, = -^

e) к,Н,= '^

о ^_“%о
дх ду

(1)

при этом Et = Hz = 0.
Постоянные &, и k2, входящие в уравнения (1), очень просто связаны с диэлек

трической проницаемостью e, магнитнрй проницаемостью p. и удельной проводимостью а

61

Электросвязь, 1938, №4, стр.61-71.
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среды, находящейся между проводами и экраном:
k zz **0 +/^ . £ _ __ j _^н. _ тіѵи л-ушс А _ . шИ
і~ с ’ ^--/-,

с = 3-1010 cm/sec. (Г)
Займемся интегрированием системы (1).
Уравнение (1/) удовлетворим, введя функцию <р, играющую роль скалярного 

потенциала:
E - - ^- E --^ Г21

х ~ дх • У~ ду ■ W

При этом равенства (ld) и (le) будут служить для определения магнитного 
поля через потенциал:

Оставшиеся три уравнения (la, lb, lc) используем для определения потенциала <р. 
Подставляя в них значение E и H из формул (2) и (3), найдем:

J^_ + _^?_=0 
dx*dz ^ dy*dz ’ >

(4a)

где
A1 = AiA,. (1")

Три уравнения (4a) будут удовлетворены, если <р подчинить следующим двум 
равенствам:

g + ^ = 0.

(4b)
d2y (^p _0 
дха т дуЯ — v.

Решая первое из них, напишем общий интеграл его в виде:

(5(

здесь фх и ^2 — произвольные пока функции, которые мы определим, исходя из вто
рого уравнения (4&).

Действительно, подставив туда ^ из (5), найдем, что срх и <р2 являются гармо
ническими функциями х9 у:

д2?і 1 ^2?i _ л 
дХ2 ^ ay2 “ ѵ>

d2?2 I d^2 _ n 
dx2 ^ dy2 — u<

(6)

Для однозначного решения уравнений (6) следует задать еще граничные условия 
для функций <рь ^2 на поверхности проводников, а также на бесконечности, если 
пространство, для которого определяются искомые функции, простирается на беско
нечность.

Эти условия получаются непосредственно из рассмотрения известных из элект
родинамики требований о непрерывности тангенциальных составляющих векторов поля 
на границе раздела двух сред.

В нашем случае ввиду бесконечной проводимости экрана и фидера и, следова
тельно, наличия поверхностных токов условия на поверхности проводников напишутся 
так:

£т =z0, (7a)

(7b)
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£- и Hz—тангенциальные составляющие напряженностей поля, a i—плотности 
поверхностного тока. Уравнение (7b), очевидно, можно рассматривать как определяю* 
щее ток i, равенство же (7a) эквивалентно следующему[см. формулы(2)р

— ^- = 0 на поверхности проводников

(т направление касательной к проводникам, лежащей в плоскости z — const).
Из написанного следует, что (f-const на поверхностях проводников при задан

ном z и, значит, на основании формулы (5):

<Pj = const 
Ф2 — const

Уравнения (6) и условия (8) полностью определяют функции <ft и <р2.
Следует отметить, что изложенное справедливо для любых систем параллельных 

проводников при бесконечной проводимости последних.

I на поверхности проводников. (8)

Двухпроводный фидер с прямоугольным экраном

Применим полученные в предыдущем разделе результаты к изучению двухпро
водного экранированного фидера. Для этого введем следующие обозначения: r — радиус 
проводов, d — расстояние между осями проводов, а и b — размеры внутреннегосече-
ния экрана.

Наружные размеры нас не интересуют, так как экран — бесконечно проводящий 
(рис. 1).

Для определения электромагнитного поля внутри экрана следует на основании 
вышеизложенной теории найти две гармонические вну
три экрана функции ^ и ^2, принимающие на поверх
ностях проводников и на внутренней поверхности экрана 
постоянные значения.

К сожалению, строгое решение этой 
вычайно сложно, так как оно сводится к 
преобразованию трехсвязной области.

Поэтому для упрощения задачи мы

задачи чрез- 
конформному

при нахожде
нии функций срх ср2 заменим реальные провода линейными 
проводами, совпадающими с осями реальных проводов. 
При этом ^! и ср2 определятся как гармонические внутри 
экрана функции, имеющие на осях проводов логарифми
ческие особенности1 и обращающиеся на внутренней 
поверхности экрана в нуль 2.

1 Настоящее утверждение вытекает из рассмотрения теоремы Гаусса, которая в нашем 
случае имеет вид:

2 Последнее условие ничуть не уменьшает общности задачи.

Такие функции легко построить, воспользовавшись 
физики функцией Гринаизвестной из математической

для прямоугольника.
Действительно, функция

угольника функция, имеющая

= j^(x— $)2 + СУ — Ч)2] в точке (q, 7)) и обращающаяся в нуль на контуре.

Грина определяется как гармоническая внутри прямо

там единственную особенность типа — ~— ln r 2n
ч 

k =

Здесь слева стоит интеграл, взятый по контуру, охватывающему линейный проводник, 
n—направление внешней нормали к контуру интегрирования и Q—линейная плотность заряда 
на проводнике.

Так как это равенство остается справедливым при сколь угодно малом контуре, ох
ватывающем линейный проводник, то, как легко сообразить, функция <р должна иметь на 

2Q.
оси проводника особенность типа — — ln r.
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В математике доказывается (см. Курант и Гильберт, «Методы матемМтическоЙ 
физики».., изд. 2, стр. 364), что функция Грина равна

OO OO

G(x, y^ ^) = u<£ 2

m=l л=1

(9)m% . n2
d2"^a2

С другой стороны, искомые функции q^ и у2 имеют такого же типа особенно
сти и так же обращаются в нуль на контуре экрана.

Поэтому они могут быть выражены при помощи суперпозиций двух функций 
Грина:

'^(x,y) = A,G(x,y, q,,7h) + ^O(Ay^, чА 1 (10)
?2 (*, У) = 5j G (x, у, $р T1,.) + 5., G (x,y; 5,, .q,), /

где первая из них G(x, j/;^ *fr) имеет особенность в точке (;u qJ, совпадающей 
с осью первого провода, а вторая G (x, у; $2,rh) в точке G?> Ч2Х совпадающей с осью 
второго провода.

Определенные, таким образом, функции ^ и <?2 мы используем для нахожде
ния электромагнитного поля внутри экрана. Очевидно, в виду конечности радиусов 
проводов условия (8) для cpp ср2 будут выполнены только приближенно, так ках по
следние построены для линейных (бесконечно тонких) провддов. Однако если радиус 
проводов мал по сравнению с расстоянием между ними и размерами экрана, то по
грешность при этом будет незначительна. Формулы (10)дают возможность при помо
щи равенств (5), (3) и (2) определить электромагнитное поле внутри экрана. Поле 
же внутри проводов и в самой толще экрана, очевидно, равно нулю вследствие бес
конечной проводимости последних.

Введем для сокращения записи обозначения:

(П)

(12)
1

} (13)

)

Найдем еще линейную плотность заряда Q на первом и втором проводе (т. e. 
заряд, приходящийся на единицу длины провода).

Функция Грина Gx имеет на оси первого провода особенность вида—^ГпГр 

Точно такую же особенность имеет функция О2 на оси второго провода. ф
Следовательно (см. формулу 12), потенциал © имеет на оси первого провода 

особенность вида:

— ^Н;*Л1пГ1_2л e"'**inr,,

а на оси второго провода (z^ и г2 отсчитываются соответственно от осей первого и 
второго провода):

-Ae^lnrj_^e-*»tart.
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С другой стороны (см. примечание 1 на стр. 63), потенциал 9 должен иметь на
осях проводов особенности типа:

и

Из сравнения четырех вышенаписанных выражений сразу получаем:

Q.='^'+^-'*--,

О = — е^г 4- -—а e~^
Х2 4тс 1 * 4rc

8 При этом учтено, что за положительное направление тока / взято направление отри
цательной оси z.

Б Элвктросвяаь M 4

(14)

Для нахождения токов Д и І2, текущих по проводам, используем известный за
кон «сохранения электричества*:

divJ =-Й-

Здесь j—вектор плотности тока, a p — объемная плотность заряда.
В применении к нашему случаю его можно переписать так: 3

дІ • n-ai=-/“Q 
или

/ — j a) f Q dz.

Подставляя сюда выражение для Q из формул (14) и производя интегрирова
ние, найдем:

Т — ®Ldl pjkz _ g(0 g1 p-jkz
1 4к k 4n k

Іп = ^Ѣе^_^ )кг (15)
4rc k 4л k

Пользуясь формулой (7 b), можно таю .е определить распределение токов 
и зарядов на внутренней поверхности экрана, но мы на этом не будем останавли
ваться.

Постоянные Аѵ Д2, B^ В2, входящие во все наши предыдущие формулы, за
висят от граничных условий на обоих концах линии, или, другими словами, от око
нечных устройств, включенных в линию. Обычно мы привыкли в теории линий иметь 
дело с двумя постоянными. Наличие в нашем случае четырех постояннных объясняет
ся общностью постановки задачи, учитывающей как несимметрию самой линии, так 
и несимметрию оконечных устройств.

В дальнейшем мы убедимся, что в случае строго симметричной системы число 
постоянных, подлежащих определению, сведется к двум, а в случае чисто бегущей 
волны к одному.

Бегущие волны в фидере

Ограничимся рассмотрением чисто бегущих волн в фидере. Прежде всего выбе
рем у корня k= ^kxk2 [см. формулу (l")J тот знак, при котором ^е(/£)>0,тог- 
да для получения чисто бегущей волны, движущейся в сторону отрицательных z, сле-
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дует положить в формулах (12), (13), (14) и (15) Вг = В2 = 0, после чего получим:

(16)

формул для E и H мы не будем выписывать.
Из равенств (16) непосредственно видно, что в фидере имеются двухтактные и 

однотактные волны, т. e. система несимметрична. Вводя две новые постоянные A' и А"
при помощи равенств:

А^А'+А", (17)
А2 — А' — А",

сделаем наличие однотактной и двухтактной волны явным

<? = A'(G, + G,)e** + A" (G, - G2) е»‘,

^ eA' ib? . sA" ib^ 1

(18a)

. (18b)

)

Первыечленыформул (18b) относятся к однотактной волне,авторыекдвухтакт- 
ной. Определим еще напряжение между проводами 6712, оно, очевидно, равно раз
ности потенциалов двухтактной волны:

U12 — ^1 ?2

или, пользуясь равенством (18a):

ц2 = И' (GU) + G<‘>) + A"(G^ - G0>] e^- [Л' (G<p + G<*>) +

+ A"(G(2)-G(2))J^4 (19)

Здесь G(b, Gjb есть значение функций Грина On G2 на поверхности первого про
вода, a G^p G^Ha поверхности второго.

Из формулы (19), междуг.рочим, следует, чтовобщем случае несимметричной 
системы, несмотря на отсутствие двухтактной волны напряжения, возможно наличие 
обеих волн тока, и наоборот.

Действительно, отсутствие двухтактной волны напряжения равносильно равен
ству:

G12 = 0,

но это равенство может существовать при А’фО и A"/0 [см. формулу (19)], от
куда на основании формул (18b) следует справедливость вышесказанного.

В случае симметрии самого экранированного фидера формула для напряже
ния (19) может быть значительно упрощена. Для этого используем вытекающие из 
определения функции Грина (в случае симметрии фидера) равенства:

G(/)=O^ G(2)=G(n
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пОСле чего выражение (19) перепишетСя:

Ц2 = 2Д" (G(4 — G<2>) eikz. (19a)

4Курант и Гильберт, Методы математической физики, изд. 2. стр. 362.
5 А. Гурвиц, Теория аналитических и эллиптических функций.стр. 259.
е |т i = 1— для однопроводного экранированного фидера (рис. 2).

Так как в фидере имеет место чисто бегущая волна, то волновое сопротивле
ние для двухтактной волны равно:

- _^ _ = ^"(^-G^)^2
P ~~ Л (двух) I“d2. e^kz

4nk
сокращая найдем:

p = ^(G(O-G(2)). (20)

Если среда,заполняющая пространство между экраномипроводами,имеет J = 0, 
s=^=l, то в практических единицах формула для p напишется так:

p =240^ (GU)- G(2))2. (20a)

Численные расчеты функции Грина и расчетная формула 
для волнового сопротивления

Для того чтобы практически пользоваться всеми выведенными ранее формулами, 
необходимоуметь вычислять функцию Грина G при различных значениях аргументов. Фор- 
мула(9),выражающая функцию G в виде двойногоряда,мало подходит дляэтойцели 
из-за сравнительно медленной сходимости последнего. Более удобным для наших целей 
является известное представление функции Грина через а—функции Вейерштрасса4, 
построенные для периодов, равных Oj = 2rz, w2 = J2b:

О (x, у; S, 7]) =
І a(w — ф)а(^+ф) І 
! a (w — ф) а (w + ф) I ’

(21)

w-%4-y^,
Ф = &+Л
Ф = В-/1.

Вычисление а — функций, входящих в правую часть (21), проще всего про
вести, использовав известную из теории эллиптических функций формулу5:

a(tt) = ^,^/'"*^(v)j ^ = 2fl,^ = ^,7fo = c4r)J- (22)

Функция d, фигурирующая в равенстве (22), имеет очень быстро сходящийся ряд 
Фурье, его мы и используем для наших расчетов:

1 9 25

$х (v) = 2h 4 sin wu — 2h 4 sin Зте 4“ 2Л 4 sin 5w----- 1— •

(* = e'".' = ^=V^ <23>

Так каквеличиный иаопределяютразмеры внутреннего сечения экрана (рис. 1) 
иотношениеих |т| не меньше единицы6, то h не больше0,05(вслучаедвухпроводного 
экранированного фидера h ^ 0,0025).

Малая величина h дает возможность при вычислении ряда (23) ограничиться
первым членом ряда:

j_
&! (г») = 2h 4 sln nv. (23a)
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После этих замечаний перейдем к выводурасчётной формулы длЯ функЦии Грй-
на G.

Введем сокращающее запись обозначение выражения, стоящего под знаком модуля 
в формуле (21):

f_ g(^-^)q(w + ^) ^4)
a (w — 40’ (w + I)

Подставляя в (24) вместо а — функций их значение из (22), найдем:

f =
-(w-tyy -(w+ф)2 

е^і е«>і

?0 (w _ яГ)2 ^ (W + cfja 
еШ1 еШ1

или [см. формулу (23а)]:

(25)

В дальнейшем нам придется применять формулу (25) только для случая, когда 
абсциссы точки наблюдения w и источника ф равны между собой, т. e.

при этом получим:
/8 — 5ч 

uh 

f = e

x = E,

1~>tg2irKtgh^rCy~H)

1 -/‘g^^ghJO'-^
(25a)

Переходя к модулю функции /, заметим, чтоввиду вещественности величин юп 
й, т|0 также вещественна (см. А. Гурвиц, стр. 277, формула (5), причем в обозначе
ниях Гурвица индекс нуль у т)0 опущен) и, следовательно:

|/=1/  ̂ctg8-^+ctghs^-Cy + q) (26)

т c‘g2 ^7 H- c‘g1,2 ^ & - ч)

Отсюда получим расчетную формулу для функции Грина:

о (X, у, E, ч) = “і In ctg*^E4-ctgh*^-(j+n)

2те те
c'g2 ^E + c‘g112 шу (у - 4)

>
(27)

при X = S.
Применим полученный результат к расчету волнового сопротивления [формула 

(20а)]. Для этого необходимо подсчитать значение функции Gt (т. e. функции Грина, 
у которой источник находится в точке с координатами g = $х; т| = 4i) в ДВУХ местах:

1) на поверхности первого провода, например, в точке с координатами х = $п
J = 1. + G

2) на поверхности второго провода или на оси его (x = Ej, J*-4i4"^ ЧТ0
практически одной тоже, так как г<^^^^р

Пользуясь формулой (27), найдем:

1 tgh Ъп (2*h 4” HG(1? = G Gv ^i + r-, ЕиЪ) = ± ln-------------—■— (28а)

‘gh^-r
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и

i tgho77^ G™ = G &, Чі + d; $,,40 =£ln------^- , (28b)

*Sh2?d 
при этом учтено (рис. 1), что:

®і = 2a, ^ - у , 2^ Ц- d = b.

Равенства (28a), (28b) дают возможность написать окончательную расчетную фор
мулу для волнового сопротивления симметричного двухпроводного фидера, помещен
ного в прямоугольный экран:

P = 120 ln

или так как r<s^2^:

tgh^ (2^i + r)-tgh^d 

tgh^r-tgh ^b
а, (29)

(30)

Значение входящих в формулу параметров a, b, r, d и r^ очевидно на рис. 1, 
причем независимыми являются только первые четыре, так как: 

b-d
4i ~ 2 *

Для проверки правильности выведенной формулы (30) попробуем получить из 
нее путем перехода к пределу известную формулу волнового сопротивления двухпро
водного неэкранированного фидера.

Будем стремить в равенстве (30) а и b к бесконечности, не меняя значений r и d. 
Пользуясь разложением, для гиперболического тангенса:

легко найти, что:

ь ->о 
a -* 0

tgh 
llm — = 1 и llm

a ^ 0

l^h2a d =£ 
rc Г 

‘^h2ar

откуда непосредственно видно, что в случае бесконечного увеличения размеров экрана 
формула (30) переходит в:

p=1201n*G,

чем лишний раз подтверждается правильность формулы (30).
Проделаем для примера расчет волнового сопротивления по формуле (30). Га< 

как при нормальной работе фидера напряжение между проводами вдвое больше на
пряжения между проводом и экраном, то наиболее рациональными размерами фидер
ного устройства будут те, при которых:

b — 2a — 2d,

формула (30) при этом условии перепишется:
tgh2^

p=120 ln-------------- ^—. (31)
tgh п tgh 2^ r
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Положив, например, 2r=0,5 cm, 2a=10 cm, получим:

P ^ 2822.

Для удобства пользования формулой (31) дадим краткую таблицу гиперболичес
ких тангенсов.

X tghx x tghx

0,00 0,0000 0,16 0,1586
0,01 0,0100 17 1684
02 0200 18 1781
03 0300 19 1877
04 0400 20 1974
05 0500 21 2070
06 0599 22 2165
07 0699 23 2260
08 0798 24 2355
09 0898 25 2449
10 0997 26 2543
11 1096 27 2636
12 1194 28 2729
13 1293 29 2821
14 1391 30 2913
15 1489 31 3004

tgh^ = O,917O, 

tgh к = 0,9962.

Однопроводный фидер в прямоугольном экране

Предыдущая теория может быть без всяких изменений распространена на случай 
однопроводного фидера, помещенного в прямоугольный (точнее квадратный) экран 
(рис. 2). При этом электромагнитное поле внутри экрана определяется теми же фор
мулами (2), (3). Однако потенциальная функция <р> входящая в эти формулы, должна 
быть несколько изменена.

Действительно, в случае однопроводного фидера потенциальная функция ^ имеет 
внутри экрана только одну логарифмическую особенность на оси единственного про
вода. В остальном эта функция подчинена тем же условиям, что и прежде, и потому 
имеет вид:

ср = G (x, у; 5, т|) [Aejkz + Be “3kz], (32)

здесь А и В — постоянные, а £ и 7] ~ координаты оси провода.
Линейная плотность заряда и ток, текущий по проводу, определяются и в этом 

случае равенствами, аналогичными формулами' (14), (15):

c=s^+^-
(33)

Напряжение ^10 между проводом и экраном, очевидно, равно значению потен
циальной функции ср на поверхности провода, например, в точке с координатами x = £, 
У = Ч + Г (рис. 2):

(710 = G (£, 4+r, 5, ч) [Ae^ + Be ~ ^]. (34)

Ограничившись, как и в случае двухпроводного фидера, чисто бегущей волной,
получим:

^io = o(M+^MMf?/ftz,

/ = ^ГА^2’ <35)
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И, наконец, волновое сопротивление однопроводного экранированного фидера най
дется из формулы:

^о = ^0
г / е<0 ’

или в практических единицах для воздуха:

p= 120 rcG9.

Для численныхрасчетовфункции биспользуемформулу(28а),помня, что5 = ^:

1 f£h £ <2т> + г)
O = O(M + nG,4)=iln^^------ .

{^Гаг

Если учесть, что в нашем случае (рис. 2) a = b, q = % = ^- и г<^2^, то по

лучим окончательную расчетную формулу для волнового сопротивления однопроводного 
экранированного фидера:

. яtghn-
p = 601n--------Q. (36)

‘ghfZ
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T. 8 Журнал экспериментальной и теоретической физики Вып. 6

.1938

О ТЕОРЕМЕ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА 
ДЛЯ ВЫНУЖДЕННЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ

Я- H. Фельд

В настоящей статье дано общее доказательство теоремы единственности ре
шений уравнений Максвелла для гармонических вынужденных колебаний в случае 
поглощающих сред.

1. Введение

Из электродинамики хорошо известно, *) что уравнения Максвелла:

при определенных начальных и граничных условиях допускают одно един
ственное решение. В написанных уравнениях векторы Е0 и Н0 обозначают 
напряженности электрического и магнитного полей, Е^тр — напряженность 
сторонних электродвижущих сил, а о, e, рь, с—соответственноудельнуюпро- 
водимость, диэлектрическую постоянную, магнитную проницаемость и элек
тродинамическую постоянную. Однако в случае вынужденных гармонических 
колебаний указанная теорема почти ничего не дает,* 2) так как при этом 
из уравнений Максвелла время исключается, и о начальных условиях не 
приходится говорить. Насколько нам известно, для этого случая теорема 
„единственности* в общем виде не доказана, и ее обычно доказывают для 
каждой данной частной задачи.3)

x) T а м м, Основы теории электричества, т. II, стр. 211.
2) Франк и МизеЬ, Дифференциальные интегральные уравнения математи

ческой физики, статья Зоммерфельда, стр. 811.
3) Введенский, Основы теории распространения радиоволн, стр. 97.

Уравнения Максвелла для гармонических колебаний, когда зависи
мость от времени взята в форме:

E0 = Ее*»*, H0 = HeX, E"p = Естре>* (1)

(H, E и Естр — комплексные векторы, не зависящие от времени), имеют 
вид:

rot E = —j ^ Н;
J с ’

(2)

к ним следует прибавить еще условия, характеризующие поведение векторов 
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О теореме единственности решений уравнений Максвелла 755

поля на поверхностях разрыва непрерывности, каковыми являются, напри
мер, гранииы раздела двух сред:4 5)

4) К уравнениям (2) и (3) обычно добавляются еще два уравнения и два 
условия, определяющие поведение нормальных составляющих векторов поля на по
верхности раздела; однако №ы их не выписываем, так как они получаются как 
следствие уравнений (2) и (3). Это между прочим подтвердится тем, что мы про
ведем доказательство теоремы „единственности" без их учета.

5) Доказательство не изменится, если обе среды считать бесконечными.
6) См. Абрагам-Беккер, Теория электричества, стр. 201.

^ta = ^tP Hta = Hti. (3)

Здесь Etay Hta и Eti, Hti — тангенциальные составляющие напряженностей 
поля, взятые на разных сторонах поверхности раздела.

Прежде чем заняться формулировкой и доказательством теоремы 
„единственности" для вынужденных гармонических колебаний, докажем 
вспомогательную лемму.

2. Доказательство леммы

Пусть бесконечное пространство, для которого ищется решение 
уравнений Максвелла, состоит из нескольких, вообше говоря неоднородных, 
сред. Для определенности мы будем говорить о двух средах: внешней V, 
простирающейся на бесконечность, и внутренней конечнойб) среде Ѵ0 
(рис. 1). Электрические параметры каждой из сред в общем случае явля
ются заданными непрерывными функциями 
координат.

Покажем, что единственным, регуляр
ным в каждой из сред, решением уравнений:

rotH = ^±^E;
С

(4)
rot E = —J ^ H

J с
при следующих двух условиях:

I) Тангенциальные составляющие Et и Ht непрерывны на границе раз
дела двух сред. II) На бесконечности

lim rH=Q, lim rE=0,
r^oo r^oo

является
H=E = Q.

Для доказательства мы используем теорему о комплексном векторе 
Пойнтинга:6)

-£div[E H*] = =EE* + 2>(gHH*-^EE*). (5)

Л* обозначает величину, комплексно-сопряженную с А.
Эта теорема легко получается из уравнений (4), если первое из них 

написать в комплексно-сопряженной форме и умножить скалярно на ^ E, 

а второе просто умножить на —^H* и результаты сложить.

Проведем в пространстве три замкнутых поверхности 5Р S2, S3, так, 
как это показано на рис. 2, и проинтегрируем равенство (5) по объему Ѵ19 
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ограниченному поверхностью Sn и по объему У2, ограниченному двумя по
верхностями S2, 53.

— J^div (EH*JrfV=J*aEE*rfV4-27wJ(gHH*-iEE*)dV,
(V,) то тоѴ "

— J^div [EH*]d V = f aEE* dV^- 2jm J (Д НН* — ^ EE*) d V.
то то точ

Применяя к левым частям написанных выражений теорему Гаусса, что
мы, очевидно, в праве сделать, найдем

— £J [EH*]„rfS-^J [EH*]nrf5 = j*aEE*rfV+

(S3) TO

+ 2> /(s НН--ДВЕ')^;
(6)

нуль, и равенства (6) напишутся так:

n— обозначает наруж
ную нормаль к соот
ветствующей поверх
ности интегрирования 
(рис. 2).

Перейдем в ура
внениях (6)к пределу, 
стремя поверхности 5\ 
и S2 к совпадению с 
границей раздела 5 
наших двух сред, а 
поверхность S3 к бес- 
конечности.Тогда,учи- 
тывая условие II, опре
деляющее поведение E 
и H на бесконечности, 
заметим, что интеграл 
по поверхности 53 в 
пределе обратится в

j^EE*W,
8п 7 (61) 

^EE*)dV.

-^ J [EH*]„dS = J aEE*dV+ 2jv J (£ НН* -

(S) То) ТО

£ J [ЕН*](І dS = J о ЕЕ* d V+ 2> J (^ НН* -

(У) а(5)

Изменение знака в левой части последней формулы обусловлено тем, 
что направления нормалей к поверхностям 5 и S2 прямо противоположны 
(рис. 2). При интегрировании пэ поверхности S в первом равенстве (6а) 
под E и H* подразумеваются пределы этих величин при стремлении к по
верхности 5 изнутри, а во втором равенстве снаружи.

Наконец, складывая эти два уравнения, помня при этом, что танген
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О теореме единственности решений уравнений Максвелла 757

циальные составляющие векторов E и H непрерывны на границе раздела S 
(условие 1), получим7)

7) Нужно помнить, что при интегрировании по различным средам Ѵ0 и К па
раметры e, p, а являются различными функциями координат, хотя понятно можно 
считать, что каждый параметр определен во всем пространстве одной разрывной 
функцией координат.

8) В последнем случае решение имеет в точках нахождения источников за
данную особенность.

J aEE*dV+2jwJ(^HH*-^EE*)dV = 0. (7)

(Уо+тэ (Vo+n
Так как оба интеграла, входящие в написанное равенство, вещественны, 

то они порознь равны нулю:
J aEE*dV = 0, (8)

(F.+ У)

Лянн,“йЕЕ*>ѵ=0- <’>
(Уо+У)

Подинтегральное выражение в первом интеграле во всем пространстве 
неотрицательно; отсюда следует, что оно тождественно равно нулю:

а ЕЕ* = 0.
Если считать а неравным нулю, то немедленно получим:

E = Q. (10a)

Переписывая формулу (9) с учетом (10a)

j- *HHW = 0,
(Уо+У)

найдем из нее аналогично предыдущему:
H = 0. (10b)

Равенства (10a) и (10b) доказывают нашу лемму. Очевидно преды
дущее доказательстЕО не годится, если a = 0. Следует также отметить, что 
уравнения (4) могут иметь отличные от нуля решения, удовлетворяющие 
обоим условиям I и II, если ш — комплексное число.

Физически этот случай соответствует свободным, затухающим во вре
мени колебаниям. Не трудно сообразить, как следует видоизменить условия 
леммы при рассмотрении решений уравнений (4) для конечной части про
странства. Условие II, определяющее поведение векторов поля на бесконечности, 
должно быть заменено условием на поверхности, ограничивающей рассматри
ваемую конечную часть пространства. Очевидно, достаточно потребовать, 
чтобы тангенциальная составляющая вектора E (или H) обращалась в нуль 
на граничной поверхности, и доказательство леммы в остальном останется 
без изменений.

3. Теорема ъединственности“

Пусть дано произвольное бесконечное пространство, в котором задано 
распределение сторонних электродвижущих сил (или источников, как их 
естестЕенно называть), гармонически изменяющихся во времени. Эти источ
ники могут быть распределены непрерывно или сосредоточены в отдельных 
точках.8) Однако все они должны находиться на конечном расстоянии,т.е. 
заданная функция координат Естр, представляющая меру интенсивности 
источников, должна на бесконечности достаточно быстро стремиться к нулю.
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После этих замечаний можно формулировать теорему „единственности" вы
нужденных электромагнитных процессов следующим образом.

Существует только одно единственное решение, удовлетворяющее во 
всем пространстве уравнениям Максвелла:

rotH = iSiifE+^"E"': rolE=-/^H, (11)

имеюшее на границе двух сред непрерывные тангенциальные составляющие 
векторов поля и ведущее себя на бесконечности так, чтобы выполнялись 
равенства:9)

9) Условие (12) должно быть заменено другим, если теорема доказывается 
для пространства, лежащего на конечном расстоянии, а именно: в этом случае 
следует задать значение тангенциальной составляющей H (или E) на поверхности, 
ограничивающей рассматриваемое пространство.

10) T. e. находящихся на конечном расстоянии.

lim rE = 0, lim rH = 0. (12)
Г ^ OO r •+ oo

Доказательство этой теоремы проведем? как обычно, от обратного.
Предположим, что существуют два различных решения, удовлетво

ряющие всем требованиям теоремы: Ep Нх и Е2, Н2.
Тогда разность их

E==Ej-Ea и H = Hj—H2
удовлетворяет во всем пространстве уравнениям:

rotH = ^E + j“еЕ; rot E = —J ^ H,
С 1 J с J с

имеет непрерывные тангенциальные составляющие на границе двух раз
личных сред и на бесконечности удовлетворяет условиям

lim rZ*=O, lim rH=Q,
r ~> oo r ^ oo

из чего следует, на основании доказанной леммы, что эти разности тожде
ственно равны нулю:

E = Ех — E2 = 0, H = Hj — H2 = 0,

и теорема „единственности" доказана.
В заключение остановимся несколько подробнее на выяснении физи

ческого смысла условий на бесконечности (12).
В нашем случае поглощающей среды (а ф 0) выполнение этого 

условия означает отсутствие волн, идущих из бесконечности, и поэтому 
физически невозможных при размещении всех источников на конечном рас
стоянии. Действительно, для того, чтобы волна, идущая из бесконечности, 
достигла конечных10) областей пространства (в случае a^0), она необхо
димо должна иметь на бесконечности бесконечную амплитуду, что проти
воречит условию (12).

Для решений же, составленных из волн, излучаемых источниками, на
ходящимися на конечном расстоянии, условие (12) всегда выполнено, так 
как для этих волн фазовый множитель имеет отрицательную вещественную 
часть (ибо a^0), и следоЕагельно, решение, составленное из них,убывает 
на бесконечности по экспоненциальному закону.

Ленинград Поступило в Редакцию
Л. Э. И. С. 28 ноября 1937 г.
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КОНДЕНСАТОР КАК СИСТЕМА С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПОСТОЯННЫМИ

Я- H. Фельд

В статье рассматривается конденсатор, размеры которого соизмеримы с длиной 
волны. При помощи вариационного принципа, аналогичного принципу Гамильтона 
в механике, выведены дифференциальные уравнения, определяющие распределение 
тока и напряжения по поверхности пластин конденсатора.

Исходя из полученных уравнений, дан закон распределения тока и напряжения 
в круглом конденсаторе при гармоническом возбуждении, а также найдена формула 
для сопротивления конденсатора, учитывающая неравномерность распределения 
напряжения на нем.

1. Введение

В настоящее время в связи с большим развитием техники ультра- 
короткихи дециметровых волн, проникающих во все области, начиная от 
радиотехники и кончая медициной, естественно начать пересмотр наших 
представлений об основных деталях радиотехнических и иных схем. Такой 
основной деталью бесспорно является конденсатор. Он обычно рассматри
вается как система, обладающая сосредоточенной емкостью, причем потен
циал во всех точках пластины считается одним и тем же. Это верно только 
до тех пор, пока размеры конденсатора несоизмеримо малы по сравнению 
с длиной волны. На УКВ и, особенно, на дециметровых волнах размеры 
конденсаторов становятся соизмеримыми с длиной волны и в некоторых 
случаях на пластине может уложиться значительная доля волны. Пренебре
жение неравномерностью распределения потенциала на пластинах при этом 
может повлечь за собой значительные ошибки. Особенно это относится 
к измерениям, при которых приходится помещать различные объекты между 
пластинами конденсатора *). На основании сказанного желательно было бы 
более детально изучить конденсатор и найти законы распределения тока 
и напряжения в нем. Естественнее всего начать это исследование с опреде
ления электромагнитного поля конденсатора при *помощи интегрирования 
уравнений Максвелла. Однако такая простая с точки зрения физики поста
новка задачи приводит к почти неразрешимым в настоящий момент матема
тическим трудностям. Поэтому мы в настоящей работе применим несколько 
иной метод, а именно: мы попытаемся получить дифференциальные уравнения 
для распределения тока и напряжения в круглом конденсаторе, аналогичные 
телеграфным уравнениям длинных линий, причем эти уравнения должны также 
относиться к строгой теории, как обычные телеграфные уравнения относятся 
к уравнениям Максвелла.

Было бы заманчиво построить такие квазителеграфные уравнения для 
определения распределения тока и напряжения в любых плоских провод-

l) T а т a p и н о в, Ж. Э. T. Ф. 6, вып. 10, 1936.
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никахпроизвольной формы, в которых происходят электрические колебания2). 
Однако выполнение этой задачи в общем случае приводит к тем же мате
матическим трудностям, о которых мы говорили выше. Действительно, 
искомые уравнения должны быть связаны с электромагнитным полем коле
блющихся пластин при помощи входящих в уравнения коэффициентов, экви
валентных погонным емкостям, самоиндукциям и сопротивлениям, фигури
рующим в обычных телеграфных уравнениях и зависящих, в основном, от 
картины электромагнитного поля. Расчет этих коэффициентов сводится, 
таким образом, к нахождению электромагнитного поля, т. e. к решению 
уравнений Максвелла со всеми вытекающими отсюда трудностями. И только 
в случае круглого конденсатора, возбуждаемого при помощи фидера, под
ключенного к центру пластин, возможно определить нужные нам коэффи
циенты, не прибегая к решению уравнений Максвелла, так как в виду сим
метрии нам заранее известно направление магнитных линий и тока в пла
стинах.

2. Уравнения для тока и напряжения круглого симметрично-возбуж- 
даемого конденсатора без потерь

Рассмотрим круглый конденсатор, радиус пластин которого равен а, 
а расстояние между ними h (рис. 1). Пусть он возбуждается током, подво
димым к центру пластин линейными проводниками так, как это показано 
на рис. 1. Для вывода искомых дифференциальных уравнений, определяю-

Рис. 1.

^

^
'du

Рис. 2.

щих распределение тока и напряжения в конденсаторе, введем прежде всего 
понятие о самоиндукции и емкости, отнесенных к единице площади пластин. 
Ток, подводимый линейным проводом к центру пласт^ры, растекается в виде 
тока проводимости симметрично во все стороны по радиальным направле
ниям. Затем в виде тока смещения попадает через диэлектрик между пла
стинами на вторую обкладку и уже в виде тока проводимости подтекает 
к центру второй пластины и отводится вторым линейным проводником. 
Обозначим ток смещения, проходящий через площадь круга радиуса r, 
мысленно проведенного между пластинами с центром, лежащим на оси, 
соединяющей центры пластин, буквой f, а напряжение между двумя точками, 
лежащими на разных пластинах друг против друга, буквой и. Очевидно 
ток i и напряжение и будут функциями одного только r и времени t. 
Силовые линии магнитного поля, находящегося между пластинами, будут 
иметь вид концентрических (с пластинами) кругов, и на основании извест
ных формул напряженность магнитного поля H определится так 8):

_____________________ tf=0,2//r. (1)

2) Аналогичную мысль высказал Л. Д. Г о л ь д ш т e й н для определения рас
пределения напряжений в противовесах.

3) Здесь и в дальнейшем мы будем пользоваться практической системой 
единиц.
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Найдем энергию dT магнитного поля, заключенного в прямом цилин
дрике с основаниями dS, лежащими на пластинах конденсатора на расстоя
нии r от центра (рис. 2). Из теории электромагнитного поля известно, 
что

(2)

С другой стороны ясно, что магнитные силовые линии, проходящие 
через рассматриваемый цилиндрик объема dv, сцеплены с током смеще
ния f(r, /), поэтому естественно считать энергию dT пропорциональной 
квадрату этого тока. Коэффициент пропорциональности, который, вообще 
говоря, зависит от r—расстояния цилиндрика от центра, мы возьмем 
в форме L(r)dSj2.

Величину L(r) будем в дальнейшем называть коэффициентом самоиндук
ции конденсатора, отнесенным к единице площади пластин,

На основании сказанного напишем:

dT=^^-dS,

откуда, сравнивая с формулой (2)
^№

найдем

, L(r)i- ,е^_^dv=^dS,

[используя выражение (1)]
цг\ — ^h_ _J_ 

^ ; 109л r2 ’

или вводя сокращающее запись обозначение

L(r} — — L' — ^h ■ 
v> ~ & 9 L ~ 109л ’

Полная энергия магнитного поля, заключенного в конденсаторе, опре
делится интегралом

(3)

г=/®с=р>.

S 0
•

Аналогично может быть выражена энергия V электрического поля кон
денсатора:

(4)

V= J ^- dS = J Cu4rdr.

S 0

З’десь С означает емкость конденсатора, отнесенную к единице площади 
пластин и равную

(5)

(6)с —
4лЛ 9 • 10“ *

Если ограничиться случаем конденсатора без потерь, то полученных выра
жений (4), (5) вполне достаточно для вывода уравнений, определяющих 
распределение тока и напряжйния в конденсаторе. Действительно, трактуя 
(как это делается со времен Максвелла) энергию магнитного поля T—как 
кинетическую, а энергию электрического поля V—как потенциальную, 
можно определить при помощи их функцию Лагранжа

L = T-V. (7)
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После этого, для решения нашей задачи остается только использовать 
вариационный принцип Гамильтона

ц
oJ Ldt = 0,

♦і

который учитывая равенства (7), (5) и (4), перепишем в виде

(8)

Нужно, однако, помнить, что при варьировании функции Z(r, tf) и ц(г, t) 
нельзя рассматривать как независимые, так как между ними существует 
связь. Для определения этой связи подсчитаем ток смещения, проходящий 
через площадь кольца концентрического с пластинами и мысленно прове
денного между ними (см. рис. 3). Пусть внутренний радиус 
кольца равен r, а наружный r^dr, тогда искомый ток 
равен:

что этот ток можно 
двумя точками, лежа- 
проведенного кольца,

0+^dr)—f 

С другой стороны легко сообразить, 
выразить через напряжение и, между 
щими на пластинах против мысленно 
при помощи выражения

* “*

где dS площадь кольца, равная 2nrdr. Приравнивая друг другу две 
написанные величины найдем искомое уравнение, связывающее ток и 
жение

#_2,гС^. 
dr dt

выше- 
напря-

(9)

«
Итак, нашей задачей является определение функций i и и, доставляющих 
стационарное значение интегралу, стоящему под знаком 8 в равенстве (8), 
при условии, что эти функции удовлетворяют соотношению$9) и вариации 
их на контуре прямоугольника 0 ^ r ^ a, t{ ^ t ^ /2 обращаются в нуль.

Производя варьирование в формулах (8) и (9), получим

J J ^ 2Й/ — Cw2u8a j drdt = 0

ti 0

(10a)

V
И

2*rC^ = Q.дЪі 
дг (106)

Умножим (106) на пока неопределенный множитель Лагранжа k(r,f) 
бавим к подинтегральному выражению (Юа)

и при-

J J К ^ 2/Si — Czr2u8a ) + X (^ — 2кгС ^)J drdt = 0. 

ti 0

(11)
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Для преобразования равенства (11) используем следующие, получаемые 
в результате интегрирования по частям равенства

Йхг*й=)’НЛ-//йа*Л’ <12> 

іѵ 0 tt a tt 0

J J 2zCrX ^ drdt = J J 2^CrX8w | dr — J j 2~Cr ^ 8udrdt.

t., 0 0 /i tt 0

Однократные интегралы, входящие сюда, равны нулю, так как вариации 8/и ozz 
по условию обращаются в нуль на контуре прямоугольника O^r^tz, 
ti^t^t2. После подстановки в (11) найдем:

J J [(~^ ^ — Tr) ^ + ( ^^r У/ — 2nCru^ Ъи ] drdt — 0.

t. о

Отсюда, подбирая k так, чтоб удовлетворялось равенство
dX 
dt — и = 0, (13)

получаем немедленно уравнение
dX 
дг

^L' . п----------1 = 0 r (И)?

которое вместе с (9) и (13) полностью определяют ток и напряжение. 
Действительно, исключая из (9) и (14) вспомогательный множитель k 

при помощи (13), получим:
ді 
дг
ди 2bL' ді
dr r ді

(15)

Это н есть искомые уравнения, определяющие распределение тока и напря
жения в круглом симметрично возбуждаемом конденсаторе без потерь.

3. Вынужденные колебания конденсатора

Рассмотрим установившийся режим в конденсаторе, возбуждаемом 
чистым синусоидальным током с угловой частотой <о. Будем, искать решение 
уравнений (15) в форме

i — i е№

и = и е№, (16)

где и и i с точками наверху означают комплексные амплитуды напряжения 
и тока, от времени уже не зависящие. Подставив решения (16) в (15), 
получим уравнения для комплексных амплитуд тока и напряжения

^ = j^2r.Cru 

du . 2л/Л :— — /ш------ idr J r

(17)
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Так как в этом разделе речь будет итти только о комплексных амплитудах 
тока и напряжения, то мы (без боязни спутать) в дальнейшем будем опу
скать точки над и и i,

Приступим кинтегрированию уравнений (17); исключая изних сначала 
zz, а затем Z, получим уравнения для тока и напряжения

d*u 
dr*

1 du 
r dr

(18)

Здесь введено сокращающее запись обозначение 

Л2 = 4A2Q'.

4) Не путать с множителем Лагранжа.
5) Это следует из того, что функции Ганкеля имеют в начале координат лога

рифмическую особенность.

(19)

Правую часть этого равенства можно представить в несколько ином, более 
привычном, виде, если воспользоваться формулами (3) и (6)

^ = (ш/ѵ)2 = (2к/Х)2 (19a)

где *v = 3* 1010/Уе^—скоростьэлектромагнитной волны всреде спостоян- 
ными e и ^, a X — длина волны 4) в этой же среде.

Общий интеграл второго из уравнений (18), как известно, может быть 
выражен через сумму функций Ганкеля нулевого порядка, соответственно 
умноженных на произвольные постоянные А и В

и = А И» (kr) 4- BH 0(2> (kr). (20)

Ток i проще всего найти, подставив (20) во второе уравнение (17), после 
чего найдем, учтя формулу (19)

i = -j  ̂pr[AH^\kr)^BH^\kry\. (21)

Для определения постоянных А и В, используем граничные условия іля 
тока, имеющие вид

Hm i = /0
г^>а
,. . л ■ (22) lim i = 0 ѵ 7
r^0

iQ—полный ток, подводимый к конденсатору. Первое из этих условий 
очевидно, второе-же постараемся обосновать. Из определения тока Z(r,/)
следует:

/(r.O = fc^^Us,
(5)

интегрирование происходит по площади круга S радиуса r, Использовав 
операционное равенство д/д/=/а),'перейдем к пределу в предыдущем выра-
жении

lim i = lim J j&CudS. 
r^0 7*^>0 *‘ (S)

Из формулы (20) видно что при r^0 и стремится в худшем случае 
логарифмически к бесконечности 5 *)> в то время, как площадь круга S стре
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мится к нулю как r2 и следовательно интеграл в пределе обращается 
в нуль, что и требовалось доказать.

6) Франк и Мизес/Диференциальные и интегральные уравнения математи
ческой физики ч. II, стр. 867.

Возвращаясь к определению постоянных А и В, подставим в (22) выра
жение для тока из (21)

»™ І -j^T'r tAH<?'w+BWo2)'(^)J)=^

( Гг \ <23>
Jnn |_yy ±r[AHf{kr) + BH*"Qtr)\ J = 0.

Для перехода к пределу в последнем уравнении используем ряды, опреде
ляющие функции Ганкеля вблизи начйла координат6)

/y^(p) = -^o(p) In(g)+-..

І ~2 ^ ^) “ "ЬА> (p)1п (^F) + • • ■ (24^

7 = 1,7811...

Здеоь не выписаны члены, регулярные в начале координат. 
Тогда равенства (23) перейдут в

-J }f J7 « [ЛН’1Ѵ (Ла) + BH^' (Ла)] = і0,

-44-B = 0.

Решая эти уравнения относительно А и В, найдем

A =

Ло V~ ^c‘n 

a[H^'(ka) + H^' (ka)}
(25)y

или, используя известные из теории цилиндрических функций 'соотношения

' 2Jo(p)=H^(p) + ^(p)

Л(р) = — ^о(р)> (26>

где Jo(p) и Jj(p) — функции Бесселя нулевого и первого порядка, напишем 
формулу (25) в более кратком ьиде

-7p  ̂£4.

^-В = —Ы^ ■ (25)
Подставив в формулы (20) и (21) значения постоянных А и В изѵ(25а), 
найдем, учтя соотношения (26), окончательные формулы для комплексных 
амплитуд напряжения и тока

и

i

V^ т>

— jaJAka) J°(kr)’ . 

= ^W)J^- j
(27)
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Равенства (27) дают возможность определить комплексное сопротивление 
конденсатора Z, отнесенное к месту включения питания, т. e. к началу 
координат

lim и г jj J
Z = ^ = -jV c^hAk^' 

*0

(28)

Покажем, что сопротивление конденсатора, данное формулой (28), при 
достаточно малых значениях ka как угодно мало отличается от известного 
выражения для сопротивления конденсатора l!ju~a‘2C.
Для этого, использовав ряд t

r/^_pfi (P/2)2. (p/2)4____________ (P/2)6 ____ 1
^iW^2t1 1.2^"1.2.23 l-2-3-2-3-4* “’J’

получим для Z следующее выражение

*=-YB[>+?+4 

или [см. формулу (19)] 
г=ті[І+<«4 } (28a).jwna2C

что и доказывает наше предложение. Дадим небольшую сводную таблицу 
расчетов сопротивлений круглого конденсатора, проделанных по строгой 
формуле (28). Для сравнения в табл. 1 также даны величины сопротивлений 
просчитанных по обычной формуле. Если задан не ток Z0, подводимый 
к конденсатору, а напряжение uQ (т. e. и при r = 0), то формулу (27) 
удобнее писать так

и = uQJ0 (kr) 

i=jy^£ uorJl (kr) (27a)

Определим еще узловые окружности напряжения.
Обозначив радиусы их буквами rn, а нули функций Бесселя нулевого 

порядка буквами хп, получим очевидные равенства

fn = *nlk (n=l,2,3.......... ) (29)

T а б л и ц а 1

см а см A СМ
♦

^ .,A L' 1
“ 7 V С aJ{ (ka)

Z= • 1
7 ШКД2С

20 50 100 -j 84,2 -j 15,3
10 20 100 -j 58,8 -j 47J
5 10 100 -j 100,3 -j 95,5
3 5 100 -j232,2 —j 229,3

Из таблиц функций Бесселя найдем:

Xi = 2,4048, х2 = 5,5201, х3 = 8,6537 и т. д., 
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после чего, учтя формулу (19a), получим радиусы первых трех узловых 
окружностей напряжения

г1=2,4048 Х/2тс, r2 = 5,5201 k/2z, r3=8,6537 k/2ir.

Интересно также определить радиусы окружностей, на которых напряжение 
имеет пучность, а также значение модуля напряжения на них.

Обозначив радиусы этих окружностей буквами гп', а значение аргумен
тов, при которых функция Бесселя Jo(x) принимает экстремальные значения, 
буквами хп', получим

'/ = *//^•=*«Л/2* (« = !> 2, 3 ...)

В линии распределение

хп м/«о

1 3,8317 0,4028
2 7,0156 0,3001
3 10,1735 0,24S7

Из таблиц найдем для первых трех окружностей данные,сведенныевтабл.2. 
Таким образом радиусы окружностей, 

на которых напряжение имеет пучность или 
узел, определяются исключительно длиной 
волны.

Основное отличие картины распределения 
напряжения и тока в конденсаторе от рас
пределения напряжения и тока в длинной ли
нии заключается, как вытекает из формул (27a), 
в следующем:

напряжения и тока задается с конца, а в кон
денсаторе— от места включения питания, т. e. в нашем случае от центра 
пластины. Действительно, напряжение на краю конденсатора может иметь 
и узел и пучность в зависимости от размеров пластин, в то время как на 
конце открытой линии напряжение всегда имеет пучность. И наоборот, 
в начале линии напряжение может принимать любые значения, в зависимости 
от длины ее, в то время как в точке возбуждения конденсатора напряже
ние имеет всегда наибольшее значение.

Из соотношений (26) видно, что на тех окружностях, где напряжение 
имеет пучность,.ток имеет узел. Следует отметить, что при учете конечной 
^проводимости пластин, напряжение и в точке питания (r = 0) обращается 
в бесконечность. Поэтому в этом случае нельзя ограничиться рассмотрением 
точечного возбуждения пластин при помощи линейных проводников, а сле
дует учесть конечность диаметра последних. Только при этом условии воз
можно получить формулу для сопротивления конденсатора, которое, вообще 
говоря, будет зависеть от диаметра подводящих проводов. Обобщение изло
женной теории на случай конденсатора с потерями мы рассмотрим в сле
дующей статье.

Ленинград. 
ЛЭТИС

Поступило в Редакцщо 
20 апреля 1938 г.
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В ЛИНИЯХ 
С ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ ЭКРАНАМИ

Я. H. Фельд

В статье дана общая теория несимметричных двухпроводных и однопроводных линий, 
яомещенных в прямоугольный экран* При условии безконечной проводимости линии и экрана 
выведены общие формулы для определения электромагнитного полгі внутри экрана, токов 
м зарядов* И наконец, что является самым важным для практики, получены расчетные фор
мулы канонических волновых сопротивлений для двухпроводных и однопроводных линий 
^ прямоугольными экранами.

1* Общая теория
При рассмотрении различных вопросов, связанных с длинными линиями, 

обычно пользуются так называемыми телеграфными уравнениями. Эти уравне
ния дают возможность, с достаточной для практики точностью, найти распре
деление токов, зарядов и напряжений в линии, совершенно не интересуясь при 
этом расчетом электромагнитного поля, окружающего линию.

Однако было бы неверно думать, что телеграфные уравнения совершенно 
не связаны с полем. В действительности они очень тесно связаны с ним при 
помощи параметров линии Л, С, R, ибо последние определяются в основном 
распределением электромагнитного поля. Таким образом для того чтобы напи
сать телеграфные уравнения, необходимо прежде всего рассчитать электромаг
нитное поле. Из сказанного очевидно, что использование телеграфных уравне
ний имеет смысл только в тех случаях, когда заранее известны параметры L, 
С и R (т. e. известно поле). Поэтому для нашей задачи изучения линий, поме
щенных в прямоугольный экран, естественнее всего исходить из уравнений 
Максвелла, определяющих электромагнитное поле. Условимся в дальнейшем 
считать проводимость экрана и самих линий бесконечной. Это даст нам воз
можность положить составляющие векторов поля, параллельные осям проводов, 
равными нулю. Введем декартову систему координат с осью z, параллельной 
проводам. Основные уравнения Максвелла в этом случае, учитывая гармони
ческую зависимость от времени, напишутся так:

^1 E% '
__^
— dz ' (а) ^2 Нх

__ __ dJJy_
~ dz ’ (d)

^1 Еу-
_дНх 
“ dz ’ (b) hH/-__ dE&

~ dz ’ (e) (1)

™у_
dx

dHx—ж=о,
dy ’

(с)
dEy__
dx ~ = 0. 

dy
(f)

При этом положено:
£,= Hz^0.

Постоянные kr и k2, входящие в уравнения (1), очень просто связаны 
с диэлектрической постоянной e, магнитной проницаемостью ^ и удельной про
водимостью о, среды, находящейся между проводами и экраном: 

kl=^^L, k, = -j^, (1')

c — 3 • 1010 см/сек.
.~я ^. ... тѵ 3
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Займемся интегрированием системы (1). Уравнению (1P удовлетворим* 
введя функцию <А играющую роль скалярного потенциала:

(2)

При этом равенства (ld) и (le) будут служить для определения магнитнога 
поля через потенциал

(3)

Оставшиеся три уравнения (la), (lb), (lc) используем для определения потен
циала gp. Подставляя в них значение E и H из формул (2) и (3), найдем:

где

Эз ф d3 ф
dz dx2 ~*~ dz dy%

(4а>

P = k^k^. (4а>

Три уравнения (4a) будут удовлетворены, если <р подчинить следующим 
двум равенствам:

(4Ь>

Решая первое из них, напишем общий интеграл его в виде

9> ~ 9>i (х> у) ejkz н- <p2 (x, у) e~jk\ (5>

Здесь <р± и gp2 — произвольные пока функции от x и у, которые мы определим* 
исходя из второго уравнения (4b). Действительно, подставив туда д> из (5),, 
найдем, что <рг и д>2 являются гармоническими функциями x, у:

д2 ф1_и_д2 ф2___  п

дх* ду2 Ѵ1
(6)

Для однозначного решения уравнений (6) следует задать еще граничные 
условия для функций gpn др2 на поверхности проводников1). Эти условия полу
чаются непосредственно из рассмотрения известных из электродинамики тре
бований о непрерывности тангенциальных составляющих векторов поля на гра
нице раздела двух сред.

В нашем случае, в виду бесконечной проводимости экрана и линии и, сле
довательно, наличия поверхностных токов, условия на поверхности провод
ников напишутся так:

(7)

(8>

Ет и H^— тангенциальные составляющие напряженностей поля, a i—плотность 
поверхностного тока. Уравнение (8) очевидно можно рассматривать как опре-

!) А также на бесконечности, если пространство, для которого определяются искомые 
функции, простирается на бесконечность.
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деляющее ток z; равенство же (7) эквивалентно следующему [см. формулы (2)]: 
дф n— ^* = 0 на поверхности проводников

(tf—направление касательной к проводникам, лежащей в плоскости z = const). 
Из написанного немедленно следует, что g? = const на поверхностях про

водников при заданном z, и, значит, на основании формулы (5)
g9j = const, ]

? на поверхности проводников. (9)
gp2 = const. J

Уравнения (6) и условия (9) полностью определяют функции д9х и д?2. 
Следует отметить, что изложенное справедливо для любых систем парал

лельных проводников при бесконечной проводимости последних.

i

t

^r»^ч ^b*- 
-е.^

г

х>

^н2г,ь<~ 
чрн *нРГ t=- 
L jJ

Рис. 1.

известной из мате

2. Двухпроводная несимметричная линия с прямоугольным экраном
Применим полученные в предыдущем разделе результаты к изучению 

несимметричной двухпроводной экранированной линии. Для этого введем сле
дующие обозначения: rx, г2 — радиусы проводов, d—расстояние между осями 
проводов,а, b — размеры внутреннего сечения экрана2) 
(рис. 1).

Для определения электромагнитного поля внутри 
экрана следует на основании вышеизложенной теории 
найти две гармонические внутри экрана функции ^ и ф2, 
принимающие на поверхностях проводников и на внутрен
ней поверхности экрана постоянные значения. К сожа- 
лению,строгое решение этой задачи чрезвычайно сложно, 
так как оно сводится к конформному преобразованию трех
связной области. Поэтому для упрощения задачи мы при 
нахождении функций д)19 д)2 заменим реальные провода 
линейными проводами, совпадающими с осями реальных 
проводов. При этом д)г и (р2 определятся как гармонические 
внутри экрана функции, обращающиеся на внутренней 
поверхности экрана в нуль3) и имеющие на оси проводов 
логарифмические особенности4).

Такие функции легко построить, воспользовавшись
матической физики функцией Грина для прямоугольника5).

Действительно, функция Грина определяется как гармоническая внутри 
прямоугольника функция, имеющая там единственную особенность типа

- ± ln r (Г - y/(x-^H-(t/-7,)2 ) 

в точке (f, ц) и обращающаяся в нуль на контуре.
С другой стороны, искомые функции <рг и ср2 имеют такого же типа 

особенности и также обращаются в нуль на контуре экрана. Поэтому они 
могут быть выражены при помощи суперпозиций двух функций Грина:

<P1(*> y)^^^l^(^9 У1 ?1> ^l)^^2^(^ У> ^2> %), I цд)

_______________ ff2(*> y) — B1G(x, у; £x, ^)4-S2G(x, у; ?2, т?2), J

2) Наружные размеры нас не интересуют, так как экран бесконечно-проводящий.
3) Последнее условие ничуть не уменьшает общности задачи.
4) Настоящее утверждение вытекает из рассмотрения теоремы Гаусса, которая в нашем

,АЙ? „ 4ttQ ослучае имеет вид: —^)j-dl = ——* Здесь слева стоит интеграл, взятый по контуру, охваты

вающему линейный проводник, n — направление внешней нормали к контуру интегрирования 
и Q — линейная плотность заряда на проводнике. Так как это равенство остается справедливым 
при каком угодно малом контуре, охватывающем линейный проводник, то, как легко сообра

зить, функция qp должна иметь на оси проводника особенность типа----- — ln r.
5) К у p а н т и Г и л ь б e p т. Методы математической физики, изд. 2-e, стр. 364.

q*
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где перваяиз них G(x, у; £x, ^) имеет особенность в точке (£х, ^), совпадаю
щей с осью первого провода, а вторая G(x, у; §2, ^2) — в точке (§2, ^2), 
совпадающей с осью второго провода. Определенные таким образом функ
ции Ф19 ф2 мы используем для нахождения электромагнитного поля внутри 
экрана. Очевидно, что в виду конечности радиусов проводов условия (9) 
для д?! 9?2 будут выполнены только приближенно, так как последние по
строены для линейных (бесконечно-тонких) проводов. Однако, если радиус 
проводов мал по сравнению с расстоянием между ними и размерами экрана, 
то погрешность при этом будет незначительна.

Формулы (10) дают возможность при помощи равенств (5), (3) и (2) 
определить электромагнитное поле внутри экрана. Поле же внутри проводов 
и в самой толще экрана, очевидно, равно нулю вследствие бесконечной про
водимости последних.

Введем сокращающие запись обозначения:

Gj = G(x, у; ^, y,), >
^2---  ^* (^, Uf ^2» ^i'i)* 1 

Тогда
<p = (Д Gj н- A2 G2) e^ ^ (В, Gx ч- B2 G2) е~№

E* = - (А'?; - A ds) »Л’ - (А ;І‘*А "§) ^ 

Е,^-(А^^)еі1г~(в^в^)^- 

k._ н,=(Л "§+А » jk^ - (в, ® -.-«, ^) /fe-/b, 

AWs,= -(A"**A'5)^H-(A^+B,^)Ae-^.

(11)

(12)

(13)

Найдем еще линейную плотность заряда Q на первом и втором проводе 
(т. e. заряд, приходящийся на единицу длины провода).

Функция Грина Gx имеет на оси первого провода особенность вида 

точно такую же особенность имеет функция G2 на оси второго провода. 
Следовательно (см. формулу 12), потенциал q имеет на оси первого провода 
особенность вида:

— Й е^ •1п г1 — Ё е~і1сй • 1п П»

а на оси второго провода0)

-4Л,и-£Лгп.

С другой стороны,4) потенциал 
ности типа:

6) rj и Гц отсчитываются соответственно от осей первого и второго провода.

и

(p должен иметь на осях проводов особен-

— ІО?

e
ln гп.
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Из сравнения четЫрех вышенаписанных выражений сразу получаем:

Г)  gA „jkz , 8&і 
^1 4л; 4л;

7) При этом учтено, что за положительное направление тока / взято направление отри-

e-J^,

О —eA*flcz еВг-у/с
Ч2— 4л e ^ 4л е

(14)

Для нахождения токов /т и /2, текущих по проводам, используем известный 
закон „сохранения электричества": divj= — дд/ді (j—вектор плотности тока, 
a p — объемная плотность заряда).

В применении кнашему случаю его можно написать так7):

I=ja> j Q,dz.

Подставляя сюда выражение для Q из формул (14) и производя инте
грирование, найдем:

(15)

Пользуясь формулой (8), можно также определить распределение токов 
и зарядов на внутренней поверхности экрана, но мы на этом не будем оста
навливаться. Постоянные Аи Л2, В19 В2) входящие во все наши предыдущие 
формулы, зависят от граничных условий на обоих концах линии, или, дру
гими словами, от оконечных устройств, включенных в линию. Обычно мы 
привыкли в теории линий иметь дело с двумя постоянными. Наличие в нашем 
случае четырех постоянных объясняется общностью постановки задачи, учи
тывающей как несимметрию самой линии, так и несимметрию оконечных 
устройств. В дальнейшем мы убедимся, что в случае строго симметричной 
системы число постоянных сведется к двум, а в случае чисто бегущей 
волны — к одному.

^е(Д)>б. Тогда для 
рону отрицательных z, 
^x = jBg = O, после чего

Qi

3. Бегущие волны в линии
Ограничимся рассмотрением чисто бегущих волн в линии. Прежде всего 

выберем у корня k=^k^k^ [см. формулу (4а')] тот знак, при котором 
" '*’^ ~ ™ i получения чисто бегущей волны, движущейся в сто-

следует положить в формулах (12), (13), (14) и (15) 
получим:

^(^G^AQe^

^1. Pjkz
4л; ’

Г) ----^LpjkZ
^2 4л; ’

/ — со/1і „fl#
1 4л£ ’

/ — £_£^Ь р№
J*~ 4nk е *

H мы не будем выписывать. Из равенств (16) непо- 
в линии имеются двухтактные и однотактные волны, 

(16)•

Формул для E и 
средственно видно, что
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т. e. система несимметрична8). Вводя две новые постоянные АХ и Ап при 
помощи равенств

8) Об однотактных и двухтактных волнах см. статью автора в Научно-тахнич. сборнике
по электросвязи, № 18, 1937.

А1 = А1 + А",

А2=А1—Ап,
(17)

сделаем наличие однотактной и двухтактной волны явным:
99 = A1 (G, ч- G2) e>fe ч- Л« (G, — G2) e&, 

M1. ej to ^_ ^_ ejkz 
4n e ^ 4n е ’

±£e^_^fe/fc
4л е 4я е ’

г есоЛ1 ., РГПлП .т Л = -л—• e7b^,gy^. ;Ь
1 4як 4nk е ’

/ — ££Ld_ jkz__ gfrM11 -jcz
2 4nk e 4^ е *

(18a

Qi

(18b)
Qi

Первые части формул (18b) относятся к однотактной волне, а вторые — 
к двухтактной. Определим еще напряжение между проводами U12\ оно оче

видно равно разности потенциалов двухтактной волны:

^12 ^^ Ф1 9^2»

или, пользуясь равенством (18a):

U12 = [Ax (G* ч- G?) ч- Л” (G^ - ^))J e* -

— [Л1 (G^2)4-G'2)) ч-Д’1 (Gj2)— G^)j e&.

Здесь G^, G^ —значения функций Грина Glt G2 на 

поверхности первого провода, a G^, G^x — на поверх- 

ности второго.
Из формулы (19) между прочим следует, что в 

общем случае несимметричной системы, несмотря на 
отсутствие двухтактной волны напряжения, возможно 
наличие обеих волн тока, и наоборот. Действительно, 

отсутствие двухтактной волны напряжения равносильно равенству

tfi2 = 0,

но это равенство может существовать при А1 ф 0 и А11 =%= 0 [см. формулу (19)], 
откуда на основании формул (18b) следует справедливость вышесказанного.

В случае симметрии самой экранированной линии (рис. 2) формула для 
напряжения (19) может быть значительно упрощена. Для этого используем вы
текающие из определения функции Грина (в случае симметрии линии) равен
ства

G^=G^,
.1. 4

G^=G^,
1 л

после чего выражение (19) перепишется так:

U12 = 2ЛП (G^ — G'2)) е>ь« (19a)
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4. Волновые сопротивления несимметричной двухпроводной экранирован
ной линии

В общем случае под несимметричной линией мы будем подразумевать 
линию, несимметрия которой вызвана как конструкцией самой линии, так 
и конструкцией ее оконечных устройств.

Для описания электрических свойств несимметричной линии недостаточно 
одного волнового сопротивления, а таких параметров нужно ввести четыре (не
зависимыми из них, однако, являются только три).

Определение этих параметров может быть проведено различно.
Однако наиболее удобными и естественными являются параметры, введен

ные проф. В. В. Татариновым9) и названные им „каноническими волновыми 
сопротивлениями".

В нашем случае эти параметры проще всего получить, рассмотрев общие 
уравнения (16) для чисто бегущих волн.

Исключив в них из выражения для у прстоянные Alf А2 найдем:

(20)

Эта формула дает возможность написать уравнения, связывающие напря
жения U^ и U2 проводов с токами в них. Для этого нужно тоЛько вспомнить, 
что под напряжением провода мы понимаем разность потенциаЛов между ним 
и экраном.

Учитывая, что потенциал экрана равен нулю, искомые уравнения напи
шутся так:

(21)

Разрешим уравнения (21) относительно токов, одновременно перейдя в них 
к практическим единицам:

Ux G^-Uz G™

тде положено:

(22)

(22a)

Отношение напряжений U к токам /, при произвольном возбуждении линии 
зависит от координаты z даже при чисто бегущих волнах. Поэтому для введе
ния канонических волновых сопротивлений рассмотрим два частных случая 
возбуждения линии, в которой отсутствует отражение от конца. Общий случай 
произвольного возбуждения линии может быть получен в результате суперпо
зиции этих двух частных случаев.

П e p в ы й с л у ч а й

Линия возбуждается так, что в ней имеется только однотактная волна 
напряжения. При этом:

д) Работа В. В. Татаринова вскоре будет напечатана.
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и уравнения (22) напишутся так:
,_„°,.!’-с?)
А—ь'і i20^D ’

Z_rr^"^
y2 — и2 і20л;р

(23>

Сам внешний вид этих уравнений наталкивает нас на мысль о введении 
двух волновых сопротивлений: волнового сопротивления первого провода при 
однотактной волне напряжения:

' — U' — 120яД 

еі І^С^-С® (24>

и волнового сопротивления второго провода при однотактной волне напряжениям

f __ U2_  120jrZ)
^~Т,~^-^' (24а>

Второй случай

Линия 
напряжения.

возбуждается так, что в ней имеется только двухтактная волна 
При этом

iA=-*A,
и уравнения (22) принимают вид:

п <42)-^
Ui 120jrz) ’

,_„ ^^
y2—^2 j2o^Z)

А
(25>

Отсюда так же естественно, как и в первом случае, получаются еще два 
канонических волновых сопротивления: волновое сопротивление первого про
вода при двухтактной волне напряжения:

ff__  U^__  120nD
6i~~tF^W (26>

и волновое сопротивление второго провода при двухтактной волне напряжения:

'/__ U2__ 120я£)
Qi~~~7^~G^—c^' (26а}

Формулы (24), (24a), (26) и (26a) определяют четыре искомых волновых 
сопротивления, при помощи которых характеризуются свойства несимметричной 
линии. Когда несимметрия линии вызывается исключительно оконечными устрой* 
ствами, а сама линия строго симметрична (рис. 2), число волновых сопроти
влений сводится к двум.

Для того, чтобы это показать, используем два очевидных в нашем случае 
равенства 10):

(27>

10) Первая ив формул (27) выражает теорему взаимности для функций Грина и справед
лива всегда.
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Тогда из формул (24), (24a), (26), (26a) и (22a) немедленно получаем:

и
e' = e'i=^2 =120jr (сг} ^- GH 

e"=^^ = 120^(G^-G^),
(28)

И наконец, в случае полной симметрии линии (включая концы), число 
волновых сопротивлений, характеризующих линию, вследствие отсутствияодно- 
тактных волн напряжения и тока, сведется к одному:

g==^ = 240^(^-G^)a (29)

Здесь U12 — напряжение между проводами (19a), а Іг — ток в первом про
воде.

Волновые сопротивления W^ W% и й^,2, которыми пользуется в своих 
работах А. А. Пистолькорсп), очень просто выражаются через канонические 
волновые сопротивления:

(30)

5* 0 расчете функции Грина
Для того, чтобы действительно пользоваться всеми ранее выведенными 

формулами, необходимо уметь вычислять функцию Грина G при различных 
значениях аргументов. Наиболее удобнымдля этой цели является известное 
представление функции Грина через сигма-функции Вейерштрасса12), построен
ные для периодов, равных й)х = 2а, O)^ = 2jbz

G(x, д', 1, ^) = -Aln о (w — ty) • б (w ^- Ф) I 
a (w — 7ф) • о (w н- i/J) I

(31)

где

Вычисление сигма-функций, входящих в правую часть (31), проще всего 
провести, использовав известную из теории эллиптических функций формулу13)

^=^'••■^т-

^2a, V = ^, Ч, = г(?))-
(32)

Тэта-функция фигурирующая в равенстве (32), имеет очень быстро схо
дящийся ряд Фурье; его мы и используем для наших расчетов:

^(r) = 2A^sin^FH-2A^sm3Jir4-2A^sin5jrr- ...,
(33)

*1) Теория несимметричной двухпроводной линии. Научно-технич. сборник по электро
связи, № 16, 1937.

12) К у p а н т и Г и л ь б e p т. Методы математической физики. Изд; 2-e, стр. 362.
13) А. Г у p в и ц. Теория аналитич. и эллиптич. функций, стр. 253.
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ции 
под

После этих замечаний перейдем к выводу расчетной формулы для функ- 
Грина G. Введем сокращающее запись обозначение выражения, стоящего 
знаком модуля в формуле (31):

r__ б (w — ty) ♦ б (w Ч- 1/>)
' a (w — чр) • a (w ч- ^) (34)

Подставляя в (34) вместо сигма-функций их значение из (32), найдем:

или [см. (33)]

Гsin — (w yjf) — A2 sin ^- (w
/_L 6>1 ' C01
' г я; . , Зя;

sm---- (w
«1

w ч 7p) — A2 sin — (w ч- -6>1

sin — (w — w}-- A2 silL cox K/
Г • ^ /sin — hL *h 
Г • ™ i sin — VL ©i

-^)H-...J

— ѵ)^-...]

V)^---J 

^) ч- ... J

(35)

\w ч- v>) — A2 sin ^- (w 
Wj

Перемножая ряды в числителе и знаменателе и деля результаты друг 
на друга, найдем после элементарных, но длинных тригонометрических вы
кладок:

sin — (w — w) ■ sin — (w ч- w) 
й)| Х ' 6)j

• ^ / —\ • ЗХ> i —ѵ
sin — (w — w) • sin — (w ч- w) 0! ' ' й)х '

cos ~ w ♦ sin ~ $ • sh ~- ^ ч- A4 D (w, ty) ч-..• J •
(36)

Выражения для D(w, ty) мы не будем выписывать вследствие его гро
моздкости. Дадим оценки членов ряда (36) при условии выполнения нера
венства:

(37)

Оценим сначала модуль второго члена ряда, стоящего в квадратных 
скобках в формуле (36):

8A2 cos — w * sin — £ • sh“7)| ^8A2sh Д-^ • ch ™~y~ 
a a ° a | ^ d a u

Учитывая неравенство (37) и формулы:

Az=e-'l"l, М = Т’
CL

получим окончательно:
I 8A2 cos — w • sin — § • sh — у | ^ 2Л.
I а а а |

Аналогично этому может быть дана оценка и для третьего члена 
ряда (36):

\h*D(w, ѵ)|<2(А2ч-Л3). (39)

(38)

у8>6^ 

f=e ш‘

/8^4.4
• e Ші

= 2h2e" ™
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Так как 6^a, то |г| и h удовлетворяют неравенствам:

M>1, h^e^ (40)

(для нормальной двухпроводной линии А = е~27Г).
Приведенные неравенства (40) и (39) показывают, что, независимо 

от размеров экрана, третий и высшие члены в формуле (36) могут быть 
отброшены, после чего она примет вид:

(41)

Переходя в этой формуле к модулю и подставляя результат в выраже
ние (31), получим, учитывая, что в виду вещественности величин й)х и А, 
rfo также вещественна14), расчетную формулу для функции Грина:

14) А. Гурвиц, loc. cit., стр. 277, формула (5), причем в обозначениях Гурвица индекс
нуль у допущен. ы

15) В случае квадратного экрана поправочный член также не превосходит U.U14.

где

(42)

^=^(хч-^); e = J(i,_7j).

Второй член в формуле (42) носит характер поправочного члена и по
этому часто может быть опущен. Действительно, оценивая его, легко найти 

|iln(14-16A2sin^hh^-9?sin^x-sh^^)|<^> (43)

т. e. уже для Ь^>2а этот поправочный член меньше 0.0006.
Вышеприведенная оценка (43) показывает, что для любых практических 

расчетов, за исключением, быть может, квадратного экрана15), формула для 
функции Грина G может быть написана так:

и 
и

в

G(x & „\__2_! (t?2«^-th2Q) (tg2e^th_2jj. (44)
U ^’ *’ S’ n' 4^ ln (tg2 a +- th2 7) (tg2 & H- th2 0) V™'

Все найденные оценки (38), (39) и (43) выведены при условии выполне
ния неравенства (37). Поэтому расчетные формулы для функции Грина (42) 

(44) справедливы также лишь при таком расположении источника (§, ??) 
точки наблюдения (x, #), когда

#^??<А. (37)

Существенность последнего замечания следует хотя бы из того, что 
формулу (44) не входит параметр b и, значит, без учета неравенства (37)

функция Грина определялась бы только размером одной из сторон прямо
угольника, что абсурдно.

Для доказательства универсальности формул (42) и (44) остается пока
зать, что при любом положении источника (£, ^) и точки наблюдения (x, у) 
внутри прямоугольника (экрана) вычисление функции Грина можно провести 
так, чтобы выполнялось неравенство (37). Действительно, рассмотрим все 
могущие представиться случаи расположения источника ($, ^) и точки наблю
дения (x, у). Таких случаев может быть четыре:

I. Источник (V = ^^-j^) и точка наблюдения (w = x+jy) находятся 
в нижней половине прямоугольника (рис. 3).
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IL V* и w находятся в верхней половине прямоугольника (рис. 4).
III. Ѵ’ и w находятся в разных половинах прямоугольника, но так, что 

при этом у + Ц^Ъ (рис. 5).
IV. ty и w находятся в разных половинах прямоугольника, но так, что 

у ч- щ > Ъ (рис. 6).
В первом и третьем случаях неравенство (37) непосредственно вы

полнено.
Второй случай легко может быть сведен к первому, так как в виду 

симметрии прямоугольника относительно прямой С—D (рис. 4) расчет 
функции Грина16) G(w, чр) эквивалентен расчету G(w*, ^p*).

16) Обозначение G (w, 7p) эквивалентно обозначению G (x, у; $, ??).

G(w, vO = G(w*, «/)*), (45)

где w* и ^*— зеркальные отображения точек w и ty в прямой С—Д. Ана
логичным образом четвертый случай может быть сведен к третьему.

Таким образом формулы (42) и (44) полностью разрешают поставленную 
в начале настоящего раздела задачу.

Рис. 4. Рис. 6.

Щ>

r__

• IV

• f
_ г>b

• ф

<w*

----- Z/

*Z

6. Расчетные формулы для волновых сопротивлений
Полученная нами формула (42) для функции Грина дает возможность 

получить расчетные формулы волновых сопротивлений, причем мы ограничимся 
случаем линии, несимметрия которой обусловлена исключительно оконечными 
устройствами. Канонические волновые сопротивления определяются в этом 
случае выражениями (28). Для подсчета входящих туда функций G^ и G^ 
используем формулу (42), после чего найдем:

- th -- 2^j
G^ = G (^, r^ ч- г; &, Vi)=2^ Ь—J—, (46a)

thTar

th — 6
^sGfe, ^ч-rf; ^, %)=^b^- (46b)

*h 2a d
При этом учтено (рис. 2), что

(01 = 2o, Іі = у> 2%4-rf=6, Г<2т?х, ^ = &,' ^2 = ^H-(/.

Равенства (46a), (46b) дают возможность написать окончательные расчетные 
формулы для волновых сопротивлений:

= 601n fi, (47)
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th^24,-th^rf 
e"=601n -̂-------- ^-й. (48)

th£r-th£6
Линия, симметричная вплоть до оконечных устройств, характеризуется 

единственным волновым сопротивлением (формула 29), которое после исполь
зования равенств (46a) и (46b) определится формулой:

th£^i*th£rf 
e=i20in-^--------- ^-й. (49)

*ТаГ-*ТаЬ

Значение входящих в формулы (47), (48) и (49) параметров at b, d, r и ^i 
очевидно из рис. 2, причем независимыми являются только первые четыре, 
так как

b-d
Vx 2

W=r*JZ/

^гг^
_t^

L

.

t3
I

7« Однопроводная линия в прямоугольном экране
Предыдущая теория может быть без всяких изменений распространена 

иа случай однопроводной линии, помещенной в прямоугольный (точнее 
квадратный) экран (рис. 7).

При этом электромагнитное поле внутри экрана опре
деляется теми же формулами (2) и (3). Однако потенциаль
ная функция g9, входящая в эти формулы, должна быть не
сколько изменена.

Действительно, в случае однопроводной линии потен
циальная функция 99 имеет внутри экрана только одну лога
рифмическую особенность на оси единственного провода. 
В остальном эта функция подчинена тем же условиям, что 
и прежде, и поэтому имеет вид:

y==(Ae^+Be-j^G(x, у, g, у).

Здесь А и В — постоянные, а § и ^ — координаты оси провода.
Линейная плотность заряда и ток, текущий по проводу, определяются 

и в этом случае равенствами, аналогичными формулам (14) и (15):

о = — eJ‘kz н- — e^kz^ 4n ^4я 9

r ecoA j^ _ €оВ jkz 
*~4nkc 4ndc

Напряжение U1Q между проводом и экраном, очевидно, равно значению 
потенциальной функции 99 на поверхности провода, например, в точке с коор
динатами x = §, y = rj^r (рис. 7):

U10 = (Ae^ + Be-№)G& y + r, ё\ у\

Ограничившись, как и в случае двухпроводной линии, чисто бегущей вол
ной, получим:

U^=AG(l,y^r, 1 rj)ejlcz

^kA^
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И наконец, волновое сопротивление однопроводной экранированной линии 
найдется из формулы:

е=^о = МС)
* / eo) ’

или в практических единицах для воздуха

p = 120jrGfi.

Для численных расчетов функции G используем формулу (44).
Если при этом учесть, что в нашем случае (рис. 7) a = b, Ѵ = ^=^ 

r^L2^ то получим расчетную формулу для волнового сопротивления однопро
водной экранированной линии:

th-
e = 601n—- ------ 4.4 Q.

thy-r2a

В заключение отметим, что большинство формул, полученных нами, 
годится для цилиндрических экранов любого сечения. Для этого следует только 
под функцией Грина G, входящей в эти формулы, подразумевать функцию 
Грина, построенную для контура, совпадающего с сечением экрана.

Ленинградский
электротехнический институт связи.

Поступило в Редакцию 
8 декабря 1938 г.
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ПОТЕРИ В ФИДЕРНЫХ УСТРОЙСТВАХ

Я, H. Фельд

В настоящей работе выводятся формулы для расчета сопротивления потерь: 1) двухпро
водной линии с учетом эффекта близости при различных радиусах проводов; 2) двухпровод
ной линии, помещенной в прямоугольный экран с учетом потерь в экране; 3) ленточного 
провода с учетом краевого эффекта.

1« Введение

В последнее время в радиотехнике, в связи с использованием коротких 
и ультракоротких волн, широко применяются различные типы фидерных 
устройств. Часто встречается необходимость в применении фидеров с пони
женным волновым сопротивлением и малым затуханием.

В случае использования для этой цели двухпроводной линии приходится 
делать последнюю из проводов большого диаметра, расположенных друг 
от друга на расстоянии, соизмеримом с радиусами проводов.

До настоящего времени при расчете сопротивления потерь таких систем 
продолжают пользоваться формулами, не учитывающими возрастания потерь 
вследствие эффекта близости, что в некоторых случаях приводит к значитель
ным ошибкам.

Как известно, эффект близости состоит в том, что вследствие взаимного 
влияния проводов нарушается осевая симметрия в распределении тока 
по сечению провода и возрастает сопротивление потерь.

На ряду с указанным типом применяются еще двухпроводные фидеры^ 
помещенные в экраны прямоугольного сечения. Для них вообще не суще
ствует методов расчета потерь, значительную долю которых составляют 
потери в экране.

И, наконец, большой интерес представляет определение сопротивления 
потерь ленточного провода. Существующие для этого формулы хотя и учиты
вают скин-эффект, однако недостаточно точны, так как они выведены в пре
небрежении краевым эффектом. Важность получения строгой формулы для 
сопротивления ленточного провода станет очевидной, если вспомнить, что 
ленточный провод является основной частью так называемых ленточных 
фидеров.

Целью нашей работы является получение удобных расчетных формул 
сопротивления потерь для перечисленных выше случаев. Потери в провод
нике определяются, как известно, распределением плотности тока в нем 
и объемной проводимОстью п. Таким образом задача сводится к определению 
плотности тока в сечении проводника. Непосредственное решение этой задачи; 
для проводников с конечной проводимостью п представляет в большинстве 
случаев почти непреодолимые в настоящий момент математические трудности. 
Если же задача и может быть строго решена, как, например, в случае двух
проводной симметричной линии [*] или ленты эллиптического сечения р],1 
то окончательные формулы получаются настолько громоздкими, что совер
шенно не годятся для инженерных расчетов.

*-~*»«»«КІ ДЛЯ>
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Поэтому мы в настоящей работе пойдем несколько иным путем.
Фидеры, употребляемые в радиотехнике, обладают настолько высокой 

проводимостью, что при коротких и ультракоротких волнах вследствие скин- 
эффекта ток течет в очень тонком слое у самой поверхности проводников. 
Толщина этого слоя *S' при расчете сопротивления потерь может €ыть при
нята равной „глубине погружения волны"2 (т. e. глубине, на которой ампли
туда тока убывает в e раз).

Примерно такая же картина распределения тока имеет место в идеально- 
проводящем фидере, где ток течет целиком по поверхности проводников. 
Поэтому в нашем случае можно считать, что токи в фидере с конечной 
(но большой) проводимостью определяются теми же формулами, что и при 
идеально провбдящем фидере, с той только разницей, что теперь эти токи 
текут не по поверхности, а в очень тонком слое толщины S, „Глубина погру
жения волны" *S на коротких волнах получается порядка 0.01 мм, а на ультра
коротких— 0.001 мм. Указанные соображения сводят нашу задачу к нахождению 
сопрбтивления потерь по заданному распределению тока, так как распреде
ление плотности Тока для интересующих нас типов фидеров в случае идеаль
ной проводимости последних изучено нами ранее [4| 5’ 6].

2. Сопротивление потерь двухпроводной линии с учетом эффекта близости

Рассмотрим двухпроводную линию, состоящую из двух параллельных 
проводов, причем для общности будем считать радиусы их различными.

Введем систему координат, в ко
торой боковые поверхности проводов 
совпадают с координатными поверхно
стями. К этим координатам проще всего 
притти при помощи конформного пре
образования плоскости z = const (z — 
ось, параллельная проводам), которую 
будем рассматривать как плоскость 
комплексного переменного % = x+jy, 
на плоскость переменного w-Qefl,

Совершая это преобразование при 
помощи дробно-линейной функции

^22_a 
£-ьа (1)

мы переведем круги, получающиеся от пересечения проводов с плоскостью § 
(рис. 1), в концентрические круги радиусов ех и р2 плоскости w (рис. 2).

Обозначая расстояние между центрами кру
гов и началом координат буквами dt и d29 легко 
устдновить соотношения между введенными нами 
параметрами, при которых формула (1) реализует 
указанное выше преобразование: 

rj2-ro2

(2)

где 2l=d^dz, a ^ и r2—радиусы проводов.
В системе координат Q, Ѳ, z, называемой обычно биполярной, квадрат 

элемента длины имеет вид:
dP = Лр2 dQ* ч- Ло2 d& +- dz\
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(4)

Коэффициенты Ляме Лр и h$ выражаются следующими формулами:3 

^Р~1-ь^—2^созб’ S=^P’

3 [4]> стр. 23.
4 #01 — обычное сопротивление провода с учетом скин-эффекта.

Связь между декартовыми координатами x, у, z и биполярными p, #, z, 
определяемая формулой (1), осталась такой же, как и в цитированной статье [4], 
тде изучалась симметричная линия; изменились только выражения для пара* 
метров a, pj и р2* Поэтому большинство формул, вывеДенных в статье [4], 
остается верным для линии с тх^т2. Так, например, последние члены фор
мул (32), (32a) [4], определяющие двухтактные токи, остаются справедливыми, 
если параметры а, рг и р2 определять выражениями (2).

Указанные формулы для поверхностной плотности токов первого и вто
рого проводов в несколько иных обозначениях примут вид:

iЛ
2rc&Q

4

Ч

4
e==0p

2^^o І0=02>
(5)

A=-4
Здесь /* и Z2— полные токи, текущие в проводах.

Как мы уже отмечали, при высокой частоте почти весь ток концентри
руется у поверхности проводов в узких кольцах Dx и Z>2, сопротивление 
которых на единицу длины проводов, без учета эффекта близости, обозначим 
буквами А?О1 и Я02.4

Считая, что распределение тока в линии с большой проводимостью 
выражается теми же формулами (5), что и при идеальной линии, и обозначая 
сопротивление единицы длины первого и второго провода с учетом эффекта 
близости буквами #x и #2, найдем:

^i — г дг [ Ф 2лг^і ^oi 1421 ^A
* Uq)

^4 — I [ 2 I Ф 2^Г2 ^02 I 42 I ^* I
2 (^) J

(6)

Интегрирование происходит по окружности проводов (рис. 1). Подста
вляя в формулы (6) выражения для z\ и і2 из уравнений (5), перепишем их так:

P __ л1^01Х & Г) __л2#02 zk &
^—^гу w А2~"^г Ф л/’

(М) <м *
или учитывая формулы (4) и то, что на окружности проводов

JZ = h^ rf9,
получим:

Ъ
tK

П #01 f 1 +- P12 ~ ?0i cos 9 .
2л J 2a0i ау’

0
2r

2J __г2 #02 Г 1 ~*~ ^22 — ^2 cos 9 J^
& 2тг J 2<і02 

0
Производя интегрирование, легко найти:

p __ Г1 1 "F012 D p ___ r2 1 ~*~022 D
Л1“а 20! к01>^2—а 202 к°2>

149



Потери в фидерных устройствах 709

Наконец, используя формулы (2), для а9 рх и р2 напишем окончательные 
выражения для сопротивления проводов двухпроводной линии с учетом 
эффекта близости:

01> R2 = (7)

Величины dT и d^ входящие в написанные выражения, определяются 
через расстояние между осями проводов 2/ и их радиусы — по формулам (2).

Из формул (7) следует, что когда провода линии касаются друг друга 
{оставаясь изолированными), то сопротивление проводов с учетом эффекта 
близости обращается в бесконечность, так как при этом rx = d19 a r2 = J2.

Такой, на первый взгляд, странный результат физически вполне поня
тен. Действительно, при этом линия касания проводов становится особой 
линией для потенциальной функции, и плотность тока на этой линии оказы
вается бесконечно большой, вследствие чего сопротивление обращается 
в бесконечность.

Рассмотрим еще два частных случая применения формул (7).

3. Провод, параллельный бесконечной плоскости

Этот случай может быть получен из предыдущего путем предельного 
перехода, при котором

Го^ OO
и 2

5 |3|, стр. 195-196.

2/^OO,

так что при этом выполняется следующее предельное равенство:

lim(2Z—г2) = 6,
l^co

г-г^т

где Ь — расстояние между осью провода и плоскостью.
Первая формула (7), которая теперь будет определять сопротивление 

провода, параллельного плоскости, в пределе примет вид: 

lim jj = b.
г2~>оо
г^оо

так как

Для совершения предельного перехода во второй формуле (7) напишем 
сначала выражение для сопротивления провода Л02, не учитывающее эффекта 
близости. Как известно из теории переменного тока, сопротивление провода 
с учетом скин-эффекта при высоких частотах имеет вид:5

здесь f—частота, а ох—удельная проводимость провода в CGSE. 
Подставляя это выражение во вторую формулу (7) и учитывая, что

lim ^y- — 1 
«2

Гѵ^СО
l^CD

lim(d*-rfi = b*-r*,
Г>«>аО
<->00
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710 Я. H. Фельд

найдеМ, переходя к пределу:
*-=v^=s/^'"- <’>

Эта формула определяет сопротивлейие плоскости, заменяющей обратный 
провод, с учетом эффекта близости.

4« Симметричная двухпроводная линия

Для линий, провода которых имеют одинаковые радиусы r, справедливы 
Следующие раѣенства:

■о*

Гі = г2 = г, t^ = ^ = Z.

Поэтому формулы (7) перепишутся так:

^i= ^2 = /-• ~~2 ^(

^-?

Следует отметить, что в предыдущих разделах мы определяли сопро
тивление двухпроводных линий только для нормальных двухтактных волн. 
Для однотактных волн формулы имели бы другой вид, так как распределение 
тока в проводе прй однотактных' волнах отлично от распределения при двух
тактных.6

6 См. нашу работу [4]. ч *
7 Г51 ^лпмѵ/я f2nV rmbr ятпм ѵптеттп. что Л = — In = L а внѵтои акоана дг9 0..€В&№я/^

Вводить понятие сопротивления потерь линии при наличии волн обоих 
типов не имеет смысла, так как это сопротивление оказывается зависящим 
от оконечных устройств линии 
характеризующим только линию

(10>

и поэтому не может служить параметром, 
и тип волн.

Так как в

У
^_,_T

*^1’
►

_ д

>

э
~4 ^j

-с,^д 

F? 
I

<4
₽•

3

5. Потери в прямоугольных экранах

Рассмотрим двухпроводную симметричную линию, помещенную в экран 
(рис. 3), внутренний контур сечения которого имеет форму прямоугольника 
со сторонами а и b. Если радиусы проводов малы по сравнению с размерами 
экрана и последний обладает идеальной проводимостью, то электромагнитное 
поле внутри экрана при чисто двухтактных бегущих волнах в проводах опре
деляется потенциальной функцией:7

y = ^Z[G(x, ^ £, m)-G(x, у; ^, ^J]; (11)

здесь /—ток, текущий в проводах; G(x,#;£, q) — функ
ция Грина, построенная для прямоугольника со сторо
нами а и 6; §х, ^i и £2, ^2 — координаты осей первого и 
второго провода; x, у— координаты точки наблюдения» 
с — электродинамическая постоянная.

Для определения поверхностной плотности тока г\ 
текущего по внутренней поверхности экрана, используем 
известную из электродинамики формулу:

‘ = £ЯѴ

где Л^ — составляющая напряженности магнитного поля, 
касательная к поверхности экрана.

нашем случае магнитные силовые линии лежат в плрскости# 
перпендикулярной к осям проводов, то ток в экране течет параллельно осям
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проводов. Вводя векторы r и n, совпадающие с направлением касательной 
и внутренней нормали к контуру экрана, легко получить:

(12)

Составляющие H связаны с <р при помощи равенств: 8

8 FL формула (3).
« [3], стр. 195-196

JT __ 1 d2<p JJ __ __ 1 <)-<Р ,__ __  .a^
x k% dy dz ’ У k% dx dz ’ 2 ^ с

Подставляя их в формулу для H^, найдем:

rj __ 1 <?2Ф .
т k2dzdn’ (13)

здесь z—ось, параллельная проводам.
Наконец, учитывая формулу (12), получим выражение для поверхностной 

плотности тока в экране:
с d2 ф 

4я&2 dz dn
(14)

Для определения потерь мощности в экране необходимо, очевидно, учесть 
конечную проводимость последнего ог Металлические экраны обладают обычно 
^настолько большой проводимостью, что при высоких частотах вследствие 
;скин-эффекта ток течет в очень тонком слое у внутренней поверхности экрана. 
Толщина этого слоя S, принимаемая равной „глубине погружения волны", 
определяется следующей формулой:9

aS=-_. с ■ см.
V2jrOj й)

(15)

Будем считать, как и ранее, что токи в экране с конечной проводи
мостью tfj определяются теми же формулами (14), (11), что и при 0^ = 00, 
с той только разницей, что при Oj=J=oo эти токи текут не по поверхности 
экрана, а в тонком слое толщины S.

Пользуясь только что сказанным, определим мощность, расходуемую 
на потери в элементе поверхностного слоя экрана длиною в 1 см, толщиною 
в £ см и шириною в dl см:

rfh=^iMp.
Интегрируя это выражение по внутреннему контуру сечения экрана L, 

найдем мощность, расходуемую на потери в единице длины экрана:

(Ь)

(16)

Формулы (14), (11) для тока и потенциала дают возможность переписать 
выракение для Рг так:

p-=2—J01 si Г ФI i <а‘ ~ G^> Г Л' <17>
(Ь)

где
Gi = G(x, у; £p 9jJ, G2 = G(x, у; §2, %). (18)

Так как при чисто бегущих волнах зависимость тока I от координаты z
вБіражается множителем ё,1а, где k = ^- (если внутри экрана находится воз-

дух), то
= |/2І

2aj S фІА^-СаГл. 
(*)

Л
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Деля полученное выражение на 2^> найдем сопротивление потерь еди

ницы длины экрана, отнесенное к току в проводах:

*'--=sHla^'^R'- <19)
(Ь)

Формула (19) может быть упрощена, если учесть следующие замечания.
Из симметрии системы отйосительно прямой 3—4 (рис. 3) следует, что 

разность Сг — G2 обращается в нуль на прямой 3—4.
Таким образом гармоническая функция Gr— G2 обращается в нуль 

на контуре прямоугольника 7—2—3—4 (рис. 3) и имеет там единственный 
полюс на оси первого провода. Поэтому на основании теоремы единственности 
для функций Грина разность Gx—G2 тождественно равна функции Грина gv 
построенной для прямоугольника 7—2—3—4 с полюсом в точке §А, %.

где

8i — Gi - С2-

Формула для Лэк., после сказанного, напишется так:

^1вк- = ЗагФ|дп&| & @0)

(i)

Входящая сюда функция Грина gr определяется формулой (44) [SJ:

_ _ 1 , (tg2gH-th2Q)(tgM^th2 7) ,91 ч
« ~ 4n Ш (tg2 а ч- th2 7) (tg2 іЗ ч- th2 9) ’ ' '

а=£(*—іі); г=£й/^-Чі);

£=£(х^,); e=£fr-41).
(21a)

Формула (21) дает достаточную точность при условии выполнения 
неравенства:

^ bУ + Ѣ<^*

Так как при нормальной работе фидера напряжение между проводами 
вдвое больше напряжения между проводом и экраном, то наиболее рациональ
ными размерами фидерного устройства будут те, при которых:

b = 2a = 2d,
§і=^=|;

здесь d—расстояние между осями проводов.
Для этого случая мы и проведем дальнейший расчет сопротивления 

по формуле (20).
Ta^ как прямоугольник 7—2—3—4 теперь обратится в квадрат со сто* 

роной, равной а, то, как легко сообразить, формула (20) может быть напи
сана так:

а

Дифференцируя в равенстве (21) gr по у и полагая затем у равным нулю,, 
получим после подстановки в (22):

а
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Производя замену переменного x в интеграле по формуле:

найдем:

я / а \ 
а = 2а[Х-2)’

1

J
—ѵ/4

Интеграл, стоящий в правой части, проще всего взять графически, 
после чего найдем:

или, учитывая формулу (15),

(23)

Аналогично предыдущему может быть рассчитан случай, когда 

64=2a.

Полное сопротивление потерь фидерного устройства получим, если к вели
чине Лек. прибавим сопротивление проводов Ліпр., на единицу длины с уче
том скин-эффекта. Зная волновое сопротивление фидера10 p, легко опреде
лить затухание фидера 0 по формуле:

10 См. формулу (49) fJ.
11 16і> формула_(22}.

б. Сопротивление ленточного провода с учетом краевого эффекта

Формулы для сопротивления ленточного провода прямоугольного сече
ния имеются в литературе (см. например[7]). Однако, как уже указывалось 
во введении, они недостаточно точны, так как при их выводе не учитывалось 
вдияние краев на распределение тока по контуру ленты.

Для того чтобы учесть также влияние краевого эффекта и получить 
вместе с тем достаточно простые формулы, мы заменим при расчете прямо
угольное сечение ленточного провода эквивалентным ему эллиптическим 
сечением.

Действительно, имея узкий прямоугольник со сторонами 2b и 2J, можно 
с большой точностью заменить его эквивалентным эллипсом с осями, равными 
соответственно 26 и 2d.

Фокусное расстояние эллипса 2a при этом будет равно:

(24)

В случае идеальной проводимости провода эллиптического сечения по
верхностная плотность тока z, текуЩего вдоль него, определяется формулой.11

I 1
2ma Ѵи02— ^2

Ъ

(25)

где I—полный ток, текущий по ленте, Щ = ~> v—криволинейная эллипти
ческая координата, пробегающая интервал — 1 ^ v <С 1 дважды при обходе 
по контуру эллипса.
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Длина элемента дуги эллипса определяется в эллиптических координатах
выражением:12

dl = hv dv = a -^^— ^ дѵ. (26)
Vl—t/2 ' '

Метод, примененный нами в предыдущих разделах, может быть исполь
зован и для расчета сопротивления потерь ленточного провода (обладающего 
конечной проводимостью ог) при достаточно высоких частотах.

Обозначая сопротивление единицы длины ленты буквой Rl9 найдем:

Интегрирование происходит по контуру эквивалентного эллипса.
Используя формулы (25) и (26), перепишем предыдущее выражение так:

1 Г dv
ri*Sajb) Vfl—i,2)(l—jt2v2)’

^=Т<1-
Полный эллиптический интеграл первого рода, входящий в формулу 

для R19 сокращенно обозначается K(k). Используя формулу (15) и указанное 
обозначение для эллиптического интеграла, получим окончательное выраже
ние для R^ __

*=s/?*wfi/“! <27>

к=±.K b

здесь вг измеряется в CGSE, a b — в сантиметрах.
Для расчетов по формуле (27) следует пользоваться таблицами[8] для

K(k)=F{k, ^),

или при значениях к, близких к единице, быстро сходящимся рядом:

ВД = a, + (l)S а2 Л” -.- (^)2 а, Л'4 + ■ ■ •,
где ---------- 4 I 

к'—уІ — к, ао = 1пу а2 = а0 — 1, а4 = а2- —
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ИЗЛУЧЕНИЕ И ВОЗБУЖДЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ 

КОЛЕБАНИЙ ЧЕРЕЗ ОТВЕРСТИЯ

Я. H. Фельд

В статье излагается метод решения электромагнитных.задач при наличии в 
пространстве металлических поверхностей с отверстиями.

Задача об излучении энергии через отверстия рассматривалась 
M. С. Нейманом [»].

Однако метод, предложенный им, содержит ряд допущений и
применим только к малым отверстиям. Метод, развиваемый в насто
ящей работе, обладает значительной принципиальной общностью и 
применим к решению различных электромагнитных задач при нали
чии в пространстве замкнутых металлических поверхностей с отвер
стиями.

Поля, рассматриваемые в дальнейшем, мы будем считать гармо
нически изменяющимися во времени с угловой частотой «».

Уравнения Максвелла для таких полей, если зависимость от вре
мени взята в форме &*, имеют вид

(!)

Здесь E и H — электрический и магнитный векторы поля, iст — век
тор плотности сторонних токов (источников), e,^,a — электромагнит
ные параметры среды, являющиеся в общем случае разрывными 
функциями координат, С—электродинамическая постоянная.

Рассмотрим предварительно вспомогательную задачу, которую 
будем называть смешанной граничной задачей электродинамики. За
ключается она в определении поля внутри замкнутой геометрической 
поверхности s по следующим данным:

1) на части Sj поверхности s задана тангенциальная составляю
щая1 электрического вектора E&

2) на оставшейся части а3 поверхности а задана тангенциальная
составляющая магнитного вектОра Я<;

3) внутри поверхности $ заданы источники ict. Как следует из
*теоремы единственности“[2], перечисленных данных вполне доста
точно для однозначного определения поля внутри s.

i Задать тангенциальную составляющую это значит задать ее величину и
направление.

Путь к решению этой задачи в основном намечен работами Зом* 
мерфельда[8] и Свешниковой [*]. Следуя ему, поместим в ТОЧку 
наблюдения А внутри поверхности s вспомогательный электрический 
диполь с моментом p, колеблющийся с частотой основного поля ®.
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При определении поля E', H', создаваемого этимдиполём, будем 
считать геометрическую поверхность s обладающей бесконечной 
электрической проводимостью в части Si и бесконечной магнитной 
проводимостью в части sa. Тогда, как известно [5], поле E', H' должно 
удовлетворять на поверхности s следующим граничным условиям:

1 См. статью 3 о м м ё p ф e л ь д а £®1.

8 Величина момента.диполя приатом принята равной p=s-—------- -.
4к« + /ш»

E/=0 на поверхности «„ 

Hf^=0 на поверхности s2.

Применяя к полям E, H и E', H' лемму Лорентца*, получим в 
нашем случае равенство

div [Е H'] - div [E' н] =— E' iет, (3)

С*

справедливое в точках регулярности обоих полей. Проинтегрируем 
равенство (3) по объему v, ограниченному поверхностью s, предва
рительно исключив из него места, где нарушается регулярность 
векторов полей. Тогда, применяя теорему Гаусса о преобразовании 
объемного интеграла в поверхностный и учитывая непрерывность 
гангенциальных составляющих доля на поверхностях разрыва пара
метров e, щ о, найдем

J ([EH'],-[E'H],)<fc=^jE'i"<fo. (4)

S^So ®'

Здесь s0— сфера бесконечно-малого радиуса, выключающая диполь, 
tt'— объем, ограниченный поверхностями s и s0, a n — вектор внеш
ней (по отношению к v') нормали к поверхностям s и s0. Перейдем 
в уравнении (4) к пределу, когда радиус сферы s0 стремится к нулю. 
Учитывая при этом характер особенности поля* 8 E', п' в месте на
хождения диполя и граничные условия (2), получим следующую фор
мулу •

E,W=lj
V

E' і«<й>4~1 С[Н'Е]ЯЛ4-

4rcJ

+lJtE-HJ,*,
%

(5)

где Ер— проекция вектора E на направление момента диполя p в 
месте нахождения последнего.

Так как точка нахождения вспомогательного диполя и направле
ние его момента произвольны, то, формула (5) полностью определяет 
электрический вектор E внутри поверхности s.
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Аналогично формуле (5) выводится выражение для магнитного 
вектораН. Для этого необходимо только заменить в точке наблю
дения А электрический диполь магнитным с моментом m.

Обозначая поле магнитного диполя буквами E", H" и считая, что 
условия (2) остаются в сйле, найдем, повторяя предыдущие рассуж
дения с учетом несколько видоизменившегося характера особенности 
поля4 в точке А,

4 МомейТ диполй принйт равиьім m=j —.
<0

5 Прй достаточйо вьісокйх частотах металл может считйться в задачах расСмат- 
рйваемого типа идеально-пройодящим.

в Излагаемый метод применим также при наличии нескольких отверстий.

H.W = - [ E" i “ dv + ± [ [Н- Е]я * +

v sv

+ ± pE"HJ,ds.

6’?

(6)

Формулы (5) и (6) остаются справедливыми и для внешней по 
отношению к s области. Однако при этом необходимо наложить на 
искомое и на вспомогательные поля требование выполнения на бес
конечности „принципа излучения® Зоммерфельда, а под v и n сле
дует понимать соответственно внещнее к s пространство и внешнюю 
(по отношению к последнему) нормаль к поверхности s.

Полученные формулы (5), (6) решают, таким образом, как внут
реннюю, так и внешнюю граничные задачи электродинамики и явля
ются по существу обобщением на случай уравнений Максвелла 
известных формул, дающих решение смешанной граничной задачи 
для уравнения Пуассона.

Роль функции Грина и ее производных играют при этом вспомо
гательные поля E', H' и E", H".

Следует отметить, что частный случай формулы (5) при iст = 0 и 
s2== 0 дан в работе Свешниковой[4].

Приступая к нашей основной задаче, рас
смотрим- произвольную полую идеально-про- 
водящую5 (” = 0) камеру (эндовибратор) с 
отверстием6 (рис 1). Наружную и внутрен
нюю поверхности ее обозначим соответ
ственно буквами sa и st. Затянув отверстие 
камеры поверхностью s0, разделим все про
странства на две части: наружную va, огра
ниченную поверхностью s0.4-s0, и внутрен
нюю Ф1г ограниченную поверхностью «/+$<>.

Для того чтобы одновременно решить 
две задачи: 1) об излучении энергии из по
лой камеры через отверстие и 2) о возбуж

дении полОй камеры через отверстие извне, зададим распределение 
источников iст как снаружи, так и внутри камеры.
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В дальнейшем нам будет удобно искомое поле7 в области v^ 

обозначать буквами E, H, а в области ѵа буквами G, *p. Определим 
поле E, H через значение тангенциальной составляющей Ef на повер- 
ности S/+^o- Для этого положим в формулах(5) и (6)s2—0, sj=s,4- 
+ $о> после чего, учитывая, чтона $;2^равнонулю(камераидеально- 
проводящая), найдем

7 То жё отпОсится и к вспомогательным полям.

4~Журнал экспериментальной и теоретической физики» Выц» 3*>4

VljE'i-* + lJCH'EJ,*I
І’і $0

"..= IJ E' '"*+*J[Н"Е]"*'
Vi SO

(7)

Напомним, что при нахождении вспомогательных полей E', H' и 
E", H" поверхность $z+ s0 должна считаться обладающей бесконечной 
электрической проводимостью. Поле (снаружи) Ф, § найдем через 
значение Qt на поверхности sa и через значение $, на поверхности 
s0. Для этого в формулах (5), (6) положим Si=Sa, s2=s0. Так как на 
sa ®/=0 и направление внешней (по отношению к ѵа) нормали к 

поверхности s0 равно — п, выражения для 6, § примут вид

^ ~ j ®'5 ст dv - ~ J[®'Й„ as;

Va *o
S>»= i'S* ' 1 ” Л ~ 4« f[®" ® ІЛ *■

Ѵа Ч

(8)

При определении Ф',£'иФ",<р"поверхностьзл(а0)предполагается 
обладающей бесконечной электрической (магнитной) проводимостью. 
Для дальнейшего важно отметить, что какую бы непрерывную по
следовательность значений£о;<(§ои)» заданныхна поверхности а0, мы 

■^ *♦ 
ни подставили бы в правую часть формул (7), (8), поле E, H(&,Jp), 
определяемое этими формулами, удовлетворяет в области vt (ѵа) урав- 
нениям Максвелла(І).

Пристремлении точки наблюдения к поверхности s^sJE^Q 
(CE^O), а пристремлении к s0 Е^Е0,(($е^$0,(),

Если бы при этом случайно оказалось, что тангенциальные со
ставляющие векторов поля непрерывны при переходе через поверх
ность s0, формулы (7) и (8)- решили бы нашу задачу определения 
поля во всем пространстве у{±фа.

Однако, так как значения тангенциальных составляющих поля на 
поверхности s0 неизвестны, а рассчитывать на только что указанную 
случайность не приходится, то формулы (7), (8) непосредственно не 
дают решения задачи, и мы вынуждены искать другой путь.

Ниже излагается метод, дающий возможность обойти это затруд
нение и путем последовательных приближений построить искомое 
решение.

Зададим на поверхности s0 произвольную непрерывную последо
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вательность значений Et, t. Подставив ее в правую часть (7), найдем 
некоторое поле Еъ Hi (а значит и Н1)( на $0).

Положив затем

&i,r=^i,f на s0,

определим по формулам (8) ®і и ^. Если при этом случайно ока
жется, что

^i,/=^iu на s0,

то наша задача решена, в противном же случае перейдем к следую
щему приближению. Для этого положим

Да, f^^ Фі, ^ на s0

и найдем по формулам (7) Е2 и Н2.
Положив затем

§2,#=772,^ на $0,

определим Ф2 и <р2 по формулам (8) и т. д. Продолжая этот процесс, 
получим две бесконечных последовательности:

Ei 11 ($о)
*

Ei, Hj ^й£

I________________t

ГТ-------------
Е2, Н2 

I
§2, ®2 
t

_ _________ I
д

• •
• • •

___________ j
I

ЕЯ,НЯ &п>$ 
t

___ __________________ I

Здесь стрелки показывают порядок перехода от одного прибли
жения к другому, а также тангенциальную составляющую, которая 
остается при этом непрерывной на s0. Из самого определения векто

ров Е„, Н„ и ®„, §„ следует, что

го1НЛІ) = ^^М«„) + £1-’;

rotE„(ej--------j^H„(§„)
V (9)
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и

Н„ • i---- &n ♦ t

^n t t^ ®Я—1 9 t

En,t—Q на st 
на Sn ^ __л

ея>/—0 на sa.
(10)

Если рассматриваемый нами процесс сходится, то

lim E„ = Е; 
n^> oo

1ітФ„=Ф;
n^ oo

1ітН„=Н; 
П^ oo

и векторы E, H, <£, § являются искомыми решениями, определяющими 
поле во всем пространстве ѵ^ѵа- Действительно, переходя в равен- 

~# »^ 
ствах(Э)8, (10) к пределу, при л^со убедимся, что E, H и Ф, § удов
летворяют уравнениям Максвелла (1) и граничным условиям 

8 При этом приходится менять местами порядок операций rot и перехода к пре* 
делу.

Ef—О на sz; на s0;

Ф,= 0 на Sa,

что и подтверждает сказанное, v
Из теоремы „единственности" следует, что построенное таким 

образом решение не зависит от выбора величины Et, t.
При рассмотрении задачи об излучении энергии через отверстие 

(гст = 0 внутри Va) условие

6,= 0 на sa

можно заменить следующим

&t=0 на Sa.

Это не изменит практически поля снаружи излучающей камеры 
и в то же время облегчит нахождение вспомогательных полей 

®', <р' и <Е", *p", так как даст возможность упростить граничные усло
вия, заменив их следующими:

W=0
&"=0

на so+$a.

Формулы (7), (8) при этом останутся в силе.
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О РАСЧЕТЕ СТАТИЧЕСКОЙ ЕМКОСТИ АНТЕНН

Я- H. Фельд

В статье приводятся примеры антенн, для которых неприменимы приближенные 
методы расчета емкости Xoy и Шулейкина,

Излагается способ расчета емкости произвольной системы проводников, с уче
том неравномерного распределения зарядов иа них.

§ 1. Введение

Строгий расчет емкости может быть выполнен фактически только 
для проводников простейшей геометрической формы.

Поэтому в технике для расчета емкости проводников сложной 
геометрической конфигурации применяіотся обычно приближенные 
методы или эмпирические формулы.

Такими методами являются, например, применяемые в радиотех
нике методы Шулейкинар] и Хоу[2].

Первый из них применим к ограниченному числу случаев, глав
ным образом к расчету емкости антенн, состоящих йз горизонталь
ных и вертикальных параллельных проводов одинакового радиуса. 
При этом емкость горизонтальной и вертикальной частей антенны 
рассчитывается отдельно, без учета их влияния друг на друга. Ме
тод Xoy обладает значительно большей универсальностью и 
применим к значительно большему числу случаев. Однако основное 
допущение Xoy о равномерном распределении поверхностной плот
ности зарядов на всех соединенных между собою проводниках иногда 
совершенно не соответствует действительности; применение метода 
Xoy часто приводит к значительным ошибкам.

К таким случаям следует отнести:
1. Г-образные, Т-образные и зонтичные сети с разветвленной го

ризонтальной частью, у которых снижением служит один или не
сколько свернутых в жгут проводов.

2. Зонтичные или иные антенны с горизонтальной частью, у ко
торых снижением служит тело изолированной у основания металли
ческой мачты, поддерживающей сеть.

3. И, наконец, вообще системы, куда входят проводники с сильно
различающимися радиусами.

В настоящей работе излагается общий метод, позволяющий рас
считать емкость системы проводников любой конфигурации, с уче
том неравномерного распределения зарядов на них.

Расчет емкости системы соединенных между собой проводников 
сводится к нахождению суммарного заряда системы Q по заданному 
потенциалу проводников % Емкостг определяется далее формулой:

Таким образом, найдя закон распределения пдотности зарядов на, 
проводниках, задачу об определении их емкости можно считать ре
шенной. Имея в виду применение рассматриваемого метода к рас
чету емкости антенн с учетом влияния окружающих предметов, мы
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разбираем в дальнейшем более обшуюзадачу— когда некоторые из 
проводников системы электрически не соединены между собой и 
имеют различные потенциалы.

§. 2. Расчет распределения плотности зарядов на проводниках

Рассмотрим произвольную систему проводников, часть которых 
может быть соединена между собой.

Наша задача сводится к нахождению распределения плотности 
зарядов на проводниках о по заданным потенциалам проводников <р.

Как известно из электростатики, эта задача допускает единствен
ное решение, удовлетворяющее интегральному уравнению Фредгольма 
первого рода:

Здесь?(а) — заданный потенциал в произвольной точке наблюде
ния а, находящейся на поверхности одного из проводников (само 
собой понятно, что <р (a) = const на поверхности каждого из провод
ников; интегрирование в правой части уравнения (!) производится 
по поверхностям s всех проводников), raq — расстояние между точ
кой наблюдения а и переменной точкой q, по координатам которой 
производится интегрирование, o(y)— искомая поверхностная плот
ность зарядов.

Применим для решения уравнения (1) приближенный метод.кото- 
рый может быть, однако, проведен с любой наперед заданной точ
ностью. Для этого разобьем поверхности проводников на отдельные 
части st (i=l, 2, 3, ., л)1, настолько малые, чтобы в пределах

1 Нумерация частей Sj, общая для всех проводников.

каждой из этих частей поверхностная плотность а могла быть при
нята постоянной; Тогда уравнение (1) можно переписать в следую
щем виде:

где О/ — плотность заряда на поверхности s,- (в силу сказанного выше, 
она вынесена за знак интеграла). Выбрав в пределах каждой поверх
ности sk (k—1, 2, , ri) произвольную точку ak (k~ 1, 2, ., . , n)
и положив в предыдущем уравнении последовательно:

Д! = iXj, iJj, tZg, • . , Gn,

придем к следующей системе уравнений, которой удовлетворяют 
искомые величины о, (і—1, 2, 3,. . , n):

11

(Л=1, 2, 3, . . . , n).
Окончательную систему уравнений для о{ получим, усреднив урав

нения (2) по соответствующим поверхностям sk. Учитывая, что по
тенциал <?(ак) остается постоянным, когда точка ак пробегает поверх
ность sk, найдем:

8*
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(3)

(Л=1, 2, 3, . . . , n).
Здесь <?k — потенциал поверхности sk.
И, наконец, вводя сокращенные обозначения2:

8 Здесь введено само собой понятное упрощение индексов при ds и r.
8 По терминологии, применяемой в методе Xoy.

(4)

перепишем уравнение (3) в виде:
п

(5)

(A==1, 2, 3, . . . , n).
Легко убедиться, что в пределе, когда n ~> oo так, что при этом st 

стремятся к нулю, приближенная система уравнений (5) переходит 
в точное уравнение (1).

Так как потенциалы проводников <рл заданы, то определение плот
ности зарядов сводится к решению системы, состоящей из n линей
ных уравнений с n неизвестными. Решение такой системы элементарно 
и в общем виде может быть дано в определителях, на чем мы не 
останавливаемся.

Для расчета коэффициентов blk [формула (4)], входящих в урав
нение (5), можно пользоваться кривыми, таблицами и формулами, 
применяемыми при расчете емкости по методу Xoy. Действительно, 
учитывая формулу (4), легко сообразить, что члены Ь'к oz, входящие 
в уравнение (5), представляют не что иное, как средний потенциал * 8, 
наведенный на поверхность sk зарядами, находящимися на поверх
ности Sf. Вводя обозначения

можно придать уравнениям (5) привычный для метода Xoy вид:

(5a)

(k — 1, 2, 3,. . . , n), с той только разницей, что, в отличие от ме
тода Xoy, плотности зарядов на различных поверхностях проводни
ков sz предполагаются различными.

Уравнение метода Xoy можно получить, положив в формулах (5) 
oz=o для любых i (ограничиваясь случаем соединенных между собой 
проводников), после чего найдем:

п

(6)

(^= 1, 2, 3, . . ., л).
Однако этой системе нельзя удовлетворить при заданных (рав

ных друг другу) значениях ?А; поэтому в методе Xoy задаются зна
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чением а и п® формуле (6) определяют потенциалы <pft различных ча
стей системы; последние получаются, вообще говоря, неравнымИ'Друг 
другу. Степень их неравенства и является критерием применимости 
метода Xoy.

Уравнениям (5) можно придать форму, совпадающую с формой 
известных уравнений Максвелла для потенциалов:

п

ъ- )PkiQi,

[k ~— 1, 2, 3, • • • , ft)t
где Q, = a,s, — заряд на поверхности s/t а

Величины ры, очевидно, играют роль потенциальных коэффициен
тов. Однако, так как уравнения (6), в отличие от упомянутых урав
нений Максвелла, являются.приближениыми.то формулу(ба) следует 
рассматривать как приближенное выражение для потенциальных 
коэффициентов.

Изложенный здесь способ позволяет с какой угодно точностью 
рассчитать как распределение зарядов, так и емкость любой системы 
проводников. Для этого необходимо только разбить поверхности 
проводников на достаточно малые элементы st.

§ 3. Пример

Рассчитаем емкость зонтичной антенны, имеющей следующие 
данные:

1. Зонтик антенны состоит из четырех симметрично расположен
ных лучей длиной 25 м, образующих с вертикалью угол 45°. Диа
метр луча — 5 мм.

2. Вертикальная часть антенны (снижение) состоит из трех парал
лельных проводов длиной 35 м, находящихся в одной плоскости. 
Средним проводом является металлическая изолированная у основа
ния мачта, поддерживающая антенну. Диаметр мачты—75 мм.

3. Крайние провода имеют диаметр 4 мм и натянуты параллельно 
мачте на расстоянии 1 м от нее.

Для сокращения расчета мы не будем учитывать влияния земли 
(что, однако, легко проделать, пользуясь принципом „зеркального 
изображения").

Разобьем антенну на три части: зонтик, мачту и крайние провода 
снижения. Будем считать поверхностную плотность заряда постоян
ной в пределах каждой из указанных частей и равной, соответствен
но, oi,jsb и а3. Для определения плотностей зарядов воспользуемся 
системой уравнений в форме (5a), которая в нашем случае принимает 
вид:

(7)

Так как все три части антенны электрически соединены между 
собой, то

?і = ’Рг = ?з“?.
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Для нахождения величины ®ср ы, означающей средний пОтенциал, 
наведенный на £-тую часть антенны зарядами, расположенными на 
z-той части, следует полностью использовать методику, формулы, 
таблицы и кривые метода Xoy, помня при этом, что ®Сри пропор
ционально с{.

Не останавливаясь на деталях расчета <рсри, подробные сведения 
о которых можно найти в любом курсе по радиосетям, приведем 
только окончательные уравнения для <з{, полученные в результате 
подстановки в (7) вычисленных значений <p Cpw:

6,00aj-^ll,25 ^ + 1,20 °3 = ?/2л; 
2,16a!4-49,00 а2^~2,60 а8 = ф/2те; 
2,16oi-^24,35 a24-4,8l а3 — <р/2^.

Решая эту систему относительно o-, найдем:
Oi = 0,129 f/2wj о2 = 0,009 <р/2тг; о3 = 0,104 <р/2тг.

По этим цифрам видно, что основное допущение метода Xoy 0 
постоянстве поверхностной плотности заряда вдоль антенны в нашем 
примере явно не выполняется.

Зная поверхностную плотность зарядов на различных частях ан
тенны, легко найти суммарный заряд Q, а затем и емкость антенны 
по формуле:

С=а~»»587 см.
•<Р
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Теорема взаимности в электродинамике, насколько нам известно, рас
сматривалась. тольКо для случая установившихся гармонических коле
баний (1,2). В настоящей работе теорема взаимности распространяется 
на неустановившиеся электромагнитные процессы, любым образом изме
няющиеся во времени.

Вывод этой теорёмы, как и в случее гармонических колебаний, про
ведем, используя лемму, являкйцуюся обобщением известной (1) леммы 
Лоренца.

і.Обобщенная лемма Лоренца. Рассмотрим двапроизвольных 

электромагнитных поля Е1г Ht и іЕ2, й2> удовлетворяющих в некоторой 
области пространства уравнениям Максвелла

(1)

J
при следующих'начальных условиях

(la)

Электромагнитные параметры среды e, ^, а, входящие в уравнения (1), 
в обще^ случае являются функциями пространственных координат. Иско
мую лемму проще всего получить, используя операционный метод. Для 
этого введем изображения векторов поля

(2)

связанные с соответствующими векторами поля известными интеграль
ными соотношениями Карсона и Бромвича (3).

Уравнения для изображений получим, .заменив в равенствах (1) опе-
д

ратор — параметром p-.

(3)

294
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Поскольку равенства (3) для изображений отличаются от уравнений 
Максвелла для гармонических установившихся колебаний только теьь 
чтовних/ш заменено параметром ^?,то для изображений, как и для векто
ров поля в случае гармонических колебаний, справедлива лемма Лоренца (') 

div [Ж «2 ] = div [ЖЖ] • (4)

Равенству (4) для изображений векторов поля соответствует, очевидно, 
некоторое уравнение, связывающее между собой вектора поля. Для на
хождения его разделим равенство (4) нар, после чего, применяя основные 
теоремы операционного йсчисления и, в частности,, теорему Бореля, найдем

J dlv [Ж (t — т) Ж (т)] dt = J dlv [Ж(т) Ж (/ — т)] d-. (5)

О 0

Интегрируя равенство (5) по произвольной области v, ограниченной по
верхностью s, внутри которой выполняются уравнения (1), и применяя 
затем теорему Гаусса, 'придадим равенству (5) более удобный для при
ложений вид

t t
f dx J [Ж (t - 7) Ж (?)] ds = f dt f [Ж(г) H,(t - Т)] ds. (ба)
0 J 0 д-

Вектора поля, фигурйрующие в формулах (5) и (5a), зависят также от 
пространственных координат, но для сокращения зациси это явно не от
мечено. Полученные равенства (5) и (5a) являются обобщениями леммы 
Лоренца на случай произвольных неустановившихся процессов, удовлет- 
йоряющих начальным условиям (la). Обобщенная лемма Лоренца может 
быть непосредственно использована для обоснованиятеоремывзаимности, 
к выводу которой мы и перейдем.

2. Теорема в'заимности. Рассмотрим теорему взаимности приме
нительно к двум произвольным антеннам, любым образом расположенным 
в пространстве с изменяющимися от точки к точке параметрами e, ^, о. 
Будем считать антенны идеально проводящими, т. e. токи в них теку
щими только по поверхностям, что в большой степени соответствует 
действительности для металлических проводников на- радиочастотах. 
Рассмотрение конечной проводимости антенн потребовало бы введения 
объемного распределения сторонних эдс и некоторогоусложнения леммы 
(5a), не изменяя ничего вокончательных результатах. Обозначим.поле, 
создаваемое первой антенной при приложении к ее поверхности сторон
ней эдс Е?, буквами Еѵ Ж (при этом вторая антенна играет роль при
емной). Поле, создаваемое второй антенной при приложении’к ее поверх
ности сторонней эдс Е™, обозначим буквами Е2, Н2 (первая антенна иг
рает роль приемной).

~> *“■> “^ —^
Применим к полям Elt Ht и Е2, Н2 обобщенную лемму Лоренца (5a), 

причем под поверхностью s будем подразумевать поверхности антенн 8Г 
и s?, ограничивающие пространство (заполненное электромагнитными 
полями) изнутри, и поверхность сферы бесконечно большого радиуса, 
ограничивающей пространство снаружи. Так как интеграл по пѳследней 
поверхности равен нулю, то равенство (5a) в нашем случае принимает вид

• /^/[Ж(^-^)Ж(^)]^=/</г/[адЖ(^-’)]^. (6)

О ^i4"^t 0 $і+$а

Для преобразования этого уравнения используем известные из элек
тродинамики условия для тангенциальных составляющих векторов поля
на поверхности идеальных проводников (антенн) с учетом приложенных
сторонних эдс: \

29а
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Здесь it и г2 — поверхностные плотности токов на первой и второй 

антеннах, когда они работают как приемные, a n—единичный вектор, 
норкальный к соответствующей поверхности. Умножнв уравнения (7a) 

векторно на n, придадим им несколько иной вид-.
^> /->^- \ ^ 4~Г^ "^”1
Ht = (nHJ n — — [ n £J на s,;

—^ / ~> ~> \ ^ 4r Г^ ^”1
H2 = ( n H2) n — ^ [ n «jJ. на S!.

•^
Подставляя эти значенияЯ в равенство (6) и учитывая условия (7), 
получим после элементарных преобразований искомую теорему взаимности 

t t
j*dt f ~Е\П (t — tj^ (т) ds= j dt j* Ег”* {t — ") ~Ч (*) ds. (8)
0 S, 0 5, ^-

B частном случае (обычно имеющем место на практике), когда сторонняя 
эдс приложена на небольшом линейном участке антенны, вдоль которого 
сила тока может считаться постоянной, теорема взаимности приобретает 
особенно наглядную форму:

f 1 >
j' /1 (T) ®i (t - т) ^ = f k (0 ®2 (^- *) dt. (9)
0 0

Здесь Zj и /, — полные токи в первой и второй антеннах (при работе их 
как приемные), протекающие на линейных участках, к которым прикла
дываются сторонние эдс при работе^ антенн как передающие, a ®t = 
= /я(тйги62==/££от«М—полные эдс, прикладываемые к антеннам 

(fW — элемент длины).
Рассмотрим еще теорему взаимности применительно к точечным источ

никам— электрическим диполям. Для этого применимлемму Лоренца (5a) 

к полям Et, Hi и Е2, Н2\ создаваемым электрическими диполями, находя
щимися соответртвенно в точках At и А2. Понимая под поверхностью s 
две бесконечно ' малых сферы s( и s2, выключающие места нахождения 
диполей At и A2t в которых нарушается регулярность векторов поля, 
перепишем равенство (5a) так

(10)
t t s

j' dt f [Д (t — т) H2 (t)J ds ==j dt J* [Д (^Д (t - т)] ds. 

0 Si+St ^1+Si

Цели в непосредственной близости к обоим диполям имеют' место одно
родные среды с параметрами г„ pu 6,='o* и e2, p^, а2 = о, то главная 
часть поля вблизи создавшего его диполя имеет

X ^ 9 “^
главная часть E =— grad divH — 4- ^^:

e & C- dft
Х‘-т)

c=

(11)главная часть H = — — rot П ; ff =
с dt r

гдер(і) — электрический момент диполя.

* Вне непосредственной окрестности диполей а может быть, произвольной функцией
координат.
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Переходя в равенстве (10) к пределу, устремляя радиусы сфер з( и s, 
к нулю и учитывая при этом формулы (11) и начальные условия (la), 
найдем после несложных вычислений*

* Вычисления эти мало отличаются от аналогичных вычислений, проделаижых 
Свешниковой (2) для случая гармонических установившихся колебаний.

t t
J T1 (т) -Ж (# - T) dz =J ^2(х)-Ж (t-i) dz. (12)

0 0
Здесь Ж(^г) — электрический вектор, созданный первым (вторым) дипо- 

.лем в месте нахождения второго (первого).
Равенство (12) и характеризует собой искомую теорему взаимности 

для случая электрических диполей.
Поступило
24 VI 1943

* ЦИТИРЬвАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
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я и к о в а, ЖРФХО (часть физич.), 59, № 5—6 (1937). 3 A. M. Э Ф p о с и A. M. Д а и ж-
левский, Операционное исчисление и контурньГе интегралы, 1937.
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Ti 14. Журнал экспериментальной и теоретичесКой физика* Вып. 9 

1944

ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ЛЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ ДИФФРАКЦИИ

Я- Фелйд

t В сТгтье дано полное решение первой граничной задачи электродинамики для 
гармонических колебаний. Полученные результаты использованы для приведения 
ряда задач электромагнитной диффракции к рещению интегральных уравнений 
Фредгольма 1-го рода.

§ 1. Первая граничная задача электродинамики

Значительное число задач электродинамики сводится к определению 
электромагнитного поля, создаваемогозадацными исгочникамивпространстве, 
ограниченном (изнутри или снаружи) металлическими поверхностями. К таким 
задачам относятся: диффракцияэлектромагнитных волн около металлических 
тел и экранов с отверстиями, возбуждение колебаний внутри металлических по- 
пых камер-эндовибраторов, излучение из эндовибраторов через отверстия и т. n.

Все задачи подобного типа фактически сводятся к .следующей. Требуется 
найти в пространстве v, ограниченном поверхностью s, поле с тангенциаль
ной составляющей электрического вектора, обращающейся у поверхности <$ 
в нуль 1. fl

1 Предполагается, что металлические поверхности обладают идеальной про
водимостью.

2 О граничных задачах электродинамики см. pJ. и [2].
3 Электрическая сила p связана с электрическим моментом диполя p' соотне- 

шением p = ^-p'. См.по этому поводу статьЮ Свешниковой pJ.

Эта задача является по существу частным случаем первой граничной 
задачи электродинамики 2, к формулировке и изучению которой мы и перей
дем. При этом отметим, что в настоящей работе мы б^дем заниматься исклю
чительно гармоническими колебаниями с угловой частотой ш.

Будем называть первой граничной задачей электродинамики задачу, при 
которой требуется определить электромагнитное поле в пространстве ^, 
ограниченном зцмкнутой поверхностью s, по заданным на ней тангенциаль
ным составляющим электрического вектора. Если внутри рассматриваемой 
поверхности 5 имеются источники,, то они должны считаться известными. Ниже 
будет доказано, что решение сформулированной задачи дается формулами: 

E (y') = fE"(V'^; A) z& + l J E' (q', & Г) d* - a (q') F (q),

Ь) (?),’ 0)
H(9')^jH"(?'^;A)rfs + 4fH'^’^^ ’̂ *

(*) Й
A=i(En), (1')

•
где использованы следующие обозначения:

E'(y',7;jCT), W'(^,^;jCT) — электрический и магнитный векторы, создавае
мые в точке q' вспомогательным электрическим дипопем, находящимся в 
точке q и обладающим элекігрической силой 3, равной jCT.
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Е"(/,?;А), Н"(#';?,А) — векторы поля, создаваемые в q’ вспомогатель
ным магнитным диполем, находящимся в q и обладающим магнитной силой 4, 
равной А.

4 Магнитная сила m связана с магнитным моментом диполя m' соотноше

нием m = -/-m'.7 с
6 Точка q' называется регулярной, если e., и, а и jCT в ней непрерывны, вклюМая 

их первые производныё.

При нахождении обоих вспомогательных поЛей E', H' и E", H" геометри
ческая прверхность 5 предполагается обладающей бесконечной электрической 
проводимоётьіо.

jCT — плотность сторонних токов (истр.чников).
n — единичный вектор наружной (по отношению к v) нормали к 5.
Et—тангенциальная составляющая электрического вектора, заданная на s, 

которую мы будем считать кусочнонепрерывной" (хотя под знаком векторного 
умножения в выражении для А стоит E, а це Et, легко сообразить, что А 
зависит только от р)е

q'— точка наблюдения.
q — переменная точка, по координатам которой производится интегриро

вание в формулах (1).
a(o'^=:--J- k ^-4то+^5 6

'Q ' 'Ack^q') ’ 1 с

e, p, а — электромагнитные параметры срелы, являющиеся кусочнопостоян
ными функциями координат.

с —электррдинамическая постоянная.
Наличие третьего члена в первой из формул (1) и отсутствие его во 

второй обусловлено отсутствием сторонних магнитных токов. Необходимо 
также отметить,’ что объемный интеграл в первой из формул (1) следуег 
понимать в смысле „главного значения* Коши.

Докажем прежде всего, что равенства (1) удовлетворяют в любой регу
лярной 5 точке q' внутри 5 нео інородным уравнениям Максвелла(неоднородность 

их обусловлена наличием в первом из них члена ~ jCT).

Первые члены (поверхностные интегралы) формул (1) определяют собфй 
некоторое электромагнитное поле, источники которого находятся на поверх-( 
нбсти s, а потому эти члены удовлетворяют однородным уравнениям Максвелла. 
Такимобразом, остается показать, что остальные члены формул ^1) 

е^Ц^Е'^'л; F)dv-a(q')f*(q'), )

(’) J (2)
h=4jH'(<7',?;r)<fc )

(») )

удовлетворяют неоднородным уравнениям Максвелла.
Действительно, подставив в первое уравнение Максвелла вместо вектора h. 

его значение из формул (2), а во второе уравнение Максвелла значение e 
из тех же формул, получим

k, (q) e = rot' ± J H' (q', q-, p) dv -£p (q'),

w
k2 (?) h — rot' ± J E' (q', q; jCT) dv — rot' { a (q') p (q')} ,

(3>

(<0 7

Здесь &2 = ^~]ю~, аштрихутоі означает, что при взятии этой операции 

переменной считается точка q', Теперь остается доказать, что уравнения (3)
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тождественны формулам (2). Для этого построим бесконечно малую сферу $0 
с центром в точке;^', ограничивающую объем vQi и запишем'первые члены 
правой части равенства (3) в виде 6

6 Здесь и ниже мы будем опускать аргументы у функций в тех случаях, когда 
это не может вызвать путаницы.

7 Здесь и ниже символом О(г~п) обозначены функции, удовлетворяющие усло- 
вйю 1ітг.лО(г“я)=±конечной величине.

r^0

rot' у ^ H' dv Ц- rot' Л f Wdv, ,

(^o) (*О ^)

rot'yJ E'dv_Y rot “ j E'ato,

(*o) (^)

где ^ — ^о + ^і-
В окрестности q электромагнитные векторы вспомогательного поля могут 

быть представлены так 7:

H' = rot'n + O(l) = -rot(/r((7))4-6x(r-0, I
В'“®й™*-«*-И + ОКЧ-(^.’)₽Н/+О,Г0. I

Здесь
Й=/Е f=~, k=Vt&, (5)

r — радиус-вектор, соединяющий точки q' и q.
Используя формулы (5) и известные теоремы о преобразовании объемных 

интегралов в поверхностные, найдем, учитывая, что при q=^q' Ех и H' обра
щаются в бесконечность:

( H'xfo== — f/(dsn,+ У Oi(r-1)^,

(Vo) M (ѵ0)

f E'dv- J(P dsl grad /+ з^ Г (?) + f Os (г"1) dv.

(tfo) io (®o)

Подставив это в выражения (4), получим две суммы, в которых всюду 
можно поменять местами порядок операции* rot' и интегрирования; Если 
учесть при ^том, что E' и H удовлетворяют однородным уравнениям Макс
велла, и затем перейти к пределу, стягивая s0 (а значит иѵ0) к нулю, 
выражения (4) примут следующий вид:

WjE'^4_gjcr^^ 
^W(W- (П

(V)

Заменяя в равенстве (3) первые члены правой частй равными им выраже
ниями (4'), получим формулы, тождественные равенствам (2), что и доказы
вает наше предложение.

Остается изучить поведение составляющих векторов E и H, определяемых 
формулами (1.), у поверхности 5.

Считая замкнутую поверхность 5 обладающей кусочнонепрерывно изме
няющимися касательной плоскостью и кривизной, условимся называть регу
лярными те точки поверхности^, в которых: 1)иепрерывна заданная тангенциальная 
составляющая электрического вектора Е<; 2) существуют непрерывно изме
няющиеся касательная плоскость и кривизна; 3) непрерывны изнутри, включая
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первые производные, электромагнитные параметры среды и плотность источ
ников jCT. ! '

Покажем теперь, что при стремлении (изнутри)7 точки наблюдения q' 
к произвольной регулярной точке qx поверхности $ тангенциальная составляю
щая вектора E, определяемого первой формулой (1), стремится кзаданному 
на ^ значению #/^). Переходя к доказательству, найдем прежде всего про
екцию вектора Е(^)на произвольное направление^^.= !), лежащее, в плос
кости, касательной к 5 вточке qv. Первое из равенств (1) дает для этой 
проекции выражение.

EtAq)^= f^^+yf Etldv^a(q')j”(q’). (6)

(s) (v)

Рассмотрим поведение поверхностного интеграла

W)=fE:^. (?)

U)

Подинтегральное выражение формулы (7), очевидно, может быть представлено 
в форме

MM^^^^(2M) + 0(l). ' (8)

Наличие двойки под знаком pofopa й этбм выражении обусловлено нахожде
нием магнитного диполя с магнитной силой А непосредственно у поверхно
сти s (при расчете вспомогательных полей s предполагается идеально про
водящей). Подставляя в равенство (8) вместо Аи /ихзначения из формул(Г) 
и (5') и производя несложные преобразования, найдем

^ (q!,.q; A)==4L. ((rn)E/,- (r Ё) n- } + Ох (1). (9)

Подставим полученное выражение в формулу- (7)
w w)=i f 7^ ds ~ І f 7Г «4ds 4- f01 (1)ds

(s) (i) , (s)

M исследуем поведение ^(^),.npH стремлении q'x точке.^, находящейся на$/
Второй и третий интегралы предыдущей формулы непрерывны в точке qv 

Второй — потому, что множитель д х, стоящий под интегралом, обращается 
в нуль в точке q—qu третий*—так как подинтегральное выражение Oj(l) 
непрерывно при r = 0. Чтоже касается первого интеграла, то’ он имеет ха
рактер потенциала двойного слоя и потому при стремлении q' к qt испыты- 
всег скачок, равный 5'v(ft). Аналогичный скачок, очевидно, испытывает и 
W(q'). Таким образом,

lim W)^H707i)+^G7i). (Ю)
^'^^

Легко показать, что U7(^) равно нулю. Действительно, под интегралом 
в формуле (7) для U7(^) при этом стоит величина E'' (^, q; А), равная нулю 
для всех точек q(=^=q^ поверхности s. А отсюда немедленно следует по 
самому определению интеграла равенство flZ(^) = 0, после чегоформула (10) 
принимает вид:

lirn W) = ^). (11)
4'^QL

Перейдем теперь к рассмотрению объемного интеграла 

W^q')==^E'dv, (12)

* n ^
входящего в формулу (6).
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Используя теорему взаимности для электрических диполей- [8], можно на
писать следующуф цепь равенств

8 Настолько малой, чтобы внутри ее все точки были регулярными в смысле 
сноски 3.

W, (д') =.£ J Е; (g, д; Я dv = | f j"E' (g, д'; tx) dv =

(©) (Zf)

=4 І*ггоіН^’ ?'; ^dv==(®) 1
= ± J Н’ (g, д'; tJ rot (£) dv~± [div [£н' (g, д'; tj] dv.

(і) (i)
Первыр из последних двух интегралов непрерывен в точке qu так как его 
подинтегральное выражение Имеет особенность типа г2; что же. касается 
последнего интеграла, то для анализа разобьем его на две части: на инте? 
грал по достаточно малой 8 области ѵІУ примыкающей непосредственно к тойг 
части 5, на которой находится дѵ и на интеграл по остальной части объема v. 
Последний интеграл, как легко сообразить, непрерывен в точке qx и потому 
^i (?) можно представить в форме

^i (tf) = -y f div [£н' (g, д'; tx)j dv + Г0 (д'), 03)

(tfl)
где W^(q')— функция, непрерывная в точке qv
Преобразовав при помощи теоремы Гаусса первый член предыдущей формулы 
с учетом того, что в точке q-q' подинтегральное выражение обращается 
в бесконечность, найдем для равенства (13) следующее выражение:

W.(g') = ^o(9')-4 f^FH'^^V)L^
(*)

2^(9')J"(/) Для g'czv1 (14у

0 для q' — qu 

где s*p—поверхность, ограничивающая ѵ{.
При выводе формулы (14) мы пользовались равенствами

Н'(?> ?'; tJ = rot(A) 4-0(1). (/a^), 
н'(?, ?рМ=о.

Рассмотрим несколько подробнее выражение, стоящее под знаком интеграла 
в формуле (14). Известная теорема взаимности для электрического и магнит
ного диполей [3] позволяет написать:

±[РН'(<7, д'; tJL = l(nFJH'(9,^ t^E^(g',g-, AJ,' (15) 

где. 1
A, = i(nj-J. (154

инте-

Испрльзуя это преобразование, придадим равенству (14) вид 

^,ta')=W)-7 [£,-(?',?;A1Hs-P“W)i?t(rt ’'с’’
І Ѵ> ?=?■■

Входящий сюда интеграл отличается от подробно исследованного ранее
Трала W(q') [формула (7)] только тем, что в нем вектор А заменен векто
ром Ар Это, в своЮ очередь, эквивалентно замене Ена — т^^Дсм. форму- 

, ^i
ды (Г) и (15')J. А поэтому, учитывая формулу (Ю), непрерывность W^(q) 
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в точке qr й только что сказанное, легко определить предел, к которому 
стремится U^(^') npH ^-^**4'p

limX(?)^^(?i) + «(?i)7"(?i)- (16)
q'^qi

Из равенства (12) немедленно следует, что U^(ft).==0, ибо выражение 
£' (? #> Н> срящее под знаком интеграла в этой формуле, обращается 
в нуль при q'r=^q1 как тангенциальная составляющая электрического вектора 
у идеально проводящей поверхности. Таким образом равенство (16) принимает 
вид

lim’iFf(?) = o(?i)/"(?i)» (17)
?-+9>

Формула (6) может быть, благодаря равенствам (7) и (12), переписана 
так:

£M= W) + w'i (?) - «-(?')ACT (?')•

Переходя в этом выр'аженйи к пределу при q'—>^пполучим, используя фор
мулы (11) и (17), искомый результат

lim E:,(Q') = ^iA4i)- (18)

9 Формулы (5) и (6) в статье [2]. Пользуюсь случаем отметить, что в формуле (5) 
’указ.тнной статьи ошибочно опущен член —^~/".

q-+4i

Проделанный выше анализ показываег, что формулы (1) действительно 
решают первую граничную задачу электродинамики при достаточно общих 
предположениях. Формулы (1) решают также внешнюю граничную задачу 
элекгродинамйки, если под областью v понимать наружное по отношению 
к поверхности s бесконечное пространство.' При этом, однако, необходимо, 
чтобы вспомогательны^ поля E , H и E", H' удовлетворяли на бесконечности 
^принципу излучения" Зоммерфельда. СИевидно, решение первой граничной 
задачиэлектродинамики возможно провести, пользуясь формулами (1), только 
для таких поверхнОстей s, для которых*известны вспомогательные поля E , H' 
и E", H". Однако применяя метод, совершенно аналогичный альтернирующему 
методу Шварца [4] (в теории потенциала), можно значительно расширить класс 
поверхностей, для которых может быть решена рассматриваемая задача.

Наряду с первой граничной задачей можно говорить такжё о второй 
граничной задаче, когда на замкнутой поверхносди s задана тангенциальная 
составляющая магнитного вектора, и, наконец, в общем случае, о смешанной 
граничной задаче[2]. Для последних двух задач легко могут быть написаны 
формулы, аналогичные формулам (1). Они получаются после несложных 
преобразований с использованием трех теорем взаимности [3] для электрических 
и магнитных диполей из формул, дднных нами ранее 9.

Следует подчеркнуть, что формулы типа (1) выгодно отличаются тем, что 
они очень просты по своей структуре и полностью определяют электрический 
и магцитный векторы (а не их проекции).

§ 2. Приведение задам электромагнитной диффракции к интегральным 
уравнениям

Результаты, полученные в предыдущем разделе, дают возможность при
вести целый ряд задач электромагнитной диффракции к решению интеграль
ных уравнений. Идею этого приведения мы подробно разберем на ряде при
меров, ограничившись (в целях простоты) диффракцией электромагнитных воли 
у бесконечной плоскости с отверстием.

Будем считать (как это обычно, делается) плоскость бесконечно тонкой 
и обладающей идеальной проводимостью (a^oo).
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Затянув отверстие в плоскости гебметрцческой плоской поверхностью ^ 
ограниченной конгуром / 10, разобьем пространство на две ^части^разделенные 
плоскостью* Среды, заполняющие обе части пространства, условимся считать 
однородными, обладающими постоянными, но, вообще юворя, различными 
электромагнитными параметрами.

io В обіцем случае, когда область s0 ябляется многосвязной, 1 может состоять 
из нескольких замкнутых кривых. г

и Но одну и ту же для обоих полупространств.

Если излучатели (источники поля), находящиеся с одной стороны плоскости^ 
заданы, то поле во всем пространстве может быть определено через значение 
Тангенциальной составляющей электрического вектора у поверхности отвер
стия s0. Действительно, для этого доститочно решить, используя формулы (1); 
первую граничную задачу для обоих полупространств. Роль ограничивающей 
поверкностия будет при этом играть бесконечная*пйоскость, разделяющая оба 
полупространства. Но так как тангенциальная составляющая электрического век
тора у идеально проводящей поверхности обращается в нуль, то поверхностные 
интегралы в формулах (1) фактически средутся к интегралам по поверхности 
отверстия s0. Искомое поле дрлжно, очевидно, удовлетворять: 1) уравнениям 
Максвелла во всем пространстве и 2) принципу излучения на бесконечности.

Кроме этого, тангенциальная составляющая электрического вектора должна:
3) обращаться в нуль у обеих сторон идеально проводящей плоскости и
4) быть непрерывной при переходе через поверхность отверстия s0; 5) танген
циальная составляющая магнитного вектора должна быть непрерывной при 
переходе через s^.

ИспоДУ.Х^к-Пррдзвольщ 
заданных на s0, и решая при помощи формул типа (!) граничные задачи для 
обоих полупространств, получим поле, удовлетворяющее первым четырем из 
вышеперечисленных пятй требований. Пятому требованию, очевидно, можно 
удовлетворить, выбирая соответствующим образом значения Et на s0. Дл£ 
это о необходимо только выразить пятое требование в математической форме, 
после чего оно сведется к уравнению, определяющему Et на s0*

Решим прежде всего задачу для „затемненного" полупространс.тва, в ко
тором отсутствуют источники по^я. Используя вторую из формул (1), найдем 
при этом следующее выражение для магнитного вектора:

H(7')=jH^',i7:A)^. (19)

(*o)

Так как среда, заполняющая полупространство, однородна, то H" мржно
*>

выразить через вектор Герца II при помощиеформулы

Н" (q', q-, A) = ^gfad'div' П 4~ А, П, (20)

где ■'•"’
II-2A^, A = l(En). (20)

Равенства (20) и (20') позволяют после несложных преобразований придать 
формуле (19) вид

H(7') = 2A, [ ^ Ads~i ,f grad^(Hds) +

(^o) (So),

+i^^(*11)- <21>
^кя2(1) r

Рассматриваемые ниже примеры удовлетворяют двум условиям

Hds = 0 на s0, )
Edl = 0 на 1, J (22)
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прикоторых выражение для H принимает особенно простую форму 

н (q') ^=2kt J e^ Ads, (23)

<*)
Решая граничную задачу для „освещенного* полупространства, в котором 

находятся источники, получим, днаяогичио предвдущему, формулу для магнит
ного вектора:

Н (q') = - 2A'. £  ̂А <&+± J H tf, q-, F) dv. (24).

Uof (tfo)

Здесь k^ и k' снабжены штрихами, так как в общем случае параметры 
„освещенного" полупространства отличны от параметров „неосвещенного*. 
Наличие минуса^перед первым членом в формуле (24) обусловлено измене
нием на противоположное направления положительной нормали к s0, входя
щей в выражение для А [формула (20 )]. И, наконец, объемный интеграл 
берется по пространству ^0, заполненному источниками j°T, которые предпо
лагаются находящимися на некотором расстоянии от поверхности отверстия $0.

, Полученные формулы (23) и (24) позволяют выразить требование 5 (о не
прерывности тангенциальной составляющей H при переходе через $0) в сле
дующей форме:

2*iJ-

(Jo) (Го)

Ч-| j* H'(tf', q; Г)<Іѵ при q' <= $0. (25)

, (*.)

При этом учтено, что на s0 нормальная составляющая H равна нулю [см. (22)]. 
Вводя сокращающее запись обозначение

e-jkr . t e~lk rG(q',q)=k.^-^-^^y- (26)

-Jkr , C е~’кгj-Ads = — 2k[ j ^y-Arfs^-

и учитывая фЪрмулу (1'), получим искомое интегральное уравнение, опреде
ляющее Et на s0:

J (EnJ G (q', q) ds = ^ J H1' (q', q; jCT) dv (q' C s0). (27)

(Го) (M

Это векторное интеграрьгіое уравнение может быть заменеио двумя ска
лярными.

Действительно, вводя декартову систему координат x, у, z так, чтобы 
проводящая плоскость совпала с плоскостью z = 0, а положительное направ
ление z с направлением n, найдем, проектируя уравнение (27) на оси у и x 

^E,Q(q',q)ds = f(q),

&) 
(¥ <= «о)

J E,G(q', q)ds-F(q'),

(Jo)

где
/(?')=-?{ H'y(q', q-,F)dv

(^o)
И

^(7') = y f H'*(q',q-,^dv

(Oo) '
— известные функции q .

(28)

(29)
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Равенства (28),являются независимыми однотипными интегральными урав- 
нениями ФредгольмаІ-города ссимметричнымядром Q(q',q) [см. (26)] ипол- 
ностью определяют тангенциальные ’составляющие Ех и Еу в плоскости 
отверстия $0.

Рассмотрим несколько конкретных примеров. Пусть отверстие s0 имеет 
форму кольца, ограниченного двумя концентрическими кругами, центр которых 
лежит в начале введенной выше системы координат. Если единственным источни
ком поля является диполь, находящийся вточке<г = а, x=j/ = 0, с электриче
ской силой p, параллельной оси г, то, благодаря симметрии, условия (22) ока
зываются выполненными. Функции f и F (29) при этом принимают вид:

/= 2nHy (q , q^ p), ^ ЗФ
F=2ntfJ^jp). /

Здесь qa— точка нахождения диполя.
Вводя цилиндрическую систему координат /?, ср, z, можно заменить урав-, 

нения (20) одним интегральным уравнением, определяющим радиальную состав
ляющую ER электрического вектора (£ф=-0у,

\ E^cos(tp-ff)G(q',q)ds=-2nH'^(q',q^p), (31)
Uo)

где у— азимут точки q, у' — азимут точки q'
Составляющая ER вследствие симметрии поля относительно оси zt очевидно, 

не зависит от у. Что касается, составляющих вектора H', входящих в фор
мулы (30) и (31), то они у плоскости 5 равны удвоенному значению соответ
ствующих составляющих поля электрического диполя, находящегося в одно
родной среде с параметрами „освещенного" полупррстранства. Рассмотрим 
еще один пример, когда отверстие $0 имеет форму щели, параллельной оси x, 
на которую падает со стороны положительных z плоская волна с магнитным 
вектором, поляризованным параллельно оси x. Так как составляющая Ех 
в этом случае равна нулю, то уравнения (28) сводятся к одному:

{EyG{q',q)ds = 2^H'x(q'}, (32)

(M
гдесоставляющая^(#') (q'c:s^ равца удвоенному значению магнитного 
вектора падающей волны

H'*(q) = 2eWy'^ *>. (33)

Здесь амплитуда падающей волны принята равной единице, а угол падения равен ср 0
Поскольку Еу не зависит от x, уравнение (32) можно написать в форме 

^ Ey J G (q', q) dx dy — Ьъгік'У'^ (34)

—а —оо

где 2а — ширина щели.
Используя известную формулу Зоммерфельда 12 и теорему Коши о вычетах, 

легко получить следующее равенство

/

00
j о (q', q) dx — *—/п {kr H& (k | у — y' |) ^- k\H^ (k' ]j — y' |)}

— 00

(H&)— функция' Ганкеля), которое даст возможностьпрйдатьуравнению (34-),вид

4-а
J Еу {k^ \k |j -y' I) + k\H^ (k' I у -y' I)} dy = 4jeW'** *. (35)

— д

12 См. [3], стр. 924, формула (1'1).
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Для случая, когда все пространство заполнено однородной средой (k = k', 
kx~k'v А2 = Л'), интегральное уравнение (35) особенноупрощается:

+,°
j E^{k\y-y'\)dy^=i^y'^.  (36)

Наметим в общих чертах метод решения уравнения (36). Для этого рас
смотрим прежде всего следующуюфункцию в плоскости х’, y':

V
ф(х',У)= 5 E^(kR)dy,

г~ а
R = V{y—yV-^-{x)2.

(37)

Функция ф является волновым „потенциалом", источники которого распреде- 
.лены с плотностью Еу на отрезке L(x' = O, —a^y'*^a) оси ординат, и 
удовлетворяет волновому уравнению.

Вблизи начала координат функция Ганкедя имеет вид
^2)(₽)=^ 1п₽ + &(₽),

где d (Л) — непрерывная в точке R = 0 функция. Поэтому для ф справедливы 
вытекающие из теории логарифмического потенциала равенства:

Ф/=Фе на £> (38 )

<ЭД \ .._ fjtyV __
dx'h \dxf)e — 4jEy на L. (Ж'У

Здесь ‘индекс i (e) обозначает предел соответствующего выражения, когда 
точка (x',y') стремится к точке x' = 0, y'=y отрезка L со стороны положитель
ных (отрицательных) иксов. Таким образом, для того чтобы решить интегральное 
уравнение (36), достаточно найти функцию ф [формулы (37)]. Из равенств (37) 
и (36) вытекаеу, что ф удовлетворяет следующей плоской граничной задаче:

1) ^'2ф4“А2ф = 0,

2) *ф,=фв == j j eiWsin *> на L,

3) ф на бесконечности удовлетворяет принципу излучения. ?

(39)

Как цзвестно, этими условиями ф однозначно определена. Обратно, исполь
зуя теорему Грина, легко показать, что функция ф, определяемая условиями (39), 
может быть истокообразно представленавформе (37). Этим самым устанавли
вается полная эквивалентность интегрального уравнения (36) и граничной задачи 
(39), решив которую, определим £^ поформуле (38").

Переходя к решению задачи ^9), введем в плоскости, x', y' эллиптиче
скую систему координат S, q, связанную с х\ y' равенствами

x'^=ashSsinq, 

y = achEcosq.

В этих координатах волновое уравнение имеет вид
> + ^ + ^ (сЬ 22 — cos 2Ч) ф = Q.

(40)

(41)

Отрезок L(x' = 0,.— a^y'^a) можно, очевидно, рассматривать как выро- 
дившийся эллипс с малой осью, равной нулю, совпадающий с координатной 
линией S = 0.

В новых координатах граничное условие нашей ’задачи [см. второе равен
ство (39)] перепишется так:

S==0. (42)

2 ЖЭТФ, № 9
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Из симадетрри граничных условий относитрльдо оси y.' ясно, что ф должно 
быть четнойфуцкццей q. Ищем частный интегралуравнени^ (4l)s виде произ
ведения Pi(4) A(^)* Тогда, разделяя переменные, найдем, чТо функции F{ и F2 
удовлетворяют уравнениям типа Матье [5j

^ + (1 _ 2h^ cos 2Ч) F, ■=■- 0, (43)

^§ + (-X4-2A2ch2S)F2^0. (44)

Здесь k=^kaj2, а 1 — постоянная разделения. Так как нас интересуют только 
четные периодические (т. e. однозначные на плоскости) решения уравнения (43) 
и удовлетворяющие принципу излучения решения уравнения (44), то Ft выра
жается при помощи четных периодических функций Матье [5]

Fj(^) = ce^(r^ Л2), « — О, 1, 2,..., (45)

a F2 через соответствующие им функции Матье — Ганкеля [5]

F2(B) = Ze„(> A2), п — 0, 1, 2,... (45)

Наиболее общее решение уравнения (41), которое может быть сконструиро
вано из функций (45) и (45'), имеет вид

<b^SB„ce„(4;A2)Ze„(5;A2), (46)
п—0

где Вп — постоянные. Граничное условие (42) при этом напишется так:
I QO
£В„се„(ч; *2)ZeJ0: A2)=j|e>*»’>

zz==O

Умцожая это выражение на ce^(r^ А2) и интегрируя по интервалу — п^т^тг, 
найдем, учитывая ортогональность функций Матье,

+п
^ = ^Zel(O;^) 1’ еіка Sin ¥oCOS 4z^ (ч; № 4n, Щ - 1, 2, 3,. ,. (47)

— л

При /zi^Q в предыдущем выражении вместо тг дсдано стоять 2д. Формуды 
(46) и (47) рещдют гравдчную задачу (39). Формула (38") может быть выражена 
в эллиптических коррдинатах

E =A2il 
у 2*e$h=o’

h^ — коэффициент Ляме.
Подставляя сюда значение ф из формулы (46), получим искомое решение 

интегрального уравнения (36):
0°

*Kv-’2Хсел<г*; Я Ч(°:л2)- (4»>
fyi=O) 0

Полученное выражение определяет Еу в плоскости отверстия s0. Для того что^ 
бы определить поле во всем пространстве, можно воспЪльзоваться формулами 
(1), подставив в их правую часть значение Еу из формулы (48). Мы не будем 
заниматься более детальным анализом формулы (48) и выражений для E и H 
в любой точке пространства, так как данная задача уже рассматривалась 
Стреттрм р] иным методом.

Способ, примененный длЯ решения интегрального уравнения (36), годится 
также для предыдущего примера [уравцения (28), (30)] при условии однород
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ности среды (^j--^j, k%-k'^ особенно в том случае, когда кольцо s0 вы
рождается (внутренний радиус его обращается в нуль или наружный в бес
конечность).

В заключение отметим, что сведение задач диффракцйи к интегральным 
уравнениям может быть проведено указанным методом не только для плоских 
экранов с отверстиями, но и для ряда задач при наличии сферических йли 
иных экранов с отверстиями.

Поступило в редакцию 
14 апреля 1944 г.
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ФИЗИКА

Я. Н. ФЕЛЬД

ГРАНИЧНО-НАЧАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ
(Представлено академиком 'H. Д. Папалекси 4 /X1944)

В настоящей работе мы займемся формулировкой и решением 
гранично-начальных задач электродинамики для любых неустано
вившихся колебаний.

Будем называть первой Г.-Н.З.Э. (Г.-Н.З.Э. — гранично-начальная 
задача электродинамики) задачу, при которой требуется опреде
лить для момента времени t = Z*  электромагнитное поле в про
странстве v, ограниченном замкнутой геометрической поверхностью s, 
по следующим данным:

* т — текущая координата времени, t — произвольная фиксированная коорди
ната времени.

** В (2) имели место нулевые начальные условия.

1. На поверхности s задана тангенциальная составляющая элек
трического вектора для O«Sx<£.

2. Внутри v заданы значения векторов поля для т = 0

Е = Я> Я=Д> при т = 0. (1)

3. Если внутри v имеются источники поля, то они считаются
известными.

4. Если пространство v простирается на бесконечность, то необ
ходимо потребовать, чтобы все источники находились на конечном 
расстоянии.

Аналогично формулируется также вторая Г.-Н.З.Э. с той только 
разницей, что в пункте 1 фигурирует не электрический, а магнит
ный вектор.

И, наконец, если на части st поверхности s задана тангенциаль
ная составляющая электрического, а на остальной части s2 — маг
нитного вектора, то эту задачу мы будем называть смешанной 
Г.-Н. 3. Э. Все эти задачи на основании теоремы единственности (1) 
имеют однозначное решение.

Для решения Г.-Н. 3. Э. мы используем обобщенную лемму Ло
ренца, полученную нами ранее (г), предварительно распространив 
ее на случай начальных условий типа (1). Применяя тот же метод, 
что и в (2), получим, учитывая более общие'начальные условия (1)**,  
следующее выражение для обобщенной леммы Лоренца

t
J {div [1 (t — т) Д (т)] — div [Д (т) И (t - T)JJcfr =

= ^{н0Д(О-Ж,оЯ(^)}+-{Д)О^(0-ад(о} - (2)

\ с с
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Здесь E, H и Ev Ht — два произвольных поля, удовлетворяющих 

уравнениямМаксвелла,аЕ0, Н0 и Ei,o, Ні,о — ихзначения для x = o.
Переходя к решению первой Г.-Н.З.Э., будем считать, что вну

три v имеются точечные источники — электрические диполи с мо- 

ментамит?я, находящиеся в точках qn(n = l, 2,..., к). Проводи
мость а внутри v примем равной нулю.

Используем лемму (2), подразумевая под E, H искомое поле, 

а под Ех, Нх— поле вспомогательного электрического диполя, по
мещенного в точку наблюдения q'. Поле вспомогательногоэлектри- 
ческого диполя удовлетворяет условиям:

I. Тангенциальная составляющая вектора Е± обращается в нуль 
у поверхности s.

-^- “>
II. Ei,o = Hi,o = O внутриѵ. "

III. Момент вспомогательного диполя p постоянен по направле--
нию и равен '

1° при Т<О,

при О<т^Х, (3)

при т > X. '

Здесь Х — произвольный положительный параметр. Функция ^(т) 
непрерывна до второй производной включительно. Учитывая все 
это, проинтегрируем равенство (2) по объему v, исключив из него 
предварительно при помощи бесконечно малых сфер точки нахож
дения источников qn и вспомогательного диполя q'. После сравни
тельно несложных, но длинных преобразований найдем

Q'

У (т) E (t — т) dx — ^Pit) Д

Входящий сюда (и в последующие формулы (6), (7)) объемный ин
теграл следует понимать в смысле «главного значения» Коши. 
Индексы q' и qnt стоящие у фигурных скобок в левой части (4), 
указывают, что значения величин, стоящих в этих скобках, берутся 

^ ^ ^ 7?соответственно в точках q' и qn. Векторыр, p'(T),E^, ^явноили 
неявно зависят от произвольного положительного параметра k (см. 
формулу (3)). Поэтому, используялегко доказываемые при помощи (3) 
равенства

t > )
E//)=top(x)E(^-T)dT, I (5)

limp(O = l при £>O J
k^>0 '

1Я2
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(6)

и переходя в уравнении (4) к пределу при X^o, найдем

EP(t, q') = ±Ep(Q, g')-hm^pxjptf-t)^(t)Jds + 

о (s)

n = Яп

Здесь Ep(t, q') означает проекцию искомого вектораТ? на направ

ление момента p вспомогательного диполя, причем, в отличие от 
Остального изложения, явно отмечена зависимость Ер не только от 
времени, но и от точки наблюдения q'.

Заменив вспомогательный электрический диполь магнитным 
“>• —> —^

с моментом m и векторами поля Е2, Н2, удовлетворяющими тем же 
условиям I, II, III, что и в случае электрического диполя, найдем 
аналогично предыдущему

t
Hm (t, q') = ^- Нт (0, q') + lim £ j dx j p (t- т) Н2 (т)] ds -

о (*s)

(7)

Так как местонахождение вспомбгательных диполей и направление 
их моментов произвольны, то формулы (6) и (7) решают нашу за
дачу, определяя поле по заданным граничным и начальным услови
ям. Пределы функции (3) и ее производной при X^o представляют 
собой «единичный толчок» и импульсную функцию Дирака. По- 

“> “> “^ “^
этому, понимая под векторами Eu Ht и Е2, Н2 поля, созданные ди
полями, моменты которых изменяются по закону «единичного толч
ка», можно было бы формально написать формулы (6), (7) без зна
ков lim.

Метод решения второй и смешанной Г.-Н.З.Э. остается тем же 
с той только разницей, что в случае второй задачи в граничном 

“> ^
условии I вектор Е± заменяется вектором Нѵ

В случае смешанной задачи условие I формулируется так:
I. На части st поверхности s равна нулю тангенциальная соста- 

~>
вляющая Е1г а на остальной части s2 — тангенциальная составляю
щая Нх.

Различие в граничных условиях I приводит к само собой по
нятным (см. лемму (2)) видоизменениям поверхностного интеграла 
в формулах (6), (7).

В остальном они остаются без изменений.

183

185



В заключение отметим, что формулы (6), (7) выведены при усло
вии непрерывности моментов источников рп(ъ) и их производных 
Pn' (x)> Pn" (х)- Однако, рассматривая всякое скачкообразное измене
ние при помощи формул, аналогичных формуле (3), как предел не
прерывного, получим возможность использовать выражения (6), (7) 
для рассмотрения любых мгновенных включений и выключений 
и сточников.

Поступило 
1VI1944

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
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ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА.

Я. H. ФЕЛЬД

ОБЩАЯ ТЕОРЕМА ВЗАИМНОСТИ В ТЕОРИИ 
ПРИЕМНО-НЕРЕДАЮЩИХ АНТЕНН

(Представлено академиком H. Д. Папалекси 41X1944)

Теорема взаимности для двух произвольных антенн при гармо
нических колебаниях одной и той же частоты f записывается сле
дующим образом(1_3):

l(D^ = /(2)@2, (1)

где № и /(2) — токи, протекающие .через клеммы первой и второй 
антенн, когда они работают как приемные, а ®х и Сг2— полные эдс 
генераторов, присоединенных к клеммам антенн, когда последние 
работают как передающие. Причем, когда одна из антенн является 
передающей, другая работает приемной, и наоборот.

* Клеммы при этом следует представлять себе замкнутыми накоротко линей
ным' идеальным проводником, вдоль которого и приложена сторонняя эдс.

Теорема (1), однако, справедлива только при условии равенства 
внутренних (комплексных) сопротивлений генераторов зх и z2 соот
ветствующим сопротивлениям приемников tW и z(2), подключаемых 
к клеммам антенн при работе их как приемные. В общем случае, 
когда указанные равенства не выполняются, теорема (1) должна 
быть заменена более общей, выводу которой посвящена настоящая 
заметка.

Остановимся прежде всего на методе учета генераторов и при
емников, подключаемых к клеммам антенн. Проще всего это можно 
сделать, заменив реальную систему, состоящую из антенны с гене
ратором или приемником, одной антенной, у которой на участке 
между клеммами приложена сторонняя эдс*,  подобранная так, 
чтобы распределение токов и зарядов в антенне не изменилось.

В случае передачи эта эдс должна быть равна напряжению, 
создаваемому генератором на клеммах антенны, т. e.

6” = ®1 A®1 == A^ali ®”= ®2 A^2 = A^a2' (2)

Здесь /х и /2 — токи, текущие через клеммы первой и второй ан
тенн при работе их передающими, a zal и za2— сопротивления ан
тенн, отнесенные к их клеммам. Остальные обозначения те же, что 
и выше.

Для приемной антенны сторонняя эдс, очевидно, равна взятому 
с обратным знаком падению напряжения в приемнике

g(D ст _ _ I(l)zWt g(2) СТ _ _/(%(2). (3)

Таким образом, вводя в случае приема фиктивную стороннюю эдс, 
эквивалентную влиянию приемника, мы формально сводим прием
ную антенну к передающей.
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Обозначим поле, создаваемое антеннами, когда к первой из них 
(передающей) приложена сторонняя эдс @JT, а к второй (приемной) 

®(2)ст, буквами E', H'. Поле, создаваемое антеннами при приложе
нии к первой из них (приемной) сторонней эдс @<І)СТ, а ко второй 

(передающей) @2Т, обозначим буквами E", H".
Оба введенных поля удовлетворяют всюду, за исключением то

чек приложения сторонних эдс *,  лемме Лоренца (4)

* А также поверхностей раздела двух сред» что, однако, не существенно для 
дальнейшего, так как на них остается непрерывной величина [ЕЩп.

** Закон распределения напряженностей сторонних эдс безразличен, так как 
они приложены вдоль неизмеримо малых по сравнению с длиной волны линейных 
проводников.

*** Так как Іх и 12 во много раз меньше длины волны.

• div [E' H"J = div p" H' ]. (4)

В нашем случае сторонние эдс приложены к поверхностям sr 
и s2 идеальных проводников, закорачивающих клеммы первой и 
второй антенн (см. сноску настр. 503). Поэтому, интегрируя равен
ство^) по всему бесконечному пространству, ограниченному изну
три поверхностями sx и s2, и применяя затем теорему Гаусса, по
лучим

J p'H"Jds= J ph?]X-. (5)
$1+$2 ^14“«?2

Используем граничные условия для тангенциальных составляю
щих векторов поля у поверхности идеальных проводников при на
личии приложенных к ним сторонних эдс. В нашем случае эти 
условия имеют вид:

E' = -E'^-, р] = -?; 1
с 1 на (6>

Е/ = -Ют;ГпЯ"1 = -Т"; I siH s2’
1 L J c J

где i' и ~г" — поверхностнііе плотности токов, соответствующие по- 
“>■ “>. “^ “^ “^

лям E', H и E", Н"; n — единичный вектор, нормальный к соответ
ствующей поверхности; Еп и Есг—напряженности сторонних эдс 
/ ~> —> -^ —> \ 
увозбуждающих поля E, H' и E", Н"), связанные с соответствую
щими сторонними эдс очевидными равенствами**  ***:

gCT = j*  £' c^. g(2) ст = j*  ^, cr^.

Gi) (M

g(l) ст _ J E''^Tl- ®2Т= / E" с.т dl.

('1) (W

Интегрирование в формулах (7) производится по длинам Іх и Z2 
линейных участков первой и второй антенн, к которым приклады
ваются сторонние эдс (см. сноску на стр. 503).

Подставляя значение Et и Ht из формул (6) в равенство (5), 
найдем после элементарных преобразований

/ fFsст — ЛЕ"СТ) ds = J (fE"ст — ~^Есг) ds. (8)

5i St
^- ^>

Векторы i', i" не изменяются вдоль длины Іг и Z2 линейных про
водников * **,  совпадают по направлению с их осями и связаны с пол
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ными токами, протекающими через клеммы антенн, очевидными ра
венствами:

'■=£™;''М"Ч w

(і>) (й) f
/(І) p"dZ; /2 = fi"dl. J 

(ii) (i,)

Здесь Lx и L2 — контуры сечения проводников, закорачивающих 
клеммы первой и второй антенн.

Учитывая формулы (7) и (9), можно придать уравнению (8) сле
дующий вид:

/(l)gci _ /^d) СТ _ /(2)@CT _ /2@(2) ст (10)

Полученное равенство и представляет собой общую теорему 
взаимности для приемно-передающих антенн. Входящие в нее сто
ронние эдс определяются формулами (2), (3) и имеют простой фи
зический смысл. Теорему (10) можно также записать, используя 
формулы (2), (3), в следующих двух эквивалентных формах:

/(«Л (^ + г<») = 1<Ы2 (za2 4- ^) (11)
и

/(DW ^+*(1) = /(2)g ^ + ^ . (12).

гаі ”Ь gt гаг 4" г2

Из последнего выражения, между прочим, видно, что в частном 
случае, когда гх = z<» и z2 = г№, общая теорема взаимности пере
ходит в известную теорему (1).

Если ввести, как это обычно делается в теории приемных ан
тенн, понятие о полной эдс приемной антенны при помощи формул 

6<1) = /(D (Zel + 2*0); g(2) = /2 (zo2 4- z<2)),

то равенство (11) можно записать в особенно сжатом виде:
/!@W = 4g(2). (13).

Эта форма общей теоремы весьма сходна с теоремой (1), но, как 
видно из предыдущего, ей не эквивалентна.

Способом, аналогичным использованному здесь, может быть 
также обобщена теорема взаимности(5) для несинусоидальных 
колебаний.

Поступило 
25 VII1944
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Доклады Академии Наук СССР
1946. Том Ы, № 2

ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. H. ФЕЛЬД

ДИФРАКЦИОННЫЕ АНТЕННЫ С ОСЕВОЙ СИММЕТРИЕЙ
(Представлено академиком В. А. Фоком 25 [.X 1945)

§ 1. Общая теория. В настоящей работе мы займемся изу
чением некоторых типов дифракционных антенн, получающихся 
после проведения соответствующих разрезов на поверхности эндо- 
вибратов. Рассмотрим произвольный эндовибратор, являющийся те
лом вращения с осью симметрии z. Будем считать его поверхность 
бесконечно тонкой и идеально проводящей. Пусть в эндовибраторе 
возбуждается симметричное относительно оси z поле, электрические 
линии которого лежат в плоскостях, проходящих через ось z, а 
магнитные образуют систему кругов с центрами на этой же оси. 
Для определенности будем считать, что поле возбуждается гармо
нически колеблющимся, диполем, находящимся в точке qa оси z с 

-^ 
электрической силой p*,  параллельной последней.

* ^ 4ла —joie -^ ^,
P ~ р'> тде р — момент диполя.

Чтобы превратить эндовибратор в излучающую дифракционную 
антенну, следует провести на нем разрезы, пересекающие линии тока.
Поэтому вырежем из поверхности эндовибратора 
ряд узких поясков sv (v = 1,2,..., m) ширины d,, 
каждый из которых ограничен двумя паралле
лями (см. рисунок). Обозначим внутреннюю и 
наружную стороны оставшейся металлической 
поверхности эндовибратора буквами s{ и se. Иско
мое поле разрезанного таким образом эндовибра

тора обозначим (внутри и снаружи) буквами E, 
^ г\ ~^ ”^
H. Оба вект’ора E и H остаются, очевидно, не-
прерывнымиприпереходечерез отверстия s,, а тан-

“^ 
генциальная составляющая E обращается в нуль 
на S/ и se. Исключим при помощи бесконечно малой сферы s' воз
буждающий диполь из внутреннего объема эндовибратора vt и при
меним к нему лемму Лоренца (1)

J* {[иЖ] — [Жя]}гіз = 0 (v = i,2,...,w).

ft + &ju + i')
(1)

Здесь E, H — искомое поле, &EK, H,— вспомогательные поля, за
данные внутри ѵ{ при помощи условий:

"> “>
1) E,, H, регулярны всюду внутри ѵ$

Ш
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(2)
r^r^*^*Tl (0 на s»

2 L«L^«JJ=^^ (v,n=l,2,...,m),
^ вуО^р. на Sp.

где n — единичный вектор наружной нормали к поверхностям, 8Ѵ)Х— 

единичный тензор, a e, — заданный на s., вектор, касательный к s,, 
который мы определим ниже.

Стягивая сферу s' к точке нахождения диполя д0 и учитывая 

граничные условия для E и E^, преобразуем равенства (1) к виду: 
J {[SHv] — [XH’]8vp.}ds=47r^B(g0) (ѵ=1,2...........m). (3)

(*M
Применив лемму Лоренца к внешнему пространству ѵе, ограничен- 

m 
ному изнутри поверхностью (se+^^Sp), найдем

§ |[E«J — [@,H]}ds = O (v=i,2,...,OT). (4)

(se + SM
^ ~>

Здесь ®,, &, — новые вспомогательные поля, заданные внутри ѵе 
при помощи условий:

“> ^*

1) S,, £>ѵ регулярны всюду внутри ѵе и удовлетворяют на беско
нечности «принципу излучения»;

0 на se
> (v; p-=i, 2,.,., m).

k ву Syu, на Sn,
^ “^ “^ "^ “^ 

Векторы e, те же, что и в формуле (2). Поля E„, id, и @ѵ, £ѵ, оп
ределенные соответственно в областях vt и ѵе, не являются аналити
ческим продолжением друг друга через отверстие s,, ибо [ n [н,п]] =£ 

Ж?.»]]

Граничные условия для E., и й, на поверхностях 
s,x('x = l,2,...m) позволяют придать формуле(4)следующее 
жение:

2) [»[&»]] =

на Sv.

(5)

se и 
выра-

•J {[я$,]-[е,н]8,а)<&=0 (v=i,2...,7w). (6)

. (S M
Вычитая попарно полученные равенства из уравнений (3), полу

чим важную для дальнейшего формулу
/ [я(яч—^)]<& = 4те^Гвч(#0) (v=i,2,...,w). (7)

ffM
Введем криволинейную ортогональную систему координат т(, <р 

на поверхности s,+Ls^ эндовибратора, где <р — уголповорота вокруг 
оси z. Искомое поле, очевидно, не зависит от <р, вспомогательные 

поля также не будут зависеть от <р, если векторы e-, определить на 
s., равенствами

*v
е<=(е.,)р.=Д(7|'; a,^v^b,-, j'f,(^)h^d, = l (v = l,2,...,m): (8) 

«V

a., и дѵ — значения координаты ѵ| на границахпояскав, (см.рисунок), 
a hr)— коэффициент Ляме (dl=h^d^).

Что касается Д(^), то они должны быть достаточно гладкими, 
удовлетворять второму из равенств (8), в остальном оставаясь про
извольными.
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Учитывая все сказанное и соотношение ds-Rh^dri dyn, где R— 
расстояние от элемента ds до оси z, преобразуем формулу (7) к виду 

^*6,1 ^.^.
^^ETl{H, — ^Rhridri=2pE^q0) (v=l,2,.,.,m). (9)
p.= 1 Op.

При этом было учтено, что ЕФ=О, H^ = H^ и §,=$,,<₽. Если 
ширина поясков d^ на много меньше длины волны Х(&<<Х), араз- 
меры эндовибратора соизмеримы с X, то величины H, — & и Доста
ются, практически, постоянными на 8И, т. e. в пределах аи«£^«£ 
<Мі*=1,2...........m).

Таким образом, эти величины могут быть вынесены за знаки 
интегралов в формулах (9). Введем предварительно следующие обо
значения:

b
л̂ ~^ ~^>

V-, = j E, hr^ d^, W, = сp E, (д0);

Л» (ІО)

1 -,р.=О;5С/7ДЙД^р1 Ф,(^Д) (^»H’=l>2,,..,W),

где Яр. — средний радиус пояска Sp, c=3-iO10 см/сек., a ^p. лежит в 
интервале «^^<7^. Величины F,nA,x имеют простой физический 
смысл. 7, представляет собой напряжение (искомого поля) между 
краями разреза s,. /,и — сумма токов, протекающих через параллель 
r,=^p. по внутренней и внешней сторонам поверхности замкнутого 
эндовибратора, возбуждаемых соответственно полями#,, й,и®„.£,.

Используя обозначения (10), придадим равенствам (9) окончатель
ный вид:

y^I^V^=W. (v = i,2,...,w). (11)
р^т

Эта система уравнений позволяет легко подсчитать напряжения Ри, 
если известны коэффициенты /Ѵ|1 и W?, т. e. вспомогательные поля 
(см. формулу (1O)).

Как легко сообразить, в нашем случае (гі^<^Х) знание величин 
Fp, дает возможность определить искомое поле внутри и снаружи 
излучающего эндовибратора — дифракционной антенны. Для этого 
достаточно использовать само собой понятные формулы

m
F^ ^p- (Жм Ж) + (SO,HO) внутри ѵг,

H = 1
m

У? Pp.(®p.,TJ внутри ѵе\

i^1

(12)

~> —>
Л0,Я0 — поле, создаваемое введенным ранее диполемв замкнутом 
(неразрезанном) эндовибраторе.

Таким образом, расчет дифракционных антенн рассмотренного 
типа сводится к сравнительно простой задаче нахождения вспомо
гательных полей по условиям (2) и (5), т. e. к первой граничной 
задаче электродинамики (2). Для решения ее могут быть использо
ваны формулы, данные нами ранее (2), или иные методы.

Метод, использованный нами для вывода уравнёний (11), не 
является кратчайшим. Однако он сам по себе представляет инте
рес, так как позволяет получить интегральное уравнение, опреде
ляющее Т^между краями разрезов. Действительно, положив в (8) 

3 ДАН СССР, т. LI, № 2 113
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f,=8(^-V), ач<л- ti'^b^, где o(vj)—импульснаяфункцияДирака, 

можно ввести обозначения H. — .g, = G (^, r/), К (q0) = E (q0, if), 
a,<^'«S&v. Равенства (9) перейдут при этом в интегральное урав
нение для E^ :

т ь* _^_^.
^fE^G(r^')Rhndv=2pE(q'),rf), a^^'^b., (v=1,2,..,m). (13)
p.= 1 «„

§2. Сферическая дифракционная антенна. Применим 
изложенную выше теорию к случаю, когда дифракционная антенна 
имеет форму сферы радиуса г0, из которой вырезан один (m=iy 
узкий поясок, ограниченный параллелями’й=^ и&=&ѵ Возбуждаю
щий поле диполь поместим в центре сферы до=О. Система уравне
ний (11) приводится при этом к одному, определяющему напряже
ние Ѵг-

V,=^=----------------2p_^.)------------------(a^^fcJ.
Ai tffi(a,,ro)&^.ro)lTosin&, 1 17

Вводя сферическую систему координатг, &(=^), ?,можно получить, 
для вспомогательных полей следующие выражения

[Hi\jk^ I и( 1 pi,O__L_^J*M. (^M=ffrsuJ^ fUt\ 
l$J r9»|weJ’l®i,»f r3rd&bJ' l@i,rl \ +dr7bU’ 

где
oo
VX 2w+l . p 
^2n(n+i)1

(CO3d) |£pn
k(*O/K (&ro)

Cn(M/C/ (&r0)

Фп(Р) (p);
^>V?c^>! 

r 2

k=z.
Л

При выводе было положено

л-1
t>i

а.
Используя эти формулы, легко получить для Vi выражение

Fx=-
kp(cQs bi — cos aQ

oo

-мл»-..>2;^^^і₽„^#>й
Подсчитав F1? определим поле снаружи и внутри сферы по 

формулам (12), в которых суммы приводятся к одному члену.

Поступило
25 IX 1945
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Доклады Академии Наук СССР 
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ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. Н. ФЕЛЬД 
ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИЗЛУЧАЮЩИЕ СИСТЕМЫ 

(Представлено академиком В. А. Фоком 25X1945)

Замкнутая металлическая поверхность, соизмеримая с длиной 
волны X, при соответствующем возбуждении может в некоторых 
случаях весьма успешно конкурировать с обычными излучающими 
системами. Такую излучающую поверхность мы будем называть 
поверхностной антенной. Три из различных возможных способов 
возбуждения такой антенны изображены на рис. 1. Приэтомгенера- 
тор помещен внутри. Линейные проводники (расположенные снаружи), 
связывающие поверхностную антенну с генератором, естественно 
назвать «элементами связи».

Рассчитав электромагнитное поле или распределение токов на 
поверхностной антенне, мы, очевидно, сумеем ответить на большин
ство вопросов теории и практики этих антенн. Поэтому в настоящей 
работе будет изложен метод, позволяющий находить распределение 
токОв на антенне с учетом способа ее возбуждения.

Сущность предлагаемого метода мы разберем на примере сфери
ческой поверхности антенны s радиуса а с радиально расположенным 
элементом связи h (споссб 3 на рис. 1). Закон распределения тока i 
вдоль линейного проводника (длины Л) элемента связи будем 
считать заданным. Эквивалентная схема, из которой мы будем 
исходить при расчете, изображена на рис. 2. При этом можно 
предположить, что вдоль элемента связи распределена некоторая 
сторонняя эдс, реализующая заданное на нем распределение тока i.

Обозначим векторы поля, создаваемогорассматриваемойантенной, 
“> “>

буквами E, H. Введем также некоторое вспомогательное поле ®, $, 
регулярное всюду вне сферы s *,  источники которого можно считать 

* При расчете этого поля линейный элемент связи h следует предполагать 
отсутствующим, а сферу s рассматривать как некоторую геометрическую поверх
ность.

з< 199
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находящимися внутри s. Окружив всю аитенную систему геометри- 
^- ^ ^- -^ 

ческой поверхностью st (рис. 2) и применив к полям E, H и G, £ 
лемму Лоренца, получим

(1)

Переходя в этом выражении к пределу, когда поверхность sx 
совпадает с металлической поверхностью антенны и элемента связи, 

“^ 
и учитывая, что: 1) тангенциальная составляющая вектора E обра
щается в нуль на поверхности s (антенна практически идеалыю- 
проводящая); 2) линейный элемент связи h бесконечно тонок, 

ц потому циркуляция магнитного вектора Фвокругнегоравнанулю 

(см. сноску на стр. 199);3) циркуляция вектора H вокруг элемента 
4тс

связи равна—г(с=3-Ю10см/сек.), найдем
с

(2)

Линейный интеграл в правой части берется вдоль оси элемента 
связи. Легко сообразить, что формула (2) справедлива для поверх
ностных антенн любой формы и произвольных конфигураций 
линейных элементов связи.

Введем сферическую систему координат r, &, 9 с главной осью, 
совпадающей с элементом связи. Вследствие симметричного возбуж
дения искомое поле будет иметь только составляющие Ет, Е$ и Н<?, 
не зависящие от азимута <р.

-^- ~>
Вспомогательное поле S, § вне сферы s определим, задав на s 

значение тангенциальных составляющих вектора ® при помощи 
формул

S¥ = 0, Ф9 — sin & Pn (cos 0) на s. (3)

•Здесь Рп—полином Лежандра произвольной степени n. Целесо
образность такого выбора выяснится из дальнейшего,

Учитывая все это, придадим равенству (2) вид
а 4- h

(4)

0 . , а
где l (&) — полный искомый ток, протекающий через параллель 1) по 
поверхности антенны, связанный с Н9 равенством

/ (&) =^- a sin ft H? (a,&).

Вводя сокращающее запись обозначение 
а 4- h

а

(5)

(6)

перепишем равенство (4) так.-

2ѣ + г j/(&) Pn (cos&) sin & d&=Ьп.

О

Это основное равенство показывает, что коэффициенты Ьп при 
n=0)l,2,... являются коэффициентами разложения тока /(&) в ряд 
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по полиномам Лежандра, Таким образом, искомое распределение 
тока по поверхности антенны полностью определяется рядом

oo

/(&) = 2jMvcos&). (8)
n = 0

На основании известных теорем о разложении функций в ряд 
по полиномам Лежандра можно утверждать, что ряд (8) с коэффи
циентами (6) равномерно сходится в. интервале 0<&<л*,  ибо из 
физических соображений ясно, что 7(&) удовлетворяет всем требо
ваниям этих теорем.

* Ряд (8) сводится, как это следует из выражений (11) для &я, также в точках 
0 = 0 и & = л.

Для расчета коэффициентов Ьп по формуле (6) необходимо на 
основании граничных условий (3) определить вспомогательное поле. 
Ищем решение этой задачи при помощи выражений

1 д2и 
r дгдЬ* (9)G& =

•«=2J^Pm(cos&)Cm(H; Ст(Р)=1/^Н(1)А(Р); &=ПР

• т^Э Г ~ " + 2 л

удовлетворяющих уравнениям Максвелла.
Для нахождения коэффициентов Ат используем условия (3). 

Первое из них удовлетворяется автоматически, так как @ф = 0, а 
второе принимает вид

-± ^_PS-(oos»)C.' M=3in »P,(cosч = f^.^)-e,^.

где P^ — присоединенная функция Лежандра первого рода. 
Приравнивая коэффициенты при P£> (cos &) в обеих • частях 

равенства, найдем
f«)l±lft

Лп±і=--------——;--------------- ; Ат=0 при m^n+l и п—1.
(2n + l)fcCn±1(fca)

Выражение для @г после этого запишется так (см. формулу (9)):

®, а
(2n+l)&

X = n — 1

x = п 4- 1

Подставляя найденное выражение в формулу (6) для Ьп и учиты
вая, что Pn(l)=l, получим

cL 4“ h
~^-------- ( «(^+тѵѴх^)^

2Kx(fca) J \ Ѳг!
a

x = n — 1

x = n 4- 1

Закон изменения тока i в линейном проводе элемента связи мы 
зададим при помощи обычной формулы

i=i0 sln к (d — r) (d = а 4- h), (10)

достаточно хорошо отображающей действительное распределение тока 
в тонком проводе, «открытом» на конце.
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Используя формулу (10), придадим, после несложнцх преобразо
ваний, выражению для Ьп окончательный вид

£у (kd) — cos kh ^г (ka) 1. = П — 1

Z = n 4- 1

(п — 0, 1, 2, .. .). (11)
^ №)

В частном случае, когда kh = n/2,

b ЛГ ^_i(M _ tn+i(kd) 1
n 2[7n_i(*rt) Cn+i(ta)J'

Так как в этих формулах n — произвольное целое число > 0, то за- 
дача определения коэффициентов ряда (8) для искомого тока /(0) 
может считаться полностью решенной.

Очевидно, задача возбуждения металлической сферы несколькими 
радиально расположенными проводниками с заданными в них токами 
немедленно приводится к рассмотренной нами задаче при помощи 
принципа суперпозиции.

Изложенный метод легко обобщается на случай поверхностной 
антенны произвольной формы s с любым расположением элементов 
связи h.

Для этого на поверхности s вводится криволинейная, ортого
нальная система координат и, v.

Вспомогательное поле 6, й.регулярноевсюдувнев.определяет- 
ся при помощи граничных условий

е„ = 0; @„ = p(«,v)Sn(w,y)Has, (12)

где Sn (и, v) (n = Q, 1, 2,...) — некоторое полное, ортогональное и нор
мированное на s множество функций с весом p (и, v).

Формула (2), которая, как уже отмечалось, остается справедли
вой, принимает при этом вид

^KS^u,v)p(u,v)ds=-^i&dh = b", (13)

(s) w

где ju ( = — — H^j — искомая составляющая поверхностной плоско

сти тока на s. Из этого равенства следует, что Ьп являются коэф
фициентами Фурье в разложении /„ по S„ и, следовательно,

oo
Ju = У] b^8" (U’ ^- <14)

~^0

Для нахождения второй составляющей плотности тока—j„ до
статочно поменять местами @„ и ®„ в равенствах (12). Тогда в фор
мулах (13) и (14) вместо у„ будет, очевидно, фигурировать j„.

Хотя ряды типа (14) сходятся только в среднем к функции, для 
которой они составлены, однако в большинстве физических задач 
ряд (14) будет сходиться равномерно.

Поступиіо 
25 X 1945
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Радидтёхйика, m. 1, № 6,1946

Я. H. ФЕЛЬД 
J. N. FELD

кандидат технических наук

ДИФФРАКЦИОННЫЕ АНТЕННЫ1)

*) Доложено на научной сесСии ВНТОРиЭ 8 мая 1946 r.
2) Термин диффракциояная антенна предложен M. С. Нейманом.

DIFFRACTIONAL ANTENNAE

Излагается общий метод определения полей диффракционных антенн, 
применяемый затем к изучению антенн, обладающих осевой симметрией. 
Задача сводится при этом к системе линейных уравнений с постоянными коэф
фициентами, аналогичных уравнениям Кирхгофа для связанных контуров.

Вводятся понятия взаимных внешней и внутренней комплексных про
водимостей различных щелей и даются формулы для определения мощности 
излучения. Подробно разобран пример сферической щелевой антенны.

A general method is presented for determining thefieldsofdiffractional 
antennae, which is further employed for an investigation of antennae having 
axial symmetry. The problem in this case is reduced to a system of linear 
equations with constant coefficients, similar to the Kirchhoif equations for 
coupled circuits.

So-called mutual internal and external complex conductancies for 
various slits are introduced and formulae are given for determining the power 
of radiation. A sphere slit antennae is analyzed in detail.

ВВЕДЕНИЕ
Задача об излучении электромагнитной энергии через отверстия 

впервые рассматривалась Релеем[Ч. Однако, только в самое последнее 
время, в связи с развитием техники дециметровых и сантиметровых 
волн, этот вопрос стал по-настоящему актуальным. Об этом свидетель
ствует ряд появившихся, главным образом в советской литературе, 
работ t2’ 3> 4> в« 6> 7>8], посвящённых излучению энергии через 
отверстия. Из них необходимо особенно отметить работы А, А. Пистоль- 
корса, значительно продвинувшего разработку теорий таких излу
чателей, и M. С. Неймана, являющегося пионером' в этой новой об
ласти антенной техники.

Мы будем в дальнейшем называть диффракционными антеннами2) 
системы, интенсивно излучающие через отверстия. Такие антенны можно 
получить, прорезая надлежащим образом отверстия в металлической 
поверхности объёмных резонаторов, волноводов и т. n., возбуждае
мых изнутри. Для получения значительного излучения необходимо про
резать отверстия так, чтобы сильно исказить распределение токов на 
внутренней поверхности объёмных резонаторов или волноводов, в 
которых они прорезаются.

Поле снаружи или внутри произвольной замкнутой геометричес
кой поверхности однозначно определяется І3» 4], как это вытекает из 
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4 Я. Н. ФЕЛЬД

теоремы единственности, заданиемкгангенциальной составляющей элек
трического вектора на этой поверхности, а также источников, если 
они имеются внутри рассматриваемого объёма. Поэтому поле снаружи 
и внутри любой диффракционной антенны может быть (принципиально) 
найдено по известным формулам 141 после нахождения тангенциаль- 

~¥

x) Формулы (1) в работеЕ4 * *!.
2) T. e. задачу определения поля внутри некоторой области по заданной на её

границе касательной составляющей электрического вектора.
*) В отличие от работыЕ4! здесь рассмотрено дискретное распределение источников»

а также частично изменены обозначения.
«) Значок e означает, что то<п<а g находится внутри объёма щ.

ной составляющей электрического вектора E на (геометрической) 
^ 

поверхности отверстия. Тангенциальную составляющую E на метал
лической поверхности антенны будем считать райной нулю, что равно
сильно пренебрежению потерями в металле.

Таким образом, задача фактически сводится к определению каса- 
-^

тельной составляющей /? на поверхности отверстия. Для решения её 
ниже развиваются методы, данные нами в работах м> 6].

Проводимость среды, находящейся снаружи и внутри диффракци
онной антенны, будем считать равной нулю, а диэлектрическую посто
янную и магнитную проницаемость равными единице, причём всюду, 
где это специально не оговаривается, применяется гауссова система 
единиц. Зависимость векторов поля от времени взята в форме еіщ/, 
где «—угловая частота.

1. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ КАСАТЕЛЬНЫХ СОСТАВЛЯЮЩИХ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ВЕКТОРА У ОТВЕРСТИЯ

Рассмотрим диффракционную антенну в виде бесконечно тонкого 
идеально проводящего объёмного резонатора с отверстием, возбуж
даемого изнутри источниками — диполями.

Обозначив внутреннюю и внешнюю стороны оболочки объёмного ре
зонатора буквами 5/И5еизатянув отверстие геометрической поверхностью 
j, разобьём всё пространство на две части: внутреннюю ѵ{ и внешнюю v., 
ограниченные соответственно поверхностями («. + $) n(s, + s)(pHC. 1).

^ ~+
Поле E, H, создаваемое рассматриваемой диффракционной антенной 

и областях vt Rve, может быть определено,какужеуказывалось, через 

значениекасательнойсоставляющей E наповерхностиотверстияз.Дейст- 
вительно, применяя формулы'), решающие первую граничную задачу 
электродинамики* 2 *) и учитывая, что на идеально проводящих поверх

ностях s{ и Sg касательная слагающая E равна дулю, найдём8)

E(g)-^E"(g, Ч\ A)ds + 2^U, <M Pv)

(О * ’
g**i') (1)

H(g) = ^"(g, qSA)ds + ^iH'(g, 4Z,; p,), 

(s) V

^ i ~* 2« /1П
Л±=4ІІЛ[В«], A“T- <*'
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ДИФФРАКЦИОННЫЕ АНТЕННЫ 5

Здесь £", H" (2?,Н')—вспомогательное поле, ойределённоевнутри 
vit создаваемое вспомогательным магнитным (электрическим) диполем. 

Первый аргумент, стоящий в скОбках у E", Нп (E,fi'), обозначает 
точку наблюдения, второй — точку нахождения диполя, создающего 
вспомогательное поле, а третий — магнитный (электрический) момент 

~* ^ ~> ~>
этого диполя. При нахождении полей Е”, H" и E', H' поверхность 
(sj4-s), ограничивающая ѵіг предполагается идеально проводящей.

а, — точки нахождения источников — электрических диполей, воз- 
~> ~> ~> 

буждающих искомое поле E, H диффракционной антенны,р, — их элек- 
—>

трические моменты, л — единичный вектор наружной(по отношению 
к fj) нормали к s, Х — длина волны. Суммирование в ф-лах (1) про
изводится по всем источникам, а интегрирование по координатам 
точки q,

Аналогичные выражения могут быть написаны также для внешнего 
пространства:

ВД = — $ @* (g, q-, A) ds ]

О) I
gGvt } (2)

ад=-$Г(^. 4‘,A)ds

(«> /

Наличие минусов перед интегралами и отсутствие сумм объяс
няется изменением направления наружной нормали на противоположное 
и отсутствием источников внутри ѵе. Вспомогательные поля обозначены 
готическими буквами, так как они теперь относятся к пространству^. 
В остальном обозначения остались пренжими. Таким образом, искомое

~* “^ 
поле E, H определено во всём пространстве vt + ve через значение 

касательной составляющей E на поверхности отверстия s, входящей
■~>

в ф-лы (1), (2) при помощи вектора А [ф-лы (Г)].
“► *►

Выражения (1) и (2) для E, H удовлетворяютграничнымусловиям 
на идеально проводящих поверхностях st и se и имеют требуемые осо
бенности в точках нахождения источников1). При переходе через s

-*■ ~* 
остаётся непрерывной касательная слагающая E, так как вектор А, 
фигурирующий в ф-лах (1), (2), один й тот же. Поэтому для того, 
чтобы ф-лы (1), (2) действительно решали задачу об излучении диф
фракционной антенны, остаётся, очевидно, выполнить требование о

^
непрерывности касательной составляющей Япри переходе через по
верхность отверстия «.Обозначая буквой gt произвольную точку на

**
s, а буквой ло — единичный вектор наружной (по отношению к ^)

х) Всёэто следует из того, что ф-лы (1) и (2) решают 1-ю граничную задачу элек
тродинамики для пространств V} и ѵ9.
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6 Я. H. ФЕЛЬД

нормали к $ в точке g9 (в отличие от иормали n в точке q), придадим 
этому требованию следующий вид

goes. (3)

При получении равенства (3) мы совершили переход к пределу 
под знаком интеграла в выражениях типа

i"oH"(g,

Справедливость этого может быть строго доказана. Отметим ещё, 
что интегралы,входящие в ф-лу (3) и нижеследующие, нужно пони- 
мать.всмысле „главного значения" Коши, если они не существуют в 
обычном смысле.

Обозначение

Gfeo ?; ^) s H"(%o я; A) + J"(g-(,, q\ А)> (4)

позволяет придать выражению (3) следующую форму

«о[«оО (go, q-, 4)]]<fc = 2[ [»o H' (go, «ѵ5 fv)l «о] . £o*s- ^

W v

Это равенство можно, очевидно, рассматривать как интегральное 

уравнение, определяющее А [см. (l')J, т. e. касательную со- 
^

ставляющую электрического вектора E на $. Решив ур-ние (5) и под

ставив найденное значение А в ф-лы (1) и (2), можно определить иско- 
*> -> 

мое поле E, H в любой точке пространства.
Векторное интегральное ур-ние (5) эквивалентно двум скалярным 

уравнениям Фредгольма первого рода. Для того, чтобы показать это, 
введём на поверхности $ криволинейную ортогональную систему ко- 

^ ~> 
ординат і|, Ѳ и обозначим буквами іъ0 и і90 единичные векторы, ка
сательные к линиям т| и Ѳ в точке g0.

Тогда ф-ле (5) легко придать вид

(s) (s)
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ДИФФРАКНИОННЫЕ АНТЕННЫ 7

Если учесть ещё, что на основании теоремы взаимности для маг*  
нйтных диполей W и ф-л (Г) и (4)

*) Так как [Е G] ds = (E, G& — E^ Оч) ds.

~tG (go, Ч\ ^Aj^AG {q, g^ 7) = 4^ [ G (q, £0; 7) E (q) ] „,

то предыдущее векторное равенство можно заменить двумя скаляр
ными:

S
T^ ^^ ■-'У *^ ^E*^ n-^ ■ ^ ^^

[ E (q) G (q, g0; Q] ds = — 4jcZA 2rf ^o н' (So, aA Л.) 
(s) »

Г •+ ~^ ~> ^ ^y^ ^ ^ £0
J [£ (?) O(?, £о5 #оо)1 ^= -Mik 2л hoH' (go,a,-rp,) 

(s) V

1

f, (6) 

J

определяющими обе касательные составляющие электрического век
тора *)  Еч и Ее на поверхности s.

2. ВТОРОЙ СПОСОБПОЛУЧЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Метод, применённый в предыдущем параграфе, привёл к получе*  
нию интегральных ур7ний (6). Однако, эта форма записи основных уравне
ний, весьма удобная в общем случае, приводит к излишне сложным 
выкладкам при рассмотрении отдельных частных’ задач. Чтобы избе
жать их, ниже излагаетсядругой вывод, приводящий к более гибкой 
форме основных интегральных уравнений.

Вывод этот базируется на использовании леммы Лоренца, кото*  
~> ^ ~> “►

рая для произвольных полей E, H и E1 H1, удовлетворяющих урав*  
нениям Максвелла, может быть записана в следующем виде

div(Ctf4-div [Е1 idj = -U^E1-!^^), (7)

где/ет и ;«т—плотности сторонних токов (источников), возбуждаю- 
^ ~*  “* ~*  CM ** ~*щих поляЕ,Н и ЕхНг, а с=3.1010 — .Будемподразумевдтьпод E,H 

искомое поле, возбуждаемое линейным проводником h с (сторонним) 
—> ~>

током I, расположенным внутри ѵь а под E1, H1—вспомогательное по
ле, заданное внутри vt при помощи условий:

1) [« [£х«]] =І
Она S/ 

e1 на 5.
(8)

2) Внутри vt отсутствуют источники ПОЛЯ E1, H1.
^ ^ 

Здесья—единичный вектор наружной нормали, аех—касательный 
к $ вектор, который пока оставляем неопределённым.
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8 Я. Н. ФЕЛЬД

Интегрируя равенство (7) по вну^пеннему Фгьёму «^ограничен
ному поверхностью $ + s{, и учитывая усиовия (8), а также равенство 

~>
нулю касательной составляющей E на s, ^айдём, при помощи теоремы 
Гаусса:

(9)

Интегрирование в правой части производится по оси линейного 
провода h, возбуждающего антенну.

~> —>
Введём ещё новое вспомогательное поле @1, ф1, заданное во внеш

нем пространстве ѵе, ограниченном (изнутри) поверхностью $ + st, при 
помощи условий:

I ~~г
( exHas.

(10)

3) Поле®1,.^1 не имеет источников внутри«г и удовлетворяет на 
~>

бесконечности „принципу излучения“.Векторе1тотЖе,чтоив ф-ле(8). 
^ ~> ~> ~>

Поля E1, H1 и @1, £р, определённые соответственно в областях 
ѵ{ и ѵе, не являются аналитическим продолжением друг друга через 

*> —> ^ —> “► ■”>
отверстие s, так как [ w[^/xzz]]=J=[rt[.g>1«]] на $. В противном слу
чае эти поля не имели бы источников и должны были быть тожде
ственно равными нулю, что противоречит условиям (8, 10).

«^ ~> ^- ->
Применяя к полям E, H и @1,^1 лемму Лоренца (7), получим для 

внешнего пространства ѵе равенство,аналогичное (9)

(И)

Прй этом были учтены граничные условия для E и @1 на $+$, и 
отсутствие сторонних токов в пространстве ѵе. Вычитая полученное 
равенство (11) из ур-ния (9), найдём важный для дальнейшего ре
зультат

(12)

Если источники (сторонние токи) распределены не линейно,- а 
^

дискретно, в виде электрических диполей с моментами рч, находящих
ся в точках а„ пространства ѵіг то

5 /E^dh = iw^p^E1 (a,),

где суммирование производится по всем диполям. 
Равенство (12) при этом принимает вид

(12?
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ДИФФРАКЦИОННЫЕ АНТЕННЫ

Вектор e1, окончательно определяющий вспомогательные поля
^ *> ^ 
H1 и ф1, может быть выбран произвольно. Рациональный выбор е* 
для различных частных задач позволяет сразу получить при помо
щи ф-л (12), (12') интегральные уравнения для касательных состав- 

->
ляющих E на s в наиболее простой и удобной форме.

Рассмотрим сначала общий случай, когда обе касательные состав
ляющие электрического вектора f4 и £в на поверхности 5 отличны от 
нуля и зависят от обеих криволинейных координат ^ и Ѳ.

Определим прежде всего вектор e1 при помощи следующих двух 
различных выражений

1) 7*=^S(fl) >
и I (13)

2) 7*=M(fl) J
где 8 (Л’)-импульсная функция Дирака, Я—расстояниемежду точкой 
q [по координатам которой производится интегрирование в ф-ле (12)]. 

^ *>
и произвольной точкой g0 поверхности s, a i, и h — введённые ра
нее орты к координатным линиям в точке q.

Если ввести о іо^іачения, соответствующие дзум способам опре- 
*►

деления e1 [ф-лы (кЗ)]

1) ̂ (^,ro:M = ^-Bsb(a,,^o) = E*(a,) 1
и _> ^ ^ ^ _> ^ ^ j> (14)

2) K&go', 7eo) = W*-5*, f*(a,,^o) = &(<h) J

то ф-ла (12') позволяет написать два интегральных скалярных yp- 
нения, определяющих £,* и Et на s и полностью эквивалентных ур- 
ниям (6):

$ [ E(q) К(q,g0; 1^) ] ds = 4nik 2 PvE1 («ѵ,£оі \o) ]

& ^ ^ + ^ V ^ ^ H. ^ (15)
S [ £ (7) #( Я, Eo> ho) ] ds = 4n ^2 A Я1 («V, ?o5 ^o) j

(s) faes) V '

Когда источники, возбуждающие диффракционную антенну, 
распределены непрерывно по некоторым линиям или поверхностям, 
то суммы, стоящие в правых частях равенств (15) и (6), должны быть 
заменены соответствующими интегралами.

3. ДИФФРАКЦИОННЫЕ АНТЕННЫ С ОСЕВОЙ СИММЕТРИЕЙ

В настоящем параграфе мы рассмотрим диффракционные антенны, 
обладающие осевой симметрией.

Пусть в объёмном резонаторе, являющемся телом вращения с осью 
симметрии z, возбуждается симметричное относительно оси z поле, 
электрические линци которого лежат в плоскостях, проходящих черед
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10 Я. Н. ФЕЛЬД

ось z, а магнитные образуют систему кругов с центрами на этой оси. 
Для определённости будем считать, что поле создаётся одним или 
несколькймидиполями, расположенными вдоль оси zc моментами, парал
лельными последней. Чтобы превратить объёмный резонатор в из-

2 лучающую систему, следует провести на нём разрезы, 
л пересекающие линии тока.

x*fx^ . Для этого вырежем из поверхности резонатора' 
X 5?Ѵ- ряд поясков 5ц (n=l,2... m) ширины ^, каждый из 

r^=t=tsA которых ограничен двумя параллелями (рис. 2). Сим- 
/ sA метрия поля при этом не нарушится. Общую поверх- 
J^s=^=^n ность вырезанных поясков обозначим буквой s 
"vL7 hl4

i Введём ортогональную систему координат ч, ф на
поверхности s, где <р — угол поворота вокруг оси z. 

Рис. 2. Поледиффракционной антенны,очевидно,независит от <р 
и имеет у поверхности s только одну касательную со

ставляющую Еч (fi,=0). Для получения интегрального уравнения, 
определяющего Еп на s, проще всего воспользоваться ур-нием (12*), 

задав e1 при помощи формулы *)

1)4 (n)=0 при чфО и J 8 (rj) йч dn = i.

e1^ /ч S (ч~Чо) на$. (16)

Вспомогательные поля E1, H1 и @1, ф1, соответствующие задан- 
~>

ному, таким образом, вектору e1, также обладают осевой симметрией 
~> ^

и цмеют равными нулю составляющие E \ @?х. Учитывая всё сказан
ное и соотношения fP=H^, ^1=^1, ds=h^h^d^, где йч и Лт— 
коэффициенты Ляме, приведём равенСтво (12) к виду

$£ч (Я1—^1) h'h^=2ik 2 А £Х(А) . (17)

(L) »

Интегрирование производится по всем интервалам, коТорые про-
tn m

бегает ч на s=Ss^, т.е. A=SZ^, где І^—интервал, соответствующий 

пояску s^.
Введём обозначения

7 (Ч, Чо) = т (7/1- e1), W (Чо) = ick 2л *1 (А) . (18)
V

Величина 7(ч,Чо) имеет простой физический смысл—она равна сумме 
токов, Нротекающих через параллель ч по внутренней и внешней сто
ронам поверхности замкнутого (неразрезанного) объёмного резонатора, 
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ДИФФРАКЦИОННЫЕ АНТЕННЫ 11

возбуждаемых полями E* *,H 1 и @1,^1 Уравнение (17) в новых обозна
чениях записывается следующим образом

1) Здесь в отличие от ф-лы (1) над q поставлен штрих.
*) Здесь и ниже On(\) (n = l,2...) обозначают регулярные функции.

jA fa)1 (Ч»По) Л, rfn = Wfo), Чо 6 L. (19)
(ь)

Это интегральное уравнение Фредгольма первого £ода с ядром 
/(т|, *to),  заданной правой частью W (^o) и неизвестной функцией £, (^).

Займёмся прежде всего анализом ядра или, вернее, его главной 
части, имеющей при ^=+» особенность логарифмического типа.

Для этого рассмотрим подробнее вспомогательные поля, опреде
ляющие ядро [см. ф-лу (18)]. Определение их сводится к пер
вой граничной задаче, решение которой даётся формулами типа 

~>
(1). Учитывая условия (8), напишем'для H1 выражение1)

H*(g) =J H" (g, q'; Л) ds, A=-j- [£«] • (20)

(*>

Подинтегральное выражение может быть представлено в форме

H"(g,tfl ^)=2(qraddiv + A2)^^ *+0(1),  (2CP)

гДе 0 (І)-регулярная внутри г^ина « + $, функция, а^—расстояние 
между точками g и /. При взятии graddiv переменной считается 
точка g. Первый член написанной формулы представляет собой 

^ 
магнитный вектор магнитного диполя, обладающего моментом А и на
ходящегося в точке tf идеально проводящей плоскости, касательной 

к л в точке tf. Наличие же 0 (1) обусловлено отличием поверхности 
$ + $/ от бесконечной плоскости.

Подставляя последнее выражение в ур-ние (20), найдём после 
*► 

несложных выкладок с учётом ф-лы (16) для e1, а)

H\g)=2k*

&> 
Так как

^=^&"l=^U,"btf-4o)'

(21)

где ^i', <р'—координаты тзрчки tf, то, производя в равенстве (21) инте
грирование по rf, получим:

^ lk ^C p—IkR ^ ^
"*fc)  = - 2к Poj^rV^' + OiC)

0

И 2к ^R
^) = -ІРо J^cos(cp-m' + Oi(l), (22)
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12 Я. Н. ФЕЛЬД

где ^—расстояние между точкой g (^, <р) и точкой ц0, y', лежащими 
на .s, а ро^^Ы.

Аналогично рассуждая, получаем для .%1 выражение, главный член 
которого отличается от предыдущего только знаком

2тс
W) = ^- PoJ^cos(cp-cp')^ + 02(l). (23)

Формулы(18),(22)и(23) позволяют написать для ядра следующее 
выражение

или, так как

(1) (24)

где

2к
'(ч,ч.)= -gpp.J"'V^^' + QA'), (24')

0

p = ^(Tj).

Таким образом, задача выделения главной части ядра может счи- 
таться решённой.

Проделанный анализ позволяет указать сравнительно простой, при
ближённый метод определения поля диффракционной антенны при 
условии,чтоширина поясков^намного меньшедлины волны (<Л<С^), 
расстояния между ними велики по сравнению с их шириной, а длина 
поясков соизмерима с X. Антенны, удовлетворяющие этим условиям, 
в дальнейшем будем называть щелевыми.

m
Так как L = XL^ то ур-ние (19) можно записать так

2Гад'(^о)мі=я^о).
H=1 (bpJ

Введём некоторую систему функций /в(г|)(а=1,2...яг),заданных 
соответственно на La. Умножая предыдущееуравнениена A(4o)^qo*fo 
и интегрируя по La, получим систему уравнэдіий

2JWftM = ^ a=l,2...w. (2.5)
H=1 (L^)

Здесь применены обозначения:

4 (Ч)= - / fa (<о)/(Ч,Чо) ^o*10
(M

^«=- ГЛ(Чо)^(Ч,)йЧ/г<о
(26)
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При достаточно регулярных /„ (rj) функция 1а (т|) непрерывна на 
i, причём в пределах интервалов L^ (цфа),/„ (ij) изменяется очень мало, 
так как ftfl^*ClJ что касаетсяД,, то на нём, вообще говоря (при про
извольной /Дстепень измененияД(т|)оказывается значительно большей, 
так как ядро I (^, Чо) обращается внутри La в бесконечность. Все эти сооб
ражения вытекаюттакже из физической сущности величины/а(^).Действи- 
тельно /в (т|) равна сумме токов, протекающих через параллель ^ по внут
ренней и наружной сторонам поверхности неразрезанного объёмного ре
зонатора, когда к соответствующим сторонам пояска эа приложены сто- 

*> 
•ронниеэдс,распределённые по закону Л(ч)іл(^еіа).Поэтомуналн- 
тервалах.малых по сравнению ck, величина /а(д)почтинеизменяется, 
за исключением места прило кения сторонних эдс, где вследствие ём
костных эффектов относительное изменениё /„ (^) на La будет значи
тельнее, например,при /„=const, порядка ln2/ln^2- Однако, подбирая 

соответствующим образом имеющиеся в нашем распоряжении функции 
/«СЮ, можно добиться существенного сглаживания /„(»]) на интервале La.

Действительно, подставим выражение для ядра из ф-лы (24) в ф-лу 
(26) для /„ (^)

(27)

Здесь не выписаны медленно изменяющиеся на интервале La члены. 
Нетрудно показать (см. например t101), что при ^eL_ и

$ Л(^)ЛЧ^==1, (28)

(Ч

двойной интеграл, входящий в предыдущее выражение с точностью 
до членов порядка <4/2р равен

f Л ОЧо) \о І -(-C0?ft~ ll,')- p0 cty' thfo — - 2 f /„ 0%) ln $ fo rl0) Zr40 <fy0 +

(M . (i«)

+ 21n4p-4, (29)

где R (q, ^0)—расстояние между точками с координатами ■»} и ^0, ле
жащими на одном меридиане <p=const.

Таким образом, быстро меняющаяся часть /а(т|)имеет вид

4 W= —-p \ /«СПо) ta R(ri, ^o) h^ dtfo +....

(M

(30)

Для того, чтобы сделатв величину Ia Сп) на La практически по
стоянной, достаточно определить /„ из условий »

— 2 J /„ (тш) 1п R (i|, Tfo) ATj0 «fy0=с„ = const (a = 1,2... m), 
(M (31)
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14 Я. н. ФЕЛЬД

которые вместе с ур-нием (28) полностью определяют Л. В рассматри
ваемом случае, когда da<^\, а размеры объёмного резонатора соизме
римы c X, часть дуги меридиана, -по которой происходит интегрирова
ние в ур-ниях (31), можно считать прямой. Уравнения (31) при этом 
ничем не отличаются от уравнений для распределения заряда /в на 
бесконечно длинной и бесконечно тонкой проводящей пластинке ши
рины d„, заряжённой до потенциала сл.

Потенциал ф, создаваемый такой пластинкой, можно написать 
в форме (31)

| <*« 
ф- -2frfjjJnfldx, 

~ 2

а также в эллиптических координатах

Ф = а$ + Ь, (31')

где S связана с декартовыми координатами x, у соотношением

*2 , у8 _/<4\8 е>п
ch»? + sh2$ “\ 2 ) ’ >^и-

На пластинке, очевидно, $—0. •
Сравнивая поведение обоих выражений для ф при Af--oo и учиты

вая ур-ние (28), получим значение постоянных

а=~2, b=-21n^-.

И, наконец, воспользовавшись известным соотношением между за
рядом на пластинкеДипотенциалом, найдём припомощи ур-ния(ЗІ')

~^<*<4^ (a=l,2...m).
(32)

Из ф-лы (31') также следует, что значение потенциала на пла
стинке с„ равно

c. = i = -21n^- (31")

Определяя /а при помощи выражений (32), можно на основании 
сказанного выше, считать /в(ѵ|) постоянными внутри отдельных интер
валов іц(р=1,2...т) н выносить за знаки интегралов в ур-ниях (25).

Вводя предварительно обозначения *

^= $ f,w*,*l 1

(33)

^a^ Az(^lji), ^lp. ® ^p. J

придадим ур-ниям (25) окончательный вид

2r.  ̂= ^.,(a=i,2...w).
и=1

(34)
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Величйны С^ представляют собой напряжение (искомого поля) 
между краями щелей (поясков) ^.

Что касается величин Га(1, то, естественно, будет называть их вза
имными проводимостями а-й и pt-й щели. Численно Уа(1 равны сумме 
токов, протекающих через поясок $и по внутренней и наружной сто
ронам поверхности неразрезанного (замкнутого) объёмного резона
тора, когда к обеим сторонам пояска $в приложены единичные 
сторонние эдс [см. ф-лу (28)], направленные по ^.

Ув^ симметричны относительно своих значков.
Система ур-ний (34) аналогична уравнениям Кирхгофа для свя

занных контуров и даёт возможность легко подсчитать напряжения 
U*,  еслй известны постоянные коэффициенты Ув(1 и Wa, т. e. вспомо
гательные поля1).

*) Решения ур-ний (34) сохраняют смысл также в предельных случаях, когда <в 
совпадает с одной из собственных частот замкнутого резонатора (s + з,).

Формулы (18), (26) и (33) позволяют написать для W„ и Кв(1 сле
дующие выражения:

Г.=^- lck^ y^)^a,)h^ )

v (М j, (34')
^ар \/aCQo)^0%3 Чо)^О^9ф>.?^^^У> |

(M '
где

/(пл.)=4’(я‘-^)-
В рассматриваемом случае ((/и<О),зная величиныі7р.,можно опре

делить искомое поле внутри и снаружи разрезанного объёмного резо
натора—щелевой антенны.

Для этого нужно использовать формулы, вытекающйе непосред
ственно из принципа суперпозиции с учётом выражений (16) и (28)

( т
S^S(^.^X^^*̂4^o,  "o) ВНУТРИ V/,

йЫ/:1 \ ^ (35)

S^J(@1, В^/ДЧо^чо^о внутри ѵе.

I н=і (tp

Суммы, из которых состоит написанное выражение, характери
зуют электромагнитные поля, создаваемые соответственно внутри и 
снаружи идеально проводящих поверхностей (з, + з) и ($« + $) при 

__ *>  
приложении к пояскам ^, ($=2^)стороннихэдс,равных—UyJfo)t^ 

на ^. Е0, Я0—поле, создаваемое источниками с моментами p*  внутри 
замкнутого объёмного резонатора.

Если бы распределение касательной составляющей £* л искомого 
поля на поверхности щелей ^(pi=l,2...m) в точности совпадало с 
величинами V^(ri) на s^, то. ф-лы (35) давали бы строгое решение 
задачи об излучении щелевой антенны. В нашем же случае совпадают 
только напряжения между, краями щелей, соответствующие распре
делениям ^иІ^/Дч) [см. ф-лы (28) и^ЗЗ)]. Поэтому ф-лы (Зо)дают 
приближённое решение, которое, однако, для узких щелей (4><^) 
вполне достаточно для определения поля во всех точках простран-
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ства, за исключением области, лежащей в непосредственной близости 
к щелям $ц. Следует, однако, отметцть, что при ^<С * распределение 
Ey между краями щели достаточно хорошо аппроксимируется электро
статическим решением, совпадающим для плоской щели с Д(ч) [ф-ла 
(33)]. Сделанное замечание позволяет распространить полученное 
решение (35) также на точки, лежащие вблизи щели.

-> ">■
Вместо расчёта E,H по ф-лам (35) можно пользоваться также 

общими ф-лами (1), (2), полагая в них, что

Л = 4^ѴЛСп)К «] на «н(Н=1,2...т).

Соответственно представлению ядра в виде суммы [ф-ла (34')]

7(ч, ^)=^ + ^^1

проводимость Уа|Л также можно разбить на две—внутреннюю У^ и 
ВНешНЮЮ Уау.

Y.^=Y^+y^

В случае отсутствия внутри антенны потребителей энергии и .по
терь, внутренняя проводимость У1ЛѴ. будет чисто реактивной.

Нетрудно также сообразить, что мощность, излучаемая рассмат
риваемой щелевой антенной, равна

l-m 
^S=I^2 U'aUyY^

a, p.

где^’—величина, комплексно сопряжённая с Ua.
При чисто реактивных K^, У^ в ф-ле (36) можно заменить полными 

проводимостями

l__rn
^ = i^U*aU^Yay. (36')

«> Н’

4. СФЕРИЧЕСКАЯ ЩЕЛЕВАЯ АНТЕННА С ОСЕВОЙ СИММЕТРИЕЙ

Применим изложенную выше теорию к случаю, кОгда щелевая 
антенна представляет бесконечно тонкую идеально проводящую сферу 
радиуса г0, из которой вырезан один (.m=l) узкий поясок, ограничен
ный двумя параллелями. Возбуждающий антенну электрический диполь 
поместим в центре сферы.

Система ур-ний (34) приводится при этом к одному уравнению, 
определяющему напряжение С^ между краями щели

(37)
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(37')

Взяв сферическую систему координат r, 8(=^X 4' и Ф~лы (34')» 
найдём для W\ и Ки выражения:

W^ -ickr^ $ A(^)^(0X%

а

^X=-^jA(&.)^(&l.^)^O

а

'(Mo) =?81пО(Я*-^)г = Го

Здесь &=a и ^=Ьпараллели, ограничивающие щель. Вспомогат 
-+ ~> ~> —►

тельные поляЕ1,Н1 и й1, #1, определяемые условиями (8) й(11), 
найдём, выражая их через „потенциалы" Дебая:

$}=-■<:)■ ЙН«га 

й'Нй-^га
oo

{Х}=^2₽.(-») {^}
n=0

1 d*

(38)

где

/д| 1 и H&), — бесселева и-ханкелева функции, a P„(cos 0) — полином 

Лежандра.
Для нахождения постоянных коэффициентов Ап и Вп используем 

граничные условия (8), (11), а также ф-лу (16). В рассматриваемом 
случае они принимают вид

4j^^^,)=x*-*.) прн о<»<«.

Умножая это равенство на го^м(с°5^)8іп^в*иинтегрируяотОдо 
п, найдём, учитывая ортогональность присоединённых функций Ле
жандра P'(cos8),

2л+1 
2n(n + 1) ^p”(cos4‘/S£ (39)

Таким образом, вспомогательные поля йолностью определены и 
можно перейти к’раСчёту Ut.
2 Радиотехника № б.
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18 Я. Н. ФЕЛЬД

Подставим в выражения (37') значение величин H1, £? и £‘(0) из 
ф-л (38). После несложных преобразований найдём:

^i= ~4^P1U(&o) 8Іп8М*«, (40)

,/QQ4 c3in9sln&,^2n + l ₽J(cos&)P’(cos90) Гч

'(м")=-------^„(„+о^-^^-- («)
Так как ядро /(fr, 0-о) имеет логарифмическую особенность в точке 

0-=d,, то непосредственная подстановка выражения (40') в ф-лу (37') 
с последующим интегрированием приводит к весьма медленно сходя
щемуся ряду, практически не пригодному для расчётов.

Однако, можно значительно улучшить сходимость, выделяя глав
ную часть ядра, содержащую логарифмическую особенность.

Обозначим главную часть ядра [ф-ла (24')] буквой Іг

Ш&о)= - ^ ^ sin & sin &0 ( СО8 (у~ ?>) Щ. (41)

О

Её можно выразить при помощи ряда, аналогичного выражению 
(40’). Используя известное разложение

oo 
£=Ц2₽Л«»е)(£Г, '<'..

П=:О
где __________________

7?! = / r* + r*—2rr0 cos Ѳ,

cos Ѳ = cos fr cos fr0 + sin 0- sin 0-Ocos (f — <p')

и теорему сложения
п

Pn(cosQ)—Pn(cos&)Pn(cos&o) + 22 ("7^)iPn(cos^Pn(cos^cosm^—^> 

m—1
легко найдём

2к
(£)"^(cos&)p«(cos{>o)-

Переходя в этом выражении к пределу при г^гои учитывая, 
что Rt=R при г=г9, получим искомый ряд для Іг

от 1
h (fr, *o) = -ikcro sin & sin &0 2 ^РнЛ)Рл (cos9)pn (cos&o). (42)

л=1

Вычитая из ур-ния (40') ряд (42), придадим ядру следуЮщее вы
ражение

/(», ».К(», «о) + 4(*, «-о), (43)

где

(44)
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Ряд (44) сходится достаточно быстро и является непрерывной 
функцией, очень мало меняющейсявнутри интервалаа<9-<6.

Перейдём теперь к расчёту Уп [ф-ла (37')]. Используя ур-ние 
(43) можно написать

ь ъ
^n= ~ro jA(%)^(*i*o)^o-GjA(*o)4,(^.0-o)^. (45)

а а

Второй из интегралов правой части на основании ф-л (41) и (29) 
равен с точностью до членов порядка d^2^sin0-j

ь ь
J/i(*o)A (h, »о)^о=ѵ8іп^і !AW^W.-

а а

-^sin 9j {ln (4r,sin&j)—2}.

Если A(0*o) определена при помощи ф-лы (32), имеющей в сфе
рических координатах вид

А(&о) = ’------j~~-------, а<%<Ь
*y^L-r2(&*-W

А=го(Ь-«), »*=^4А

(46)

>

то первый интеграл правой части равен при а<91<& постоянной ве
личине ln ^- [см. ф-лы (31) и (31")].

Таким образом,

jA(V4(MJ^.= T^(^T5^5K-+2 }• («)

Регулярная, медленно меняющаяся внутри интервала dx функция 
/p (0х, 9,) может быть вынесена за знак интеграла в выражении (45), 
следовательно,

^=-ШЛ)-'4Ч=1»МЬт5^ПГ + 2 }■ (48)

Подставляя найденные значения для W\ и Уи в ф-лу (37) и вынося 
в числителе sin290 за знак интеграла, найдём, учитывая ур-ние (28)

_____ 2n + l \ tP*CcosftjP

4 ф/ (Лг0) Гя (Лг») / n (n +1)
Ip(WJ 
с sin2 9Х

(49)

(49')
\ :

сравнительно быстро сходящийся ряд.
2*
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20 Я. Н. ФЕЛЬД

Общая ф-ла (36') для мощности излучения принимает 
случае вид

W^Re(U^* Уп) = і Re (Гхtf/).

Так как
,ѵ. Іс№ sin2 &t ^
^ =------ 2V^T^

В ЭТОМ

(50)

(51)

то расчёт W^ сводится, фактически, к вычислению Ut, 
Представляет также интерес несколько иное, чем данное выше,

Табл.!

Re Уп 6 m 25
О Ю 

^c

№„ в m &

A=9O0 ^4T

1 53 35
jgZ 2 113 73

. cO 3 k6 75
Ъ" )

Ь /40z -3

5
*^^9

-542
итвтяг

-3U
ЧЯЯВВ№>

0 1 2 3 Ь 5 Кг'

Рис. 3.

разложение проводимости на две части, соответствующее выделению 
главной части ядра согласно выражению (43).

Это разложение фактически дано в ф-ле (48) и в несколько иных 
обозначениях имеет вид

^і=Пі + Пі. (53)

где-
у* = _ i*EZLsinft (in ft + 2)

11 z х\ 16rosin^ * /

У? j = Ip (®і>®і)

Проводимость Y\t оЗусловлена наличием статической ёмкости 
между краями щели. Величина этой ёмкости очевидно равна 

где /=2nrosinfrx—£^HHa щели.
Половину этой ёмкостиможноотнестиквнутреннейпроводимости, 

а половину—к внешней.
Разложение, аналогичное указанному в выражении (53), может 

быть приведено также в общем случае для проводимостей Ум.
При помощи ф-л (53), (53') и (49') рассчитаны активные (рис. 3) 

и реактивные (табл. 1) составляющие проводимости, для щели, проре
занной по экватору сферы frx=90° и дляй-1=45°. Отношение шири

ны щели к радиусу сферы принято при этом равным gjp

215



ДИФФРАКЦИОННЫЕ АНТЕННЫ 21

В табл. 2 дано отношение мощности, излучаемой рассматриваемой 
щелевой антенной W£, к мощности излучения диполя U7I0, помещён
ного в пустое пространство при условии, что момент его равен мо
менту диполя, возбуждающего щелевую антенну^ Данные приведены 
для вышеуказанных двух случаев.

Таблица 2

krQ
Г£/Г£о

01==90° ^ = 45°

1 0,18 0,030

2 0,07 0,035

3 2,91 0,284

4 0,026 0,168

5 0,002 0,001

Статья поступила в редакцию 25 июля 1946 г.
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ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. H. ФЕЛЬД

ЩЕЛЕВЫЕ ИЗЛУЧАЮЩИЕ СИСТЕМЫ
(Представлено академиком H. Д. Папалекси 27 V 1946)

В нашей работе (1) мы рассмотрели задачу об излучении через 
узкие щели в системах, обладающих осевой симметрией. При этом 
излучаемое поле определяется напряжением V между краями щели, 
не меняющимся вдоль нее. Значительно больший практический 
интерес представляют несимметричные щелевые излучатели, у кото
рых напряжение V изменяется вдоль щели. Пред
лагаемый здесь метод расчета таких систем прин
ципиально применим к узким щелям, прорезан
ным на поверхности эндовибраторов или волно
водов произвольной формы. Однако для простоты 
и сжатости изложения мы рассмотрим одну несим
метричную щель на поверхности бесконечно тон
кого идеально проводящего эндовибратора, яв 
ляющегося телом вращения с осью z. Вырежем 
на поверхности эндовибратора щель s ширины 
d, длины 1 (см. рисунок) и обозначим внутреннюю 
и наружную стороны оставшейся металлической 
поверхности буквами s,- и se. Будем считать, что 
поле возбуждается находящимся внутри линей
ным проводником h с заданным вдоль него током 
I. Форма и расположение проводника h должны
быть таковы, чтобы возбуждаемые им на поверх
ности не разрезанного эндовибратора токи пересе
кали линию, вдоль которой прорезается щель, под
к 90°, ибо только при этом условии будет иметь место интенсивное
излучение через щель. Обозначим искомое поле рассматриваемой

щелевой антенны буквами E, H и введем два вспомогательных ре- 
—> “> “> ““^

гулярных поля E1, H1 и ©*, Ф1, заданных соответственно внутри 
и снаружи эндовибратора при помощи граничных условий

_> _> ^ [Она^,
[П (f!n)l = U

I e1 на s,

углами, близкими

^_ _> [0«Ѵ
[«[G1» ]] = I

e1 на 5,
(1)

^. ^ 
где n — единичный вектор наружной нормали к поверхностям, a e1 не
который вектор, касательный к s.

Методом, аналогичным данному вами в (1), легко получить равен
ство

и
(2>
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Введем на поверхности (s* + s ортогональную систему координат 
.7) <?, где <р — угол поворота вокруг оси z, и определим границы 

щели равенствами *p = i^, у — а, y = b. Вектор e1, введенный вы
ше, зададим при помощи формул

^=(e!)^=f(7i)o(9-tpo), J7Cn)^^ = l. (3)
а

Здесь 8(<р)— функция Дирака, а Л^ — коэффициент Ляме. Используя 
с оставляющие векторов поля по ц и <р, придадим равенству (2) вид 

J(^(Hj-&*)-E,(^-^)Jds = Yp^- <2') 

U) (Л)

Будем предполагать, что для щели выполняются неравенства 
<І<^Ц d<CX (X — длина волны). В этом случае уравнение (2') зна
чительно упрощается. Действительно, так как E^ = 0 на s при ?] =a 
и ^ = 6, то вследствие узости щели (d <C Z, X) и непрерывности E^ 
можно утверждать, что IZ^J^IEJ на s всюду, заисключением не
значительного участка у концов <р = ±<Рі где, £Tj = 0. Что касается 
величин |Яф — $?| и |#J; — §\|, то при выбранном нами еЦформула 
(3)) первая из них значительно превосходит на s вторую. Таким 
образом, второй член, стоящий под интегралом в равенстве (2'), 
может быть отброшен, и оно сведется к уравнению, определяющему 
E^ на s.

^(H^-^ds = ^JEidh. (4)

w (*)

Еѵ в этом приближении равно нулю на щели. Выделим главную 
часть ядра (H^ — $\). Формулы (1), (20) и (20') нашей работы (2) по
зволяют написать

feH^("+4^'^Hsl <5)(S)
где R'—расстояние между точкой наблюдения g(7),9) и точкой 
q' (V> ?'), п0 которой производится интегрирование, k = 2л/Х. Зави- 
симость от времени взята в форме е, ш/.

Используя формулу (3) для e1 и свойства 8-функции, нетрудно 
получить при помощи (5) выражение для ядра, в котором выделен 
главный член

ь
* Н\ - Q = ± L0 f f h') ^- cos ф Ройг/ dr{ + F . (6)л j гк К

а
Здесь

Lo = -^+k*, Ф = <? — ?0- (6')

Po ^o

р0 — расстояние между осью z и точкой на s (p0 = const на s), R— рас
стояние между gCq,<p) и 5o(V-9oh a F — регулярная функция, ко
торую можно считать на s не зависящей от ij, т. e. F = F (<р, ч>0). 
Подставляя выражение (6) в (4), найдем

ь
L0 j f (V) Ьъ- J Ет> e~*R cos ф ds dri = 4^J lEWi ~~j ETlFds. (7) 

a 4 (Л) (5)
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p^

(J)

Для решения полученного уравнения мы используем метод, ана
логичный развитому M. А. Леонтовичем и M. Л. Левиным в ряде 
работ (3~5) по теории проволочных антенн.

* Отметим, что такой выбор t является наилучшим также для функций f^ fn), 
фигурирующих в работе (1).

Так, не представляет труда получить с точностью до членов 
порядка d/2l следующие выражения

b
COstyds = -2 j^(?o>TQ)1n[fc7?(7],V)]^<Z'7} + K[7,<p0], (8)

а
<Рі

J En Fds = J V (<p) F (<p, <p0) pod?,
(s) — <Р1

где R(^,tf) — расстояние между точками 0ъ?о) и (Ѵ,?0)>
b 

V = ^ Eri (?; ^) h^t 

а
Ф1 и

С e-ikR* ,Ь\

K[v, <p0] = (9)

Ф
2

Здесь верхний знак относится к первому интегралу, анижний—ко 
второму.

Подставляя выражения (8) в уравнение (7), получим

b b
L0 J ^ (<Po ^) ^1 J 2/ (V) ln kR (^, V) h^ dr,' d7) =

а а
= G[V,%]+^-{iExdh,

Wpo J
(Л)

G[V, <p0] = LOK[V, ?0] 4- z,rfcJ V (<p) F Ср, <p0) d?.

-<рі

Неопределенную пока функцию f(tf) мы найдем, потребовав, чтобы 
b

2^f(ri')lnkR(^',^)h^drf=- = const при а<^<6. (12)

а

Учитывая введенную
что при d < 1 *

1

(10)

(И)

выше нормировку f(*f),  легко показать,

Ш- f__ =,
-у (d/2)*-x*

a = —■— • (13) 

21n-
4

При таком выборе f равенство (10) переходит в интегро-дифферен
циальное уравнение для Ѵ(<р0)

^V(9o)=ak4V,9ol+^J/I1^, -«Рі^То^Фѵ (14)

'w
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к которому необходимо добавить еще граничные условия на концах 
щели V(+'Pt) = O. а играет здесь роль малого параметра, так как 
Ad/4^1. Решая это уравнение методом разложения в ряд по малому 
параметру а

V = V^ + aV, + a^V^ + ..., (15)

получим следующую систему уравнений для определения коэффи
циентов ряда

£оѴо=О, LoVx = GtVo^ol+4^P^1^. ^2 = ^[^і,?о1..--
гср0 J

(Л)
Fo(±?1) = O, Vx(iqh)=O, Ѵ2(±?1)=0,... (16)

Если длина щели 1 (= 2po^) кратна X/2, то
Ѵ0 — В соз Лр0<р0 при 1 = (2n + 1) k/2 и V0 = В sin Лр0<ро при 1 = 2wk/2.

Амплитуда В определится, очевидно, из условия ортогональности 
полученного решения к правой части уравнения для Ѵг. Таким 
образом, в нулевом приближении закон распределения напряжения 
вдоль щели тождествен с законом изменения тока в эквивалент
ной металлической антенне, совпадающей по форме со щелью.

При произвольной длине щели 70 = О и необходимо учитывать 
следующие приближения. Основное уравнение (14) формально сов
падает (по внешнему виду) с соответствующим уравнением для распре
деления тока (3-5) к эквивалентной проволочной антенне. Более того, 
достаточно положить в формуле (11) F=0, чтобы и операторы G 
совпали для этих двух случаев. Эта аналогия позволяет говорить 
о справедливости «принципа двойственности» в указанном широком 
смысле для любых щелевых антенн*.

* Для плоских дифракционных антенн «принцип двойственности» формулирован 
А. А. Пистолькорсом (в).

Для расчета функции F следует пользоваться формулой (6). 
Применение изложенной теории к различным примерам будет дано 
нами в другом месте.

В заключение отметим, что получение основного уравнения (14) 
позволяет считать теорию любых щелевых антенн принципиально 
доведенной до уровня теории проволочных антенн.

Поступило 
3 V 1946
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Д о к л а д ы А к а д e м и и H а у к С С С P
1947. Том LV, № 5

ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. H. ФЕЛЬД

ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НАПРЯЖЕНИЯ ВДОЛЬ ЩЕЛЕЙ

(Представлено академиком В. А. Фоком 27 IX 19i6)

Закон распределения напряжения вдоль узкой излучающей щели*,  
прорезанной в поверхности эндовибратора (или волновода), возбуж
даемого изнутри некоторыми источниками (диполями, витками и т. n.), 
определяется интегро-дифференциальным уравнением **:

* Узкая щель может интенсивно излучать в том случае, когда она пересекает 
линии тока, текущие по внутренней поверхности замкнутого эндовибратора, под 
углами, близкими к 90°. Только такие щели представляют интерес для целей излуче
ния или приема и к ним относятся излагаемые здесь результаты.

** Это уравнение в основном совпадает с уравнением (14), данным нами в ра
боте (1). Отличие заключается только в том, что здесь магнитная проницаемость
H-=^=1 и использовано равенство

^ + k*V  = а [ G[ У,т] + ^ г*Н°  (г)

с граничными условиями***

V = 0 при т = 0 и x = 1.

(1)

(2)

Здесь К — напряжение между краями щели, x — длина дуги, отсчи
тываемая вдоль щели от одного из ее концов, 1 — длина щели, 

* — 2[ (ы/4) — малы® паРаметР> d — ширина щели, k = 2к / X — волно

вое число, <о — угловая частота, с = 3 • 10’° см / сек., О[ V, т] — линейный 
относительно V оператор, зависящий от формы щели и эндовибратора 

“■>
(но не от источников), H*  — магнитный вектор поля, создаваемого 
внутри эндовибратора теми же источниками при отсутствии щели, а 
H^ (т) — составляющая этого вектора, параллельная щели, в точке т 
щели ****.

В такой форме уравнение (1) справедливо для любых узких ще
лей (rf<^/,k), прорезанных впроизвольныхзамкнутыхметаллических

41f

немедленно следующее из леммы Лоренца, примененной к полям E1, H1 (см. (1)) 
—> ~>

и £•, Нв (см. текст).
*♦* Если щель замкнутая, то условия (2) должны быть заменены требованием

периодичности.
**** Или, точнее, в точке т на внутренней поверхностиэндовибратора, где будет

прорезана щель, так как при расчете M щель предполагается отсутствующей.
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поверхнсстях*.  Необходимо только, чтобы радиусы кривизны линий, 
совпадающих с краями щели, были Еелики по сравнению с ее шири
ной. При Еыполнении этих условий вывод уравнения (1) в общем 
случае мало отличается от данного в работе (1).

* Когда <о не совпадает с одной из собственных частот замкнутого эндо- 
вибрйтора.

4J2

УраЕнение (1) совпадает по своей внешней форме с аналогичным 
уравнением для распределения тока в тонких проводах (2), последнее 
же является обобщением известного «телеграфного уравнения» для 
тока, которым радиотехника так успешно пользуется бэлее полувека. 
Представляет поэтому интерес, особенно для инженерной практики, 
получить уравнение распределения напряжения вдоль щели, анало
гичное «телеграфному». Для этого поступим следующим образом.

Ищем решение уравнения (1) в виде суммы

V=^ + t/, (3)

где Ѵ\ удовлетворяет уравнению

^+P'-^ = a^^(t), P* = k*_W, (4)

с граничными условиями Ѵх — 0 при т = 0, 1.
Входящий сюда параметр £ мы определим ниже. Вычитая из урав

нения (1) раьенстьо (4), получим

^+^2і/ = а{О[И,т]—/рУ1}; £7=0прит = 0, 1. (5)

Отсюда следует

U------- «sin*?  j! , G[v, ^ _ f^ . s.n k ц _ x) dx^

k sin k\ J ' 1

4- -J{ O[ V, x] — zpV\} sin k (т — x) dx.
R o

Решаем это ураЕнение методом последовательных приближений.по- 
лсжив сначала в правой части U = 0, т. e. V = Ѵг. Для того, чтобы 
полученное при этом решение имело смысл для любых значений kl 
(включая kl = nv), необходимо выполнение равенства

t
- JjG(V!,xJ-^V!jsinft(/-*)^=O,  \6)

b

которое и определяет, в рассматриваемом приближении, введенный 
выше параметр 0. Таким образом, в первом приближении

U = a f {G[ Vj, х] -70 К} sin k (z - x) dx.
Й Q

Продолжая этот процесс далее, можно получить для U и 0 следу
ющие приближения в виде степенных рядов по малому параметру a.

Из последних формул следует, что

t/=^O(a), y=X(l+O'(a)).
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Для узких щелей, когда a<g^l, V ~ Ѵ1Я и искомое «телеграфное» 
уравнение для V совпадает с уравнением (4):

(7)

Решение этого уравнения при нулевых граничных условиях имеет 
вид:

(8)

Здесь

Д =-------- -— ff(x)sinp(/-x)rfx, Л(т) = ЕЕ™5н*(т).  (8')

* Впрочем, затухание может быть также найдено из энергетических соображе

p sin pl J с

щели. Так как для узких щелей величина ap/2& весьма мала, то 
в формуле (8) можно положить p = k. Что касается постоянной А, 
то при ее расчете из (8') можно полагать k—р только при доста
точно «расстроенной» щели — | sin — I , в противном случае не

обходимо сохранить p (большей частью только в sinpl, стоящем в 
знаменателе (8')). Для «настроенной» щели (Z = X/2) выражение (8) 
превращается в синусоиду

(9)

Равенство (7) и его решение (8) показывают, что в рассматривае
мом приближении распределение напряжения вдоль щели совпадает 
с распределением тока вдоль эквивалентной металлической приемной 
антенны, если отождествить H% с составляющей электрического век
тора невозмущенной падающей волны. Величина H-., являющаяся со
ставляющей магнитного вектора поля эндовибратора (или волновода), 
невозмущенного щелью, для большинства практических случаев из
вестна из соответствующей литературы. Оператор Q, нахождение 
которого связано с расчетом полей (1), нужен только для расчета 
величины p (6), характеризующей «затухание щели» *.

С другой стороны, в силу сказанного ранее, знание p необходимо 
голько для настроенных (или слабо расстроенных) щелей, где оно 
определяет масштаб кривой V (9). Таким образом, построенная тео
рия в смысле простоты ничем не уступает теории обычных проволоч
ных антенн. Основное уравнение (7) получено для узких щелей 
(а<^ 1), но можно ожидать, что оно останется применимым для 
инженерных расчетов и в случае, когда неравенство а<<^1 не выпол
няется, как это имеет место в теории проволочных антенн. Если сре
да, заполняющая внутренность эндовибратора или волновода, имеет 
e, отличное от наружной среды, то необходимо во всех формулах 
заменить k на kaKB:

ний.
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где k = 2n/.X.M. k' я» 2к / X', соответственно, волновые числа для наруж
ной и внутренней сред. Отсюда, например, следует, что, заполняя 
эндовибратор (или волновод) диэлектриком, можно значительно со
кратить длину «полуволновой» щели, прорезанной в нем.

, Пример 1. Рассмотрим прямоугольный волновод со сторонами а 
и b и волной типа Н10. Если прорезать в стороне а узкую щель дли
ны а, перпендикулярно сси волновода, то (3)

H° = ik -• e~ '*1 sin (— -Л , 0 < т < а.
а \а J

Подставляя зто в формулы (8) и (8'), легко найдем закон распре
деления напряжения вдоль щели (p= 1):

1 r e~ *** ал1^2 , л n ^ " ^-
V —-------------------------- sin - т, 0 ^= т c а.

а (п/а)г—рг а

Совпадение законов изменения V и Н° по т, вообще говоря, слу
чайно.

Пример 2. Прорежем узкую щель (длины /) вдоль части парал
лели сферического эндовибратора, в котором возбуждается электри
ческая волна с ссевой симметрией. Так как магнитные линии обра
зуют при этом систему концентрических кругов с центрами на главной 
сси, то W = const Ha щели. Считая эту константу равной единице, 
найдем при помощи (8) закон распределения напряжения вдоль 
щели:

V = — f 1 — sec/—) cos k (т — —^ 1 , 0<т=С 1.
Л j Д2> \ 2/J

Поступило 
27 IX 1946
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Доклады Академии Наук СССР
1947. Том LVI, № 4

ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. H. ФЕЛЬД

ИЗЛУЧАЮЩИЕ ЩЕЛИ В НАСТРОЕННЫХ ЭНДОВИБРАТОРАХ

(Представлено академиком M. А. Леонтови'чем 16 XII 1946)

В работах (1,2 *) было получено и исследовано уравнение, опреде
ляющее закон распределения напряжения V вдоль узкой щели, про
резанной на поверхности эндовибратора (или волновода), возбуждаемого 
изнутри линейным проводом /г с током J. Уравнение это имеет вид(2) 

£[Ѵ]=а6[У]+«^-Н?(г); V=0 при x = 0,/. (1)

2 aA^nL [Ѵ]=« 2 «Л^)гяО[Ѵ]+«М 2 аМ^Н<>.. (3)
n, = 0 “т n=0 “т c n=0 а~

с

Здесь
MH=(^+*'X (2)

О[У1—линейный относительно V оператор, a=------ ^-----------малыйпа-
1 J r r 21n(ferf/4)

раметр, где d — ширина щели, ^=2rc/k, a X — длина волны, ш-угло- 
вая частота, ^—магнитная проницаемость, c=3-1010, т — длина дуги, 
отсчитываемая вдоль щели от одного из ее концов до переменной 

”^ ~^точки на щели q0 (т), Е°, Н°— поле, создаваемое током J внутри эндо

вибратора при отсутствии щели, а Н®—проекция Н° на направление 
возрастания т в точке qQ (t).

Если «х — одна из собственных (резонансных) частот неразрезанного, 
замкнутого эндовибратора, то при со^оц левая, а следовательно, и 
правая части (1) сохраняют смысл, оставаясь конечными. Таким обра
зом, и при со^-сйх уравнение (1) определяет V на щели. Однако методы 
решения (1),данные в (1,2), использующиемалостьпараметра a, стано
вятся абсолютно не применимыми, так как Н° и G [V] обращаются 
при этом в отдельности в бесконечность. Последнее вытекает из самого 
определения Н® (а также О), ибо при его расчете эндовибратор счи
тается замкнутым и идеально проводящим. Поэтому мы займемся 
получением такого уравнения для V, все члены которого остаются 
конечными и регулярными при о>^сох и решение которого можно до
вести до конца, используя малость a.

Условимся для определенности считать oj /«-кратной собственной 
4actOtofi неразрезанного эндовибратора, которой соответствуют сво
бодные колебания, характеризуемые полями e^,h^ (v=l,2,..,m).

Введем прежде всего некоторую систему функций а„ (т) 
(л=0,1,2,..., щ).Дифференцируя уравнение (1) n раз по т и умножая 
затем на а„ (т), найдем, суммируя, результат по n от 0 до m,

m m
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Постараемся выбрать функции a„ (t) так, чтобы каждая сумма 
в отдельности оставалась конечнойи определенной также при w^wp 
Чтобы выполнить это, преобразуем последнюю сумму уравнения (3).

Для этого введем регулярное внутри эндовибратора вспомогатель

ное поле ®, $, определенное там при помощи граничных условий 

fO на st
Й«(?)^1= 2а,(т)5-8«)7(?)на  ̂ (4>

U = o “v

Здесья — геометрическая поверхность щели;$г — внутренняясто- 

рона поверхностиэндовибратора за вычетом s;n—единичный вектор 
нормали к поверхности в точке q (не путать с целым числом п); 
8 — функция Дирака; R—расстояние между точкой наблюдения q и 
точкой q0 (т), находящейся на поверхности щели s, в сеченйиеё, характе

ризуемом дугой x, t (q) — единичный вектор, касательный к s s точке q, 
направленный поперек щели.

Применяя к полям Е°, H9 и ®, $ лемму Лоренца, найдем

j {[^t]-
(^ 4- £/)

^H9]\ds~ j*
(0)

Хд.

Отсюда, учитывая нулевые граничные условия для касательной 
“^

составляющей Е° на s^-Sj и формулу (4), получим, используя свойства 
8-функции,

m p
2а„(т)^Н>-- J J^K (5)

n = 0 ‘ (Гі)

Таким образом, .каждая сумма основного уравнения (3) останется 
конечцой при co = 6j,, если этому условию будет удовлетворять вспо
могательное поле ®, ф" (см. (5)).

Отличиекасательной составляющей® на s отнуля позволяетсчитать, 
“^ “^ “^

что поле ®, £> создается сторонней эдс £ст частоты о», приложенной к 
s-части замкнутой идеально проводящей поверхности $+$г и равной

Дст= — [І^Й на s. (6)

“^- **^
При резонансе co = сох поле ®, © будет конечным только при усло- 

*^ 
вии равейства нулю работы сторонней эдс над полями е™, 

'hW (v=i,2...,m) свободных колебанийчастоты wt. Это условие рав
носильно равенствам

j* [ДСТА<'>] ds=Q, v = 1, .., m,

w

или, учитывая формулы (6) и (4),
m
^a„^№ = -ao{*)hV>, v = l,2...,m, (7)

п =1 “т
“^-

где А<ѵ> — проекция вектора hP> на направление возрастания т (т. e. 
вдоль щели) в точке q^ (т).

Разрешая эту систему уравнений относйтельно а„ (т), найдем иско

мые значения этих функций, при которых поле ®, $, а значит и от-
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дельные суммы в уравнении (3) остаются конечными для co ^coj. Так 
какнеизвестныхап(т) (n=O,l,. .,m) больше, чем уравнений, то
одно из них, например «о (т), остается произвольным. Выбирая его 
наиболее рациональным, с нашей точки зрёнйя, образом, найдем

ао(т)=|ЛМ/^)., а„(т)=—Дп, .rt==l,2,...,m, (8)

гдё d*h^/dzv^— определитель т-го порядка,укоторого напере- 
сечении ѵ-й строки и ^-го столбца стоит член d*hyd^, а Д„ — опре
делитель, получаемый из негозаменой и-гостолбца столбцомс общим 
членом Л<’> (v = l, 2, . , m).

В дальнейшем будем считать функции a„ (t) заданными при помощи 
формул (8). Уравнение (3) мы при этом запишем в виде

m
S/n (^) ZL [V] = aQ [Ѵ] + аФ (T)’ (9)

4- ^- ^ h- (x) sin k (т — x) dx, (13)

где m
ФЫ=^^ап(^-Н°> (9')

c n =0 a~

a Q [V] — линейный относительно V оператор, равный первой сумме 
правой части равенства (3).

Уравнение (9) совместно с граничными условиями V=0 при r=O,Z 
определяет напряжение на щели для интервала частот, содержащих 
<0==«!, йричемкаждыйчленуравнения (9) остается конечным и регу
лярным (в отличие от уравнения (1)) также для резонансной частоты 
ы^<йх. Поэтому для решения уравнения (9) может быть применен 
метод разложения по малому параметру ос. Остановимся подробнее 
на случае простого не кратного собственного значения <ог, когда m=l. 
Формулы (8) дают при этом следующие значения для а„ (т): a0 (x) — 
= dhz / d~, aY (?) = —h-, и уравнение (9) принимает вид

— L [V] ^ h ~L [И] = ocQ [V] +аФ (т), y=0 при т=0,1. (10)

Полагая со=сои будем искать решение при помощи ряда
V=Vo+a^+oc%+ (И)

Подставляя его в (10), получим следующую систему уравнений, 
определяющих коэффициенты ряда:

^L[Vo]-h-±L{Vo] = 0,
d~ dz

V0 - 0 при т=0, l

^AlVJ-A^A(VJ==Q(VZoJ4-*^(T), V,=0 при x = O,Z I <12>
ат ат

I

При длине щели l =f^nAj2 (n=l,2,...) уравнение для Ѵ0 (см. так
же (2)) имеет следующее общее решение, удовлетворяющее гранич
ным условиям: ^ <.

L[VO] = A^, Vo=_±^^C^(x)sin^(Z-x)rfx +
k sin (ki) J

0 4

0
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где A — постоянная интегрирования, которую можно определить из 
условия ортогональности Ѵ0 к правой части уравнения для Ѵх. Однако 
при этом приходится оперировать с довольно сложным оператором Q, 
чего можно избежать. Действительно, применяя к полю E, H (возбуж
даемому внутри эндовибратора со щелью током J) и полю свободного 

колебания e, h частоты со, лемму Лоренца, немедленно найдем сле
дующее интересное соотношение®:

f Vhxdx =
4л f* “^ “^ 

у \ J e dlt.

h

(14)

Здесь слева интегрирование идет вдоль щёли. Подставляя в (14) зна
чение Vs=V0 формулы (13), получим простое выражение для посто
янной А:

r ^^
j J e dli

с i ^
J(K,/4)ft,rfT 

о

(Ѵо/А не зависит от А).
Для практических целей чаще всего достаточно ограничиться пер

вым отличным от нуля членомряда(11).Такимобразом, при7=0=пХ/2 
V-Vo+O(a), где Ѵ0 =О(1) (формулы (13), (15)).

Переходя к случаю Z=nX/2, легко видеть, что единственным, удов
летворяющим граничным условиям, решением первого уравнения 
системы (12) является

V0 = M sin ^T. (16)

Что касается постоянной M, то ее также можно найти, подставив 
Ѵ=Ѵ0 в уравнение (14) и разрешая .ero относительно M:

с Г
ч*  ^-

* Необходимо подчеркнуть, чтосоотношение (14)справедливотолько при ш = ю1,
т. e. когда частота обоих полей одинакова.

Jedly
Ш
i 
pxSinfodT 

о

Следовательно; при l-n^j2

V=Alsin^ + O(a). (17)

Таким образом, при резонансном эндовибраторе co=co, напряжение 
V будет порядка О (1) ПРИ любых длинах щели Z, в отличие от слу
чая «=£«!, когдапри l4=fik/2,V=O(a) (см.(2)). Чтокасается самого 
характера изменения напряжения вдоль щели, то он (при m=l) 
остается тем же, что и в случае co=jfcw,. Аналогично рассматривается 
случай, когда m> 1.

Поступило 
16 XII 1946

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

г Я. H. Фельд, ДАН, 53, № 7 (1946). 2 Я. H. Фельд, ДАН, 55, № 5 (1947).
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Д о к л а д ы А к а д e м и и H а у к С С С P
1947. Том LV1, № 5

ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. H. ФЕЛЬД

МОЩНОСТЬ ИЗЛУЧЕНИЯ И КОМПЛЕКСНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 
ИЗЛУЧЕНИЯ ДИФРАКЦИОННЫХ АНТЕНН

^Представлено академиком M. А. Л'еочтовичем 16 XII 1946)

Рассмотрим дифракционную антенну в виде ограниченной замкну
той металлической поверхности с произвольным отверстием s, возбу
ждаемую изнутри линейным проводником /г с током J (см. рисунок). 
Мощность излучения Ws такой антенны может быть найдена при 
помощи потока вектора Пойнтинга через геометрическую поверх
ность отверстия s:

^-=s^^5 [£^‘]^’ (1)

(s)
“> ~^" 

где E,H — поле дифракционной антенны*.  
С другой стороны, Wz выражается посред
ством известной формулы

* Звездочка у H*, как обычно, обозначает величину, комплексно - сопряжеи
ную с H.

** Проводимость среды, находящейся внутри s0, принята равной нулю.

UZs=-lRe^7’E<h. (2)

(У

Преобразуем эти формулы к более удобному, в нашем случае, 
виду. Для этого используем лемму, аналогичную лемме Лоренца. 

В применении к двум произвольным полям Еъ Н± и £2, ^2, задан
ным внутри замкнутой поверхности $0 и возбуждаемым находящимися 
там линейными проводниками Іг и /2 с токами J± и Л>, лемма эта 
имеет вид**

J ll^lH*21  + (f*2^1^=-yl  ( A^+ J АЕг ctl\. (3) 

(*o) ^ (M (/1) '

Доказательство ее так незначительно отличается от доказательства 
обычной леммы Лоренца, что мы позволим себе его не приводить. 
Обозначим внутреннюю сторону металлической поверхности антенны 

буквой Sj и введем вспомогательное поле E0, 7У°, возбуждаемое током J 
(см. выше) внутри замкнутой поверхности (s+sz)-

■^ “^
При расчете £°, И° поверхность (s+sJ мы будем считать идеаль

но проводящей.
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Если положить 

то, учитывая граничные условия * для E и Ё°, получим вместо (3) 
следующее равенство

* Потерями в металле мы пренебрегаем.

J [£tf°‘]<fc=-^| J JE°*di+  J J*Edl\  .

^ с чіі) А 1
1 с ~~> * ^Член--------Re \ E °*  dl, выражающий активную мощность, расходуе-
2 (?)

—> ^>
мую на поддержание поля E0, Н°, очевидно, равен нулю. Следова
тельно, беря вещественную часть от обеих частей равенства (4), найдем

(4)

— R \lEri'''iils --«e\rEdl, 
?", й 2 W

или, учитывая"формулу (2):

(5)

Этот весьма важный результат мы сформулируем в виде следую
щей общей теоремы.

При расчете мощности, излучаемой через любое отверстие, проре
занное в замкнутой металлической поверхности, можно в формулу (1) 

^ч> •—>
подставлять вместо истинного H вектор Н°, создаваемый теми же 
источниками, но при отсутствии отверстия (т. e. при металлизации 
геометрической поверхности s).

Эта теорема справедлива при любом выборе геометрической по
верхности s, затягивающей отверстие.

Если отверстие имеет форму узкой щели длины 1, то Wz можно 
выразить через напряжение V между краями щели

i

Ws = йRe 5ѵ (,)//т°’(x) dx' (6)0
где т — длина дуги, отсчитываемая вдоль линии щели от одного из 
ее концовдо переменнойточки интегрирования, а ^/?*(т) —составляю- 

—>
щая вектора H0*,  параллельная линии щели, в точке т. В практи
ческих единицах — ваттах, вольтах и эрстедах

i
Wz = ^ Re J V ^ Н? (t) dx Watt. (6')

о

Перейдем теперь к расчету комплексного сопротивления излуче
ния Zi, причем это сопротивление мы будем относить к току J, в 
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некоторой точке провода lit возбуждающего антенну. Хорошо изве
стная формула для Zi имеет вид

Zi =----- 1— ^ J*Edl.
2J,J^ ^

(7)

Используя полученное выше равенство (4), формуле (7) можно 
иридать вид

(8)

При этом мы изменили знак у второго интеграла и взяли его ком
плексно-сопряженное значение, что, очевидно, не изменило его зна
чения, так как он чисто мнимый.

Вводя обозначение

Zo = -^7^^r^, (9)

0 0 ft)

придадим выражению (8) следующую весьма удобную ферму

^z-Zo+ С Л lEH^ds. (10)
8 TzJ Q J Q *)

Здесь сопротивление излучения представлено в виде суммы двух 
членов. Первый из них Z0 равен сопротивлению излучения при от
сутствии отверстия, т. e. сопротивлению провода /г, возбуждающего 
замкнутую металлическую поверхность (s+sj), второй же представля
ет ту часть сопротивления Zs, которая появляется вследствие наличия 
отверстия s.

Для щелевой антенны формула (10) может быть преобразована 
так же, как и формула (5), после чего она принимает вид (ср. (6)):

i
z' =z«+ ^T7T ^ ѵ<т)и' W *- (1 D

O 7t J 0 Jq J
0

или, в практических единицах,

z--z»+7rK^$v«"?’«*°“- <“'’
w

Формулы (6') и (1Г), определяющие мощность и сопротивление 
излучения, удобны тем, что для пользования ими достаточно знать 

-^ 
распределение напряжения V вдоль щели и величину Н° на s (а не 

—^ 
истинное Н\ —>

Методика расчета V изложена в работах(х,2); что же касается №, 
то его значение можно взять из соответствующей литературы или 
сравнительно легко подсчитать.

Изложенное здесь относится к системам, представляющим собой 
ограниченные замкнутые металлические поверхности с отверстием. 
Для бесконечных поверхностей, например бесконечных волноводов 
< отверстием в боковой стенке, полученные формулы не применимы.
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Действительно, формула (2) уже не равна мощности, излученной 
через отверстие s, ибо в нее входит также мощность, распространяю
щаяся вдоль оси волновода. Остальные равенства также нарушаются. 
Практически, однако, в волноводах, играющих роль щелевых антенн, 
в конце обычно ставится металлическая перегородка. Поэтому при
веденные здесь формулы остаются применимыми ко всем имеющим 
практический интерес случаям.

Следует особо подчеркнуть, что формулы (5), (6), (10) и (11) 
Сохраняют свой смысл также в том предельном случае, когда часто
та колебаний о> совпадает с одной из собственных частот замкнутого 

—>
эндовибратора^+яг), несмотря на то, что №'■ обращается при этом в 
бесконечность.

Поступило
16 XII 1946

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 Я. H. Фельд, ДАН, 53, № 7 (1946). 2 Я. H. Фельд, ДАН, 55, № 5 (1947).
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Радщтехника m. 2, № 5, 1947

Я. H. ФЕЛЬД 
J. N. FELD 

кандидат технических наук

ИЗЛУЧАЮЩИЕ ЩЕЛИ ВКРУГЛЫХ ВОЛНОВОДАХ1)

*) Доложено 23 января 1947 г. на коллоквиуме секции радиотехники OTH АН СССР-

RADIATING SLJTS IN CIRCULAR WAVE GUIDES

1. БЕСКОНЕЧНЫЙ ВОЛНОВОД С ПРОДОЛЬНОЙ ЩЕЛЬЮ

Рассматриваются волноводы с продольными излучающими щелями. 
Выведены выражения для поля в волноводе, возмушённого щелью. Даются 
расчётные формулы для нагряжения на щели, коэффициента отражения в 
волноводе, вьзванного щелью, и т. д.

Показано, что т:ри наличии металлической перегородки позади щепи 
можно, меняя расстояние от ѵеё до іцели, добиться чисто бегушей волны 
в волноводе. ** *

Wave guides with longitudial radiating slits are dealt with. Equations 
for the field'within a wave guide perturbed by a slit are dedUced. Computa
tional formulae for the voltage across the slit and for reflection coefficient in 
wave guide due to slit, and so on are given. It is shown here that if a 
metallic partition is installed beyond the slit, it is possible by altering the 
distance from the slit, to achieve completely travelling waves in the wave 
guide.

Рассмотрим круглый волновод, в котором распространяется магнит
ная волна типа J7U,. имеющая наибольшую критическую волну lkp. Если 
ввести цилиндрическую систему координат r, <₽, z, где ось z совпадает 
с осью волновода, то соответствующие векторы поля этой волны напишутся 
в виде^:

'A^Ji(^) cos<pe-h-

^0,-г' ^Г J'11И ~Ѣ) cos ? е_і <г

н%~£л(<>-^r \ r./ V (1)

£’°r =- ^r Jj (н^г) sin <?• е“‘тг

£% =----*̂-  J'j (jA-' cos -о e-1^

£°г=О

При этом зависимость от времени взята в форме е1ю/, где 
<» — угловая частота и, следовательно, волна распространяется в направ-
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лении положительных z. -Потерями в металле. пренебрегаем, считая его 
идеально-проводящим; Входящие в (1) постоянные имеют смысл:

го—внутренний радиус волновода,
Jj (x) и J/(x)—бесселева функцияпервого порядка и её производная пох, 
g—1,841 — первый корень J\(x),

у — + р^ о-^-У— постоянная распространения,

где \—длина волны в воздухе.
Прорежем в поверхности волновода узкую щель длиной /, параллель

ную оси z (рис. 1). Для того, чтобы имело место интенсивное излучение 
через щель, необходимо прорезать её вдоль линии, на .которой Н«г прини
мает максимальное значение, т. e. там, где cos*p=l.

I

Рис. 1.

Для определённостибудемсчитать,чтонащели—^<г<^и~<р1<^<(р1, 

где 4=2г0^ —ширина щели. В дальнейшем предполагается, что щель 
«резонансная» (т. e. длина её ^ g) и Узкая> т- e- d<^l.

Как было показано нами ранее, напряжение U между краями такой 
щели распределяется по косинусоидальному закону [см. M ф-ла (9)].

U —U0 cos koz, — ~< z < j , (2)

где амплитуда

^o= -^гУ tfV*)cos(VHz. (2')

_"j
2

Вещественный параметр fi, входящий в последнюю формулу и харак
теризующий затухание щели, надлежит ещё определить.

Поле в волноводе, возмущённое щелью, можно представить в виде 
суммы двух полей

(К 77)=(P, 77«)+(Э,яо О)

первичного Е°, Нй [ф-лы (1)] и поля Es, Hs, появляющегося вследствие про
резания щели.

Касательные составляющие вектора £« обращаются в нуль на всей 
поверхности т=г0, поэтому, учитывая ф-лу (2) и тр, что в узкой щели 
электрические линии направлены поперёк её, можно написать:

EZ—ESZ=Q при г=г0,

( 0 на sl
E^—E^—y U0f(^)cosk0z на л- i (4)
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Здесь s—геометрическая поверхность щели ^ — ~ < z < *-, —<^ < <р < ?ѵ 

г=г0 ), ^—внутренняя сторона поверхности волновода за вычетом s (рис. 1).

Функция /(?) характеризует распределение £, и Е\ поперёк щели 
и, как легко сообразить, удовлетворяет соотношению

j%P)ro4f-l. (4')

—Ч»!

Более детальное определение /(¥) нам не потребуется, вследствие 

узости щели. Таким образом, нахождение поля Es, № эквивалентно вну
тренней граничной задаче, в которой требуется найги регулярное, не 
имеющее источников внутри волновода, поле, удовлетворяющее граничным 
условиям (4) и принципу излучения при Z^qzoo.

Для решения этой задачи используем метод, близкий к данному 
автором в работе 13]. Условимся прежде всего считать среду, заполняющую 
волновод, обладающей некоторой весьма малой проводимостью а; это зна
чительно упростит рассуждения, в конце которых мы опять перейдём 
к a^0.

Введём вспомогательное поле @, .g) — регулярное внутри волновода 
и заданное там при помощи граничных условий:

@,.=cosn'fe1^ 1 на $ + «>

®:=« } ^ <5)
где в—любое целое число, а у—некоторая произвольная вещественная 
величина. Это поле можно найти при помощи магнитного вектора Герца 

заданного выражением

П—Пг—А JH (yk2 — у2г) cos nf e*v* > (6}

удовлетворяющим волновому уравнению. 
Здесь Х, — Бесселева функция,

A-^/ Л20-І-4|‘"- (6')

а Л — гюстоянная, которую следует определить из условий (5).
На основании известных формул, выражающих поле через магнитный 

вектор Герца, найдём

e, - — *~—Л y'**^7*J'n i/b*-?r)COS *f с1-' 1

■Н(уИя’ ®>-° j

Остальных составляющих мы не выписываем. Очевидно, условия (5) 
будут выполнены, если положить

А ■-= .. .._.... — 1Z^. .^_- (7 )
^-T'J'e(K'A*-T*r.)

В дальнейшем нам понадобится только составляющая £jz, для кото
рой можно получить при помощи ф-л (6), (7) и (7'), выражение

/,,(U4*-7*r)
<(^^т%Г cosnfeY- (8)
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Применим к искомому полю Es, Hs и вспомогательному @, .£) лемму 
Лоренца. Тогда, учитывая, что оба поля внутри волновОда не имеют 
источников, найдём

f {[^$]-[W]}^=0.
(S+S()

Интегралы по сечениям волновода обратились в нуль, так как при 

стремлении сечений соответственно к z- + oo и 2=-oo, поле E',H' убы
вает по экспоненте (j ф 0).

Применяя цилиндрическую систему координат и граничные усло
вия (4) и (5) для Es и ®, перепишем лемму Лоренца в виде

J ^H\ds=^E\$2ds, (9)
(S + 5f) ' I (*)

*) Коэффициенты при sinnp e“iTZ могли бы быть получены путём замены в ф-ла^ 0) 
cos7ty на sinfl?.

или, подставляя вместо ®? её значение на $+$,-,

J' Н> cos гЦ е‘т* ds—/2гг0 ап (у), (10)
(v b Лі)

где
МП^~^\£Ш^- o*)

’ 0 (Ф

Формула (10) является основной в применяемом метоДе, ибо из неё 
непосредственно следует, что а„(у) является коэффициентом Фурье в раз
ложении Hsz на поверхности « + $, по функциям cosw<f>e_iT* (n=0, 1, 2, ..., 
— oo<Y< + oo).CeMeficTBOcos«<pe_i^, sinn<pe_nz представляет собою пол
ную ортогональную систему функций на поверхности цилиндра.

Однако, в нашем случае, вследствие чётности ЕРг и Е\ относи
тельно <р, члены с синусами1) будут в разложении отсутствовать.

Таким образом, можно утверждать, что

сю +oo
^=^-2 ^S"M "n(T)e'^4Y, Has+s,. (12)

л=0 —ОО

Штрих у суммы указывает на то, что член, соответствующий л=0, 
должен быть умножен на 1/2.

Коэффициенты «„(у) найдём, подставив в ф-лу (11) значение 0г из 
выражения (8)

«„(?)= ЬЛг—ф 
іЛ0 V2ur

Так как по ф-ле (4)

Jn(J^----- lj^ 1 &' cos ny eijz dz.
Уя(Ѵ&~1*г 9).) '

О)

E^=Uof(4)coskoZ, на .v, (13)
то

^o/('f)cosnxro4f. (14)

?’*
а (-)- Ѵ^а~7¥. C°S (^) Jn (Vk*=^rJ  | 

лѴ,У ’ Hr0 k\-f J'n(W-1%)J
_9l

236



46 Я. Н. ФЕЛЬД

Подставляя это выражение в ф-лу (12), найдём

где 
+<?■

й^-(^-‘Н«»

^Г^о/(?)со8(л;Р)го^. (15')
—Ф1

Формула для A/^, справедливая в любой точке внутри волновода, 
получится после замены в числителе выражения (15) г0 на r.

1
/к*/» г0

oo 4-oo

2\.cos« ? 5
я=0 — ос

cos dl (16>

у- ПЛОСкОСти

• • •
> I / 

•* An> t> 'm

®K

Рис. 2.

Действительно, это выражение удо
влетворяет волновому уравнению и при 
г—г0 совпадает с ф-лой (15), что и дока
зывает наше утверждение.

Подинтегральное выражение в ф-ле 
(16) является мероморфной1) функцией на 

всей плоскости комплексного переменного 
у, единственными полюсами которой слу
жат корни уравнения

J'J/F=74)=o.

Обозначая от-ый нуль функций 
Jn' (x) буквой pffl, получим для аф
фиксов полюсов следующие значения:

VW_^ 
kJ—^

jAY^^L
J,/(^-7%)

Так как Pm* — вещественные числа, возрастающие вместе с m, a k 
обладает весьма малой отрицательной мнимой частью (ф-ла 6'), то вблизи 
вещественной оси на плоскости у лежит только конечное число полюсов, 
а именно те, для которых ReA‘2>(p.(m/ro)2. Остальные полюса находятся у 
мнимой оси (см. рис. 2, где полюса изображены точками).

С другой стороны, подинтегральное выражение в ф-ле (16) обращается 
в нуль по экспоненциальному закону, когда у стремится к бесконечности, 
оставаясь в нижнеЙ (верхней) полуплоскости, если при этом z > Ч2 (z <Z~1]^-

Поэтому, применяя теорему Коши, можно заменить интеграл в ф-ле 
(16) суммой вычетов вокруг полюсов, находящихся в нйЖней (верхней) 
полуплоскости, если 2>4(2<^ — т)

*) Точка у -k не является точкой ветвления, вследствие чётности функции отнови- 
тельно уА-—72»
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Полученное решение, как легко видеть, остаётся справедливым также 
нри з~^0, когда k=k0 [ф-ла (6')J и прИнимает при этом вид

Н\=
i ( „(«) L.'; 
Jn ( И m Го J 
rtn (/;>)

z
2 (18).,* _ 2

2

Такимобразом,поле£',Л/'при2>^2<—^ представляет собой 
суперпозицию магнитных волн различных типов, распространяющихся в 
направлении положительных (отрицательных) z. На участке-4<г<-| 
очевидно, имеют место волны обоих направлений.

На практике наибольший интерес представляет случай, когда размеры 
волновода выбраны таким образом, что при данной частоте ® в нём может 
распространиться только один тип колебаний, т. e. в данном случае Н1Г 
Это означает, что только один корень ^/^=І^І удовлетворяет неравенству 
А==А0>р.1(1)/г0 и> следовательно, все 7<,")заисключениему1(1), чисто мнимы 
[см. ф-лу (17)].

Поэтому в выражении (16) все члены, кромеодного,убывают по экс
поненциальному закону и при достаточно больших z могут быть отброшены, 
после чего ЕЕ. принийает вид

(19)

(20)

(20')

Здесь положено b^==U^ как это следует из ф-лы (15'), вследствие 
узости щели (^^к).

Не представляет труда написать при помощи ф-лы (19) и уравнений 
Максвелла выражения для остальных составляющих поля:

*,-*?м» ;jsin^’h- 

₽ =< M.'^J-’='1’' 

*^в^')™^* 

^=—^yJi (|A^Jsin "fe’hl12 

Z?2=0,
где

B_2O. “Й)

M n*j"i(7)"

Верхний знак в формулах относится к случаю z>~, нижний — к 

г< — ~- и вместо у/1* и рх(1) для краткости написаны у ир.

Таким образом, возмущающее поле Es, ТРполнЬстьюопределеноидля 
нахождения полного поля E, H, имеющего место внутри волновода со 
щелью, достаточно сложить поля E0, Н° и Es, Hs [см. ф-лу (3)].
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Перейдём теперь к расчёту мощностей №\ и W2, проно.симых полным 
полем E, H соответственно через сёчения вЬлновода sx и s., (рис. 1) в на 
правлении положительных z. Предположим, что сечения sx и s2 находятся 
на таком расстоянии от щели, где уже применимы ф-лы (19) и (20) для 
Ё?, 7Ё.

Мощность W^2, очевидно, равна *)

^2 = s,Rej ІА W*L ds-
Ua)

Подставляя сюда значение составляющихЕ0, H°wEs,Hs [см.ф-лы (1), 
(19) и (20)], найдём после несложных выкладок

Г -1 (В -I- 1 )1 2 *| 'J \ {[Jl4--f + lHj'x (lWI xdx-

1) Звёздочка означает комплексно-сопряжённую величину.
2) Совершенно иной способ решения наружной граничной задачи для цилиндра дан

А. А. ПистолькорсомМ, но, к сожалению, работа не доведена до расчёта^.

6

=1(^+1)81^(н2-1)Л2(и). (21)

^ s
^y-

Рис. 3.

Аналогично рассчитывается также Wx; необходимо только учесть при 
этом, что у поверхности sx волны E0, Нй и Es, ЛЕдвижутся в противополож
ных направлениях (рис. 1). Следовательно, Wv равна разности мощностей, 
проносимых через sx полями E0, Af0 и Es, Hs

^Х=(1-|В|»)^(^-1)Л(Д). (22)

Подсчитаем ещё моіцность Wz, излучаемую через щель наружу. Её 
можно найти при помощи формулы

1^Ц|£ЛМ, (23)

где ^—активная (внешняя) проводимость излучения щели, отнесённая к 
пучности напряжения на щели.

Для расчёта gz следовало бы решить наружную граничную задачу 
для бесконечного цилиндра (волновода), на части s которого имеется отлич
ная от нуля касательная составляющая электрического вектора, заданная 
при помощи ф-лы (13). Решение этой задачи можно провести тем же мето
дом, который был применён для внутренней граничной задачи2), т. e. для 
определения поля Es, Hs внутри волновода. Однако, здесь мы не пойдём 
таким путём, и в целях сокращения расчёта gz будем считать, что сна
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ружи волновода имеется бесконечная металлическая плоскость, касательная 
к щели s, в которой также прорезана щель, совпадающая с $ (рис. 3).

При таком предположении можно на основании принципа двойствен
ности [5J утверждать, что 

где ^ — сопротивление излучения полуволнового вибратора, в cgse, отне
сённое к пучности тока и равное

^=73,l/9-1011 (24')

Из соображений баланса энергии в волноводе вытекает очевидное 
равенство

^=Гх-№2. (25)

Подставляя сюда значения W из ф-л (21), (22) и (23), найдём

2 l^o* i ^=“б (^ - О Ji2 (И) (1 -1 B! I -1 (В + 1)’ I}

или, подставляя значение В [ф-ла (18')] и производя элементарные преоб
разования, получаем

( COS2 (-^ \ ] , ..
U’+W^M’i-T?- -J'Wc’s ®Ret,« <26>

Подставляя в ф-лу (2') для U0 значение Нг° из равенств (1), полу
чим, учитывая, что k — k0,

^o=--prJi(M)cos(J). (27)

Найденное выражение для U0 позволяет переписать равенство (26) в 
следующем виде

$1= -ЗкЧ* Ss I
to

(28)

Таким образом, из энергетических соображений мы определили вели
чину p, характеризующую затухание щели, и можем при помощи ф-лы 
(27) найти амплитуду напряжения на щели

^o = ^r--Ji(H)cos 
z л

соз8(Ш 1

«Т(Н8—!)[ (29)

Величина В, характеризующая амплитуду отражённой в направлении 
— z (благодаря наличию щели) волны, численно равна коэффициенту отра
жения, ибо

£=Ш?> пригсС-^.

4 Радиотехника № 5
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Аналогичное равенство справедливо также для остальных состав
ляющих.

Расчётную формулу для В получим, подставив в выражение (20) 
значение U0 из равенства (29)

B= -

так как
Z = ^- и w = cA.

Коэффициент отражения В полностью характеризует влияние щели 
на режим работы генератора, возбуждающего волновод. Однако, этого не 
достаточно, необходимо также знать, какая часть мощности, отдаваемой 
генератором в волновод, излучается через щель. Для этого введём соответ
ствующий параметр

(30)r-^_ 1 _Fj| — и^~ 1 w^

являющийся коэффициентом полезного действия щели. Формулы (21) и (22)
позволяют написать

*i =
2B

В — 1 (31)

Из вырдЖения (30) следует, что коэффициент отражения (а значит 
и ^) зависит только от параметра (Аг0), так как 7*= + ^l-('7*'o)2.

Остальные величины, входящие в ф-лу (30), имеют фиксированные
значения

g^jx/D=l,8415

7=Й?- (см.ф-лу24)

На рис. 4 даны кривые зависимости коэффициентов В и ^ от пара
метра kr^ для тех значений последнего, при которых в волноводе возможна 
распространение только одного типа волн Яи. При этом предполагалось, 
что длина щели равна х/2, т. e. если изменение (&г0) происходит за счёт X, 
а не г0, то соответственно изменяется и длина щели 1.

Из кривых следует, что большим значением q соответствует большое 
отражение В. Последнее, очевидно, затрудняет согласование генератора с 
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волноводом и приводит к увеличению потерь в стенках волновода. Поэтому 
мы в следующем параграфе рассмотрим волновод со стенкой, в котором, 
этот недостаток отсутствует.

2. ВОЛНОВОД СО ЩЕЛЬЮ, ЗАКАНЧИВАЮЩИЙСЯ МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ СТЕНКОЙ

Если в волноводе, рассмотренном в предыдущем параграфе, позади 
щели поставить металлическую перегородку на расстоянии /х от середины 
щели, то, меняя /х, можно получить настраивающуюся систему (pHC.g5). 
Настройку, очевидно, необходимо вести на минимум коэффициента отраже-

Рис. 5.

ния В, или, другими словами, на максимум коэффициента бегущей волны 
в волноводе между генератором и щелью. При этом будут созданы наивы
годнейшие условия для отдачи мощности генератором и снижены потери 
в стенках волновода.

Коэффициент полезного действия щели q при наличии стенки равен 
единице, так как вся мощность, отдаваемая генератором, излучаетсяхчереэ 
щель.

Задача о полубесконечном волноводе со щелью может быть сведена 
при помощи метода зеркальных изображений к бесконечному волноводу [с

двумя щелями (рис. 5) и решается методами, применёнными выше. Введём 
для симметрии вместо z новую переменную x, отсчитываемую от перегородки

x=z—lv (32)
4«
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Благодаря зеркальному отображению мы теперь будем иметь наряду 
с волной, идущей из x=-oo, волну, движущуюся в противоположном 
направлении изх= + oo. Поэтому невозмущённое щелью поле будетиметь вид:

Н\ - тй Ji (И 0cos ® sin у x

H% _ 2jHj' /g£}C0S!fC0SyX
Г0 \ Г0

W% = -^- Jifg0sin^cosyx
^ (33)

^=^Ji^^sincpsinyx

Е0? = 77 g J\ (g 0 cos <p sin yx

h\ = 0 /•

Закон изменения напряжения вдоль узкой полуволновой щели сохра
няет косинусоидальный вид [ф-ла (2)] и при наличии перегородки в волно
воде. Что же касается зеркального изображения щели, то закон изменения 
напряжения вдоль неё отличается только знаком.

Возмущающее поле Es, Hs, добавляющееся благодаря наличию щели 
и её зеркального изображения, легко подсчитать на основании принципа 
суперпозиции.

Действительно, ф-лы (19), (20) определяют возмущающее поле, 
вызванное одной щелью в бесконечном волноводе. Аналогичные формулы, 
очевидно, имеют место и для поля, вызванного зеркальным изображением 
щели. При этом необходимо только учесть, что напряжение на зеркальном 
изображении щели отличается знаком и начало координат (x=0) не 
совпадает с серединой щели, как это имело место в ф-лах (19) и (20).

Учитывая всё сказанное, можно написать:

> X с -(4 + Ф (34)

E^=0

где
м^иа cos@sinT/1 

ку H2 Ji" (P-)

а) Формулы (34) справедливы для таких отрицательных x, где уже успели затухнуть 
гіобочные волны, вызванные щелью, в этом смысле и следует понимать знак <^ »

(34')

243



ИЗЛУЧАЮЩИЕ. ЩЕЛИ В ВОЛНОВОДАХ 53

Таким образом, остаётся только найти амплитуду напряженияі70для 
того, чтобы Es, Hs, а также полное поле внутри волновода, равное 
E=EP+ES, Н = Н° + ЕЕ, были однозначно определены.

Складывая выражения (33) и (34), получим

нл=^ Jx(g £) cos ? [(АГ-1) еп* + e_iYx] 

^= ~тМ »4)cos ? [(Af—l)eiU—e_iTx] 

^ = 7-Ji(n 05in <р {(АГ— 1) еі7* — е"іи] 

^= - у Ji(^)sin <р [(АГ— I) ё‘^+е-^] 

£<p=-^Ji'(n£)cos 'f [(АГ-1) е^+е-і^] 

/7 = 0.

(35)

Подсчитаем теперь мощность Wlf проносимую этим полем через 
некоторое сечение волновода $х (рис. 5), т. e. мощность, отдаваемую 
генератором, возбуждающим волновод

1

^x = ^Re ^ & W)bds=^(2N-N*) \ ЯА^)Г + [ц^'(их)]2} xdx. (36) 
(i.) о

При получении ф-лы (36) было учтено, что N вещественно. Последнее 
вытекает из рассмотрения ф-л (34), (2') и (33) для Af, U0 и ,Hf = H*.

Производя интегрирование, найдём окончательно

^x = S(2*-^) (/- ОЛОО- (37)

Мощность Wz, излучаемую через щель наружу, можно опять определить 
при помощи ф-л (23). Так как в рассматриваемом случае вся мощность,' 
отдаваемая генератором/излучается через щель (W^=VFj), то с помощью 
ф-л (37) и (24) можно написать следующее энергетическое равенство

^(2-Ѵ—А/2) (иа- 1)Л (И) =^g^

Подставим в него выражение для AZ [ф-ла (34')] и решим относительно Ua

х) Из ф-л (2) и (33) следует, что U^ вещественно.

(38)
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Определив напряжение U0, легко подсчитать коэффициент (Д/—1), 
фигурирующии в ф-лах (35)

2 w cos* (у). sin* (т 4) — n* т gs (p.* — 1)

2 w cos* ^^ sin* (т /х) + n* Т£Ъ(н* — 1)
(39)

Из рассмотрения ф-л (35) следует, что (W—1) является коэффициентом 
отражения, вызванного наличием на конце волновода металлической стенки 
и щели. Оптимальному режиму работы, очевидно, соответствует равенство 
нулю коэффициента отражения, т. e. (A^opt=l). Последнее эквивалентно 
требованию

2 w cos2 ^%) sin2 (у /х)—л2 у gz (p2 —l)=0,

определяющему оптимальное значение расстояния /х, между стенкой и 
серединой щели (рис. 5), при котором отсутствует отражение

sinY*xopt=H^^-1-) уЛрес(|.|) (40)

или, если опять определить gx по ф-ле (24).

sinY^opt==i=0,603 ^_рес(|.|), (40')

где ^ = /l-(7^o)S ^=1 »841 •

На рис. 6 изображена кривая зависимости Zlopt (в долях л) от Лг0, 
подсчитанная по ф-ле (40 ). При этом был взят наименьший корень ур-ния 
'(40'), удовлетворяющий условию Zlopt>^s|. Корень Zlopt<72 соответ
ствует режущей щель перегородке (рис. 5) и поэТому не интересен.

Кривая рис. 6 построена для тех значений Лг0, для которых правая 
часть ур-ния (40') меньше или равна единице, ибо только при этом 

условии ZJopt имеет вещественное значение. Как видно из кривой, настройка 
іволновода со щелью при помощи перегородки на бегущую волну (W-l=0) 
*возможна в нашем случае не для всех значений Аг0, при которых в волноводе 
распространяется только один тип волны Ни.

Методом, тождественным изложенному здесь, могут быть рассмотрены 
также прямоугольные волноводы как с продольными, так и с поперечными 
излучающими щелями.

В случае возбуждения волновода произвольным заданным распреде
лением сторонних токов (источников) методика расчёта остаётся той же. 
Изменяется только выражение для коэффициента Фурье [ф-ла (11)], вслед
ствие появления в лемме Лоренца добавочного члена.
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ЩЕЛЕВЫЕ АНТЕННЫ 1

1 Краткое изложение результатов опубликовано в Докладах АН СССР [в~7].

Я. H. Фельд

В работе излагается общая теория щелевых антенн, применимая к узким щелям, про
резанным в металлической поверхностилюбыхэндовибраторов или волноводов. Получено 
интегро-дифференциальное уравнение, определяющее закон распределения напряжения 
вдоль щелей при работе щелевэй антенны на передачу или прием и дано его решение. 
Показано, что общее интегро-дифференциальное уравнение для достаточно узких щелей 
может быть заменено дифференциальным уравнением, аналогичным телеграфному.

Введение

1 В работе Р] мы рассмотрели задачу об излучении через щели в системах, 
обладающих осевой симметрий. При этом излучаемое поле определяется 
напряжением V между краями щели, не меняющимся вдоль нее. Значи
тельно больший практический интерес представляют несимметричные 
щелевые излучатели, у которых напряжение изменяется вдоль щели.

Поэтому в настоящей главе мы займемся вопросами излучения через 
любые узкие щели, прорезанные в поверхности 
металлических тел эндовибраторов, волноводов 
и т. n., которые мы будем называть щелевыми 
антеннами.

Основной задачей здесь является нахожде
ние закОнов распределения напряжения вдоль 
щели в зависимости от способов ее возбуж
дения.

Определение поля снаружи и внутри щеле
вой антенны сведется после этОго соответст
венно к внешней и внутренней граничной 
задачам электродинамики, решение которых 
не встречает принципиальных трудностей. 
Знание этих полей позволит ответить, очевидно, 
на большинство вопросов теории и практики 
щелевых антенн.

Дадим прежде всего определение щели постоянной 
прорезанной вдоль некоторой гладкой линии [Z] на криволинейной 
поверхности, обладающей непрерывно меняющейся касательной плос
костью. Для этого проведем на рассматриваемой поверхности линию[/] 
длины Z и построим на поверхности семейство геодезических линий, 
ортогональных к [fl. Если теперь провести второе семейство линий, 
ортогональйых к первому, то одна из них совпадет с [fl (рис. 1).

Из известной теоремы теории поверхностей [2] следует, что две 
любые линии второго семейства отсекают на геодезических линиях дуги 
равной длины.

произвольных полых

UзСОПьЪ

Рис. 1.

ширины d и длины Z,
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Таким образом, вырезав часть поверхности, ограниченную с одной 
стороны двумя соответствующими траекториями второго семейства, 
находящимися по разные стороны линии (Z^ и двумя геодезическими, 
прохбдящими через концы [Z], получим щель длины 1 и постоянной 
ширины d, если последнюю измерять вдоль геодезических линий (рис. 1).

Приняв семейство геодезических линий за координатные линии 
v=const, а ортогональные к ним траектории за кривые u=const, 
получим систему координат на поверхности щели s, которой мы будем 
в дальнейшем пользоваться. При соответствующем выборе и элемент 
дуги на поверхности s может быть представлен выражением

dP = du2 + <Pdv2, (1)

где коэффициент Ляме при du равен единице.
Границы щели при этом определяются равенствами

u = 0, u=d, v = 0, ѵ = ѵ19 Ю

[Л,а линия [Z] уравнением u = dl2.
Щель, следовательно, полностью определяется заданием линии 

вдоль которой она прорезается, и числом d, равным ее ширине.
Из всех возможных щелей в настоящей работе будут рассматриваться 

узкие щели, удовлетворяющие следующим требованиям: 1) ширина 
щели с/ намного меньше ее длины 1 и длины волны X (J<^Z,>); 2)радиусы 
кривизны p линии [Z] намного больше d (p^>d).

Учитывая только что сказанное, мы в последующих расчетах всюду 

будем Отбрасывать члены порядка у > у и у •

При расчете полей будем также пренебрегать потерями в металле 
и пользоваться гауссовой системой единиц. Зависимость от времени 
взята в форме eitu*, где о—угловая частота.

§ 1. Основное интегро-дифференциальное уравнение 
для распределения напряжения вдоль щели

Вырежем на пОверхнбсти полого металлического тела, вдоль некоторой 
линииД^ узкую щель ширины d, длины Z (см. „Введение") и обозначим 
внутреннюю и наружную стороны оставшейся металлической поверхности 
буквами, se и se. Полученная таким обрайЬм щелевая антенна (рис. 2) 
возбуждается в случае передачи источниками, находящимися внутри 
антенны, а при приеме—источниками, находящимися снаружи.

Для того чтобы охватить оба эти случая, будем считать, что поле 
возбуждается линейными проводниками Zt и Іе9 находящимися соответ
ственно внутри и снаружи антенны, с заданными вдоль них токами L 

Форма и расположение проводников должны быть таковы, чтобы 
токи, возбуждаемые ими на внутренней и внешней поверхностях антенны, 
в отсутстрие щели, пересекали линию [Z^ вдоль которой прорезается 
щель под углами, близкими к 90°.

Если обозначить буквами E\ HQ и 6°, 9t0 поля, возбуждаемые 
проводниками Zt и Іе внутри и снаружи антенны, когда щель отсутствует, 
то предыдущее требование можно записать так:

m>m и ій°і>іС°і ' (з.
на поверхности s, где будет прорезана щель.
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Здесь HeQ, Ни°, . • . . составляющие векторов в криволинейных 
координатах u, v. При этих условиях будет иметь место интенсивное 
излучение или прием через щель. Очевидно, только те системы, для 
которых выполнены неравенства (3), представляют интерес для антенной 
техники.

Если до прорезания щели полое металлическое тело представляло 
собой эндовибратор (а не, например, волновод) с собственными частотами 
юѵ (v = l,2...), то мы будем считать, что вынужденная частота <о=7^юѵ. 

При этом условии поле EQ, Н\ а также поля, вводимые ниже, будут 
ограничены, несмотря на пренебрежение потерями в металле.

Обозначим искомое поле (внутри и снаружи) рассматриваемой щелевой 

антенны буквами E*, H и введем, как и в работе fJ, два вспомогатальных 

регулярных (в областях, где они определены) поля E1, H1 и б1, ф\. 
заданных соответственно внутри и снаружи антенны при помощи гранич
ных условий

(4>

где n — единичный вектор наружной нормали к поверхностям, a e*— не
который вектор, касательный к поверхногти щели s, который мы определим 
ниже. Методом, аналогичным данному нами в [т], легко получить, учитывая 
наличие двух проводников Ц и Іе9 равенство

J p(Tr-F)j5s=7(/l&di^ J lt'di. )- (5)

(*) (G') Ge)

Действительно, применяя лемму Ло

ренца к полям E, H и E\ H1 в прост
ранстве, ограниченном снаружи поверх
ностью sH-s,-, найдем, используятеорему 
Гаусса,

J {ряЯ-Ег«]}*=тР^- (*+»<) (»«•)
Соответственно, для полей E, H и 

■' > ■ ■>
б1, ф1, применяя лемму Лоренца к внеш
нему пространству, ограниченному изну
три поверхностью s + s^, получим

j O^J-p3j)S=-Tp^- (We) (M
•

Вычитая последнее уравнение из предыдущего, учитывая при этом 
граничные услОвия (4), немедленно придем к равенству (5).

Правой части формулы (5) может быть придано более удобное 
выражение. Для получения его применим лемму Лоренца к полям 

E1, H1 и £°, ЬР, определенным выше. Прилагая лемму Лоренца к внутрен
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нему пространству щелевой антенны (рис. 2) и нспользуя теорему Гаусса, 
получим

J {р"]-рія«]}2=£рЙС

или, учитывая граничные условия для E1 и EQ,

2 Необходимо, однако, помнить, что при оперировании с о-функцией, ее следует 
рассматривать как предел некоторой непрерывной функции, обладающей достаточным 
количеством производных, т. e., строго говоря, следовало бы положить e1 = 8* (R), где 
Um 8V (R) = о (R), и переход к пр еделу производить только в окончательных выражениях 
t^0

-Jp^J*=yP^- (б)

Аналогично этому, применяя лемму Лоренца к полям ®\ ф1 и ®°, £° 
во внешнем пространстве, найдем

(6')

Полученные формулы (6) и (6') позволяют придать уравнению (5) 
следующий вид

(7)

Используя введенные выше [см. формулу (1)] на поверхности щели 
s координаты u, v, зададим вектор e*, определяющий вспомогательные 
поля [формулы (4)] при помощи формулы2

%(q) = *(R)t (8)

Здесь t —единичный вектор, касательный к координатной линии и 
в точке q(u,v) поверхности s, R— расстояние между точкой q(u,v) 
и произвольной точкой g0(u0, ^о)повеРхности s и> наконец, S(^)— импульс
ная функция Дирака, удовлетворяющая условиям: S(^) = 0 при R=^0,
И J f(4)HR)ds=f(q0).

Подставив выражение для e1 в правую часть равенства (7) и используж 
свойства S-функции, получим 

или в координатной записи

J HJH/-^)-^(^-^)J^ = ^(9o)-^(7o). (9')
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Напоминаем, что интегрирование в этих формулах производится 
по координатам точки g(u,a). Для узких щелей, когда d<^l,\ уравне
ние (9') значительно упрощается. Действительно, так как Ev = 0 на s при 
u = 0 и u = d (т. e. на краях щели), то вследствие узости щели (б?<^/Д) 
и непрерывности Е9 можно утверждать, что на щели |£J<^|£J всюду, 
за исключением незначительных участков у концов, гі = 0 и v = vlf где 
Еи — 0 (рис. 3). Длина этих участков порядка с/, и их влиянием на величину 
интеграла в формуле (9') можно пренебречь (как ^ по сравнениюс 1)- 

Чтокасается величин |££х — ф/| и \HJ— Ф,/|, то при выбранном нами 
e* [формула (8)] первая из них превосходит на s вторую. Таким образом, 
второй член, стоящий под интегралом в равенстве (9'), может быть от
брошен, и оно сведется к уравнению, определяющему Еп на s (т. e. 
на щели)

J E,AH^-^)ds = ^(q.)-H^q.), (10).

(e)

Еѵ в этом приближении равно нулю на щели.
Аналогичная картина имеет место в случае тонких проводов, где 

обычно пренебрегают поперечными 
с продольными, несмотря на то, 
что на концах последние обра
щаются в нуль. Роль продольной 
составляющей плотности тока в 
нашем случае играет ЕЛ»

Переходя к анализу основного 
интегрального уравнения (10), вы- 
делимпреждевсего главную часть 
ядра (Zf/ — £/), обращающуюся 
при q = 7o в бесконечность.

Формулы (20) и (20j нашей работы[х] позволяют написать3

^(g)=2^pferadrfw^-^2) J [?ztJ ^-^s'^"O(l). (U)
2 (*)

Здесь R— расстояние между точкой наблюдениядиточкой g'(u',w'), 
по которой производится интегрирование,

^=^V^=y и к2——й^- (12)

Штрих у векторного произведения указывает на то, что оно относится 
к точке g'.

Главная часть вектора ф1 отличается от вышенаписанной только 
знаком, вследствие изменения направления положительной нормали 
на обратное.

Таким образом, для ядра может быть написано выражение

?" r П^._^.П' л“лл'Я/ — £/ = ~- (grad div ч- Л2) J [еі п J ~^— ds' ч- О (1),
2 («)

3 Отличие заключается только в том, что однородная среда, заполняющая простран
ство снаружи и внутри антенны, предполагается здесь имеющей e и p. отличными 
от единицы.

составляющими тока по сравнению

-- ------------------- - 1------------------------ -

7
'ез
j mmж

Рис. 3.
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или, учитывая формулу (8) и свойства ^-функции,

H/-^=-^-(graddivH-A*)f*^-4-O(l), <13>

^
^- ^>

где t0 и t— единичные векторы,касательные к линии v соответственно 
в точках q(u,v) и 9о(ио>^о) поверхности s.

Несколько преобразуем полученное выражение. Для этого напишем 
очевидные равенства

j. ( е~'ІВ ?Л f j е~ікв 1 d е~ІІЛ
dlv ^^- M = Mrad ~R~= ~bT0 ~*~

H

^ / e~iJtR ^ \f,graddiv ^_g_/J = 1 d2 
<т0 ^vo ^v

Здесь а и а0—коэффициенты Ляме, относящиеся соответственно 
к точкам q и qQ, а индекс нуль у grad0 и div0 показывает, что эти 
операции производятся по координатам точки qQ. Так как

е~^В ^ -'bR ^ ^
— к =^-^H-O(1),

где О (1) остается ограниченным, когда R ^> 0, то

"^* / ж»“*^д ^A 1 л / я—»^ ^ \f,graddiv (^-fJ =-^div.(^- fJ + O(l)=

X_LJ__L fjZ_
ст0 dvQ ст0 dva \ R

) + O(l).

При этом было учтено, что коэффициент Ляме при du равен единице. 
Подставляя полученное выражение в формулу ;13) и учитывая соотноше

ние t9 tVo =1 н- O(R2), найдем следующее выражение для ядра с выделен
ным главным членом

H.'-V = -^L^^F, (14)

где F—регулярная на s функция, которую можно считать в пределах 
щели зависящей только от v и ѵ0, т. e. F=F(v,vQ), a LQ — оператор, 
равный

L—-———
0 ffo dvQ аг0 dvQ (15)
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Внося найденное значение для ядра в основное уравнение (10), 
придадим ему вид4

4 Строго говоря, следовало бы подставить в (10) значение ядра, в котором ех = 8ѵ 
а затем перейти к пределу, когда lim оч = В (см. сноску 2). Мы же совершили переход 

v^0
к пределу в выражении для ядра и, таким образом, поменяли местами порядок операций 
перехода к пределу и интегрирования в равенстве (16).

Законность этого легко доказывается при условии, что первый интеграл в (16) 
понимается в смысле „главного значения“.

6 При получении формулы (18') мы предполагали, что R* (vQ, v) — функция, монотонно 
изменяющаяся вместе с v на интервалах (^o— Vj) и (О — Vg), в противном случае 
необходимо добавить еще один член. Подробное рассмотрение преобразований, анало
гичных (18), можно найти в работах[3|.

-І J £,Ло^^ч- J £иГЛ = ^(7о)-Ц°(7о), (16)

(*) 00

или, меняя местами порядок операций интегрирования и дифференцирова
ния (справедливость чего может быть легко доказана), получаем

±4 J Eu2±LJs = j ЕиГЛч-Я,°(<7о)-^0(<7о). (16')

О) (*)

Для решения полученного уравнения мы используем метод, который 
во ’ многом аналогичен развитому Леонтовичем и Левиным [3], 
но учитывает, однако, при этом специфические особенности настоящей 
задачи. Введем прежде всего понятие напряжения V между краями 
щели при помощи равенства

d
V-^E,,(u,v)du (17)

0

я рассмотрим поверхностный интеграл

d v iГ ^“®ЛД F Г ^^“ЛЯJ ^(?)—*=[ rfuJ Eu(u9v)^-adv.

(s) 0 0

Выделяя логарифмический член во внутреннем интеграле правой
части, не представляет труда получить, с точностью до членов порядка 
djl, следующее выражение

d
С o~ikR Гj Ea -^- ds = — 2 J Еи (и, v0) In (kRJ du н- К [ V, о0], (18)

(•) о

где^і — расстояние между точками u, а0 и u0, т?0 поверхности s, аАГ[И, z/0] — 
интегральный оператор, линейный относительно V и равный5 6

К[ И,«.]=f V (») ^- (1 -± I в< ]) .* -
0

V
ln (kR*) e~'iR* (V (v) — ik V (v) ^-j- dv. (18')
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Здесь интегрирование происходит вдоль линии [Z] (т. e. u = rf/2), 
Я* — расстояние между точками (у> ѵ0) и ^, vj линии [7].

С той же точностью можно написать, что

J Eu Fds = J V(v) F(v, v0) cdv, (19)

(«) 0

ибо, как уже говорилосьвыше, ^можно считать независящей от и на щели. 
Используя сокращающее запись обозначение

®і
G[V,vo] = LoK[V,vo]-^ f V(v)F(v,vJtdv (20)

0

и подставляя соотношения (18) и (19) в уравнение (16'), немедленна 
найдем

d
2£0 j ^(u,^)In(^)rfu=G(K^-^JH,O(go)-^(go)h

0

Для того чтобы получить отсюда интегро-дифференциальное уравнение 
для напряжения И, умножим написанное равенство на f(uQ)duQ в. проинте
грируем по интервалу 0 <^ uQ ^ d.

d d d
f /(«oHo J 2EH(u,v0)\nkR1duduQ=G[V,v0] J f(u0)du0—

0 0 о
d

-^ f /(и0){Н;(<7о)-^°(<7о)}^о.

0

Введенную только что функцию f(uQ) мы определим из условий

d
2 j /(u0) In (^i) °^о = l/a = const при 0 ^ и <J d

0

(21>

(22>и І
d
J /(“о)^«о = 1

0

которые определяют как функцию /, так и параметр а. Решение этой 
системы уравнений с нужной точностью дано в нашей работеР) 
[формулы (32) и (31")] и Ё обозначениях настоящего параграфа имеет вид

/(«о) 1
x Vuo(с/—и0)

(22)

Так как HVQ (qQ) в $eQ(qQ)—составляющие поля регулярного на s, 
то можно считать их на s зависящими только от г/0 и вынести за знак 
интеграла в равенстве (21). Ошибка при этом, вследствие узости щелия» 
будет, очевидно, порядка rf/l.
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Это замечание и второе из равенств (22) позволяют переписать 
уравнение (21) в следующем виде

d d
f У(«о) ^ J 2£„ (“, ®o) ln kR^ du du0 = 

0 о
(2Г)

= G [ V, vJ - ^2 {Ч» (ѵ0) - ^ (ѵй)}.

Чтобы поменять здесь местами порядок операций £0 и интегрирования' 
по п0, необходимо показать, что величина 1/<т0, фигурирующая в выраже
нии для £0 (15), может считаться на s независящей от и0.

Легко получить следующую оценку для относительного изменения 
1/<У0 в интервале O^uo^d npH j70 = const 

(23)

где p^ и p — радиусы геодезической и обычной кривизны координатной 
линии v в точке щ,ѵ$.

Таким образом, с точностью до членов порядка |у| величину 1/с0 

можно на s считать независящей от uQ. Аналогичное предложение может 
быть доказано также для j^(jjr)*

Учитывая это, вынесем в уравнении (21') оператор £0 за знак интеграла 
и поменяем местами порядок интегрирования по и и и0 (что вполне 
законно),

d d
AoJ £„(u,vo)J 2/(ц0)1п^1</ио</и = С[Г,»0]—тсЛ2^Я1,0(г’о) — Ф,0(®о)Ь

0 0

Внутренний интеграл равен l/oc [первая из формул (22)], поэтому 
используя выражение (17) для напряжения К, получим искомое интегро-диф
ференциальное уравнение, определяющее распределение напряжения 
вдоль щели

£0 Kto = «G[^«M{W-m (24)

В дальнейшем удобнее характеризовать сечение на щели нѳ координа
той vQ, а длиной дуги т, отсчитываемой, например, вдоль линии [7| 
от одного из ее концов

«0
т = J tf dv9 ch =% dvQ. (25)

о

Основное уравнение (24) при этом принимает ^чиТывая (15)] вид

S^ И=аС[Г,г]-^а|Ят«(т)-фтО(т)Ь (26)

К нему необходимо прибавить еще граничные условия на концах 
щели®

V=0 при т = 0 и T = Z. (26')

6 Если щель замкнутая, то условия (26х) должны быт» заменены требованием 
периодичности.
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Для передающих щелевых антенн, когда снаружи антенны источников 
нет, £° = 0, и уравнение (26) несколько упрощается

^Г**2 К=аС[К,т]-^2аЯ?(г), (2?)

7 Методы A. *A. Пистолькорса и M. А. Леонтовича для общего случая щелей 
в неплоских экранах принципиально неприменимы, так как при этом нарушается 
симметрия в граничных условиях для E и H.

V=0 при т = 0 и r = Z.

Напомним, что G — линейный относительно V оператор (20), зависящий 
ют формы щели и металлического тела антенны (но не от источников), 

Н°(ф°) — магнитный вектор поля, создаваемого внутри (снаружи) антенны 
теми же источниками при отсутствии щели, а ЛЛ°(т) (9іх°(т)) — составляю
щая этого вектора, параллельная линии [Z] в точке т (на s).

Следует также подчеркнуть, что основные уравнения (26) и (27) 
выведены при условии выполнения неравенств

^<1, 4<1, £<1. (28)

Уравнение (27) формально совпадает (по внешнему виду) с соответ
ствующим уравнением для распределения тока [3] в эквивалентной 
металлической антенне, совпадающей по форме со щелью.

Эта аналогия позволяет говорить об эквивалентности, в вышеуказан
ном смысле, любой щелевой антенны и ей соответствующей металли
ческой.

Для случая щелей, прорезанных в бесконечно тонком, бесконечно 
плоском экране,натакую эквивалентность впервыеуказали Пизтолькорс [4] 
и Леонтович р], которые пришли к этому совершенно другим путем, 

исходя из симметрии граничных условий для E и H в случае плоского 
экрана со щелью и эквивалентной металлической антенны.

В разобранном ими случае эта эквивалентность была полной, чему 
соответствует, с нашей точки зрения, тождественность операторов G для 
обеих задач. В нашем же общем случае7 можно лишь говорить о формаль
ном внешнем совпадении уравнения для распределения V вдоль щели 
и уравнения для тока вдоль эквивалентной ме'таллической антенны, так 
как операторы G в общем случае не совпадают. К этому вопросу мы еще 
вернемся в одном из следующих параграфов.

Получение основных уравнений (26), (27) позволяет считать теорию 
любых щелевых антенн принципиально доведенной до уровня теории 
проволочных антенн.

§ 2« Методы решения основного интегро-дифференциального 
уравнения

В основные уравнения (26), (27) входит некоторый параметр а, 
который является естественным параметром малости нашей задачи. 
Действительно, из формул (22') следует, что ос<^1, если отношение 
J/X достаточно мало, так как

Ы = ^^
4 — 2 X *
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Этот параметр эквивалентен декременту затухания теории проволочных 
антенн, и излагаемая ниже методика во многом аналогична используемой 
в теории тонких вибраторов. Так как уравнения (26) и (27) отличаются 
только видом известной функции, то мы ниже разовьем все методы 
решения на примере уравнения (27).

Полученные результаты легко перенесутся на случай уравнения (26), 
если в них заменить H^ на \Н?— 9£т0}.

Наиболее простым и естественным методом является, очевидно, 
разложение решения в ряд по малому параметру а

r K=K^a^4-a2^^-... (29)

Подставляя этот ряд в (27) и приравнивая коэффициенты при одина
ковых степенях а, получим следующую систему уравнений для определения 
K(n=0,l,2,...)

^ ^0. _t_ £2 У _ Q
JT2 К И0--- и>

^+*2 К = G [ К., т] - ^2 R0 (т),

^ + ^И2 = С[К1(т], (290

c граничными условиями

Ии = 0 при т = 0 и т = / (n = 0,l,2,...) (29'')

для „настроенных" щелей, когда длина щели 1 кратна y

Го = Дзіп£г. (30)

Амплитуда А определяется, как обычно, из условия ортогональности 
полученного решения к правой части уравнения для Ѵ19 т. e.

i
J Нт° (т) sin kr dt

A=vk2-t------------------------------ (30)

J G [sin k^, т] sin kx dx 
0

При длине щели Z, не кратной Х/2 („расстроенная" щель), V тожде
ственно разно нулю, и необходимо учитывать следующие члены ряда (29). 
Уравнение для Ѵг при этом принимает вид

^ + ^K=-^H,o(T).

7 Журнал технической фиажки, т* XVII, вып. 9

(31)
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Решая его при граничных условиях (29'^, найдем

Ѵт = В sin кт — у J Ф (x) sin k (т — x) dx, (317

0
где

i
в ~ ~k^il I ф <*> sin к U ~ x> dx> ф ^ ~ ~н^0 ^-

0

Для практических целей в большинстве случаев достаточно ограни
читься первым отличным от нуля членом ряда (29).8 При этом распре
деление напряжения вдоль щели будет определяться выражением типа (30} 
или (31')*

8 За исключением случая, когда 1 близко к ^- („слабо расстроенцаяЛ щель). В этом 

случае следует разлагать V в ряд по степеням расстройки.

Существенным недостатком этого способа решения является, с точки 
зрения инженерной практики, то обстоятельство, что даже в первом 
приближении, в зависимости от того, „настроена* ли, „сильно расстроена" 
или „слабо расстроена" щель, приходится пользоваться различными 
уравнениями и различными формами решения.

Желательно поэтому получить единое решение, годное при любых 
соотношениях 1 и 1.

Как уже отмечалось выше, уравнение (27) совпадает по внешнему 
виду с аналогичным уравнением для распределения тока в тонких про
водах, последнее же является обобщением известного „телеграфного" 
уравнения для тока, которым радиотехника так успешно пользуется 
более полувека.

Учитывая сказанное, постаіраемся найти уравнение распределения 
напряжения вдоль щели, аналогичное „телеграфному". При этом мы 
идем по пути прямо противоположному тому, который использовался 
в теории проволочных антенн.

Ищем решение уравнения (27) в виде суммы

(32)r= Р+У, 

где И1 удовлетворяет уравнению 

i^+^p=_^^(T)j р2 = Л2-йх₽, 

c граничными условиями

И = 0 при т = 0 и T = Z.

Входящий сюда параметр P мы определим ниже. 
Вычитая из уравнения (27) равенство (33), получим

^+^^=«{СІКтІ-фИ

(33>

(337

(34>

с
Z/=0 при т = 0 и T = Z.
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Щелевые антенны 1063

Интегрируя эти уравнения относительно U, полагая правую часть 
заданной, найдем следующее интегро-дифференциальное уравнение

i
и=~І8̂ £і I MKxJ-Zmsin*(Z-x)Jx4-

• В противном случае первый член в (34х) обратнтся при kl = nTt в бесконечность» 

Т

t 0 (34')
н-^-f WlV,xl-%V4smk(*-x)dx.

0

Для решения его методом последовательных приближений положим 
сначала в правой части U = 0 и, следовательно, V = P1. Чтобы получен
ное при этом решение имело смысл для любых значений kl (включая 
£7=тггс), достаточно выполнения равенства9

J {С[И,х] — ірИ5т£(/—х)Лг=0, (35)

0

которое и определяет в рассматриваемом приближении параметр p

i
J G[Vl,x]sink(l—x)dx

0=2------- -t---------------------------------(357

i J V1 sin к (1— x) dx
0

Таким образом» в первом приближении

U=^i \G[V\x] — i'fiV4sink^ — x)dx.

0

Продолжая этот процесс далее, можно получить для Uи ₽ следующие 
приближения в виде степенных рядов по малому параметру а.

Из полученных формул следует, что

t/=^O(a)

K=r41 + O(a)J.

Дляузких щелей, когда a<^l, V^V1 и искомое „телеграфное" 
уравнение для V coma&aer с уравнением (33), т. e.

4^ Ч- p2 r= - ^2 «К° (?), ^

V = 0 при т = 0 и т = L

Это уравнение, как и соответствующее ему в теории проволочных 
антенн, имеет решение, годное при любых соотношениях между l и ^.

^=гі^/НОяіпрт — афСт). (37)

258



1064 Я, H. Фельд

Здесь
т

Ф(т) = ^- j H/(x)sinp(T-x)Jx. (37')

0

Легко сообразить, что фигурирующая в предыдущих формулах величина 

p = Ѵ^-гар ^k- zg- (38)

(или, точнее, ip) играет роль постоянной распространения.
Вводя обозначение

0 = 0' + ф", (39)

где P' и P7 — вещественны, придадим величине p вид

10 Строго говоря, для этого также необходимо равенство „затуханнй" (т. e. Im p) 
и укорочения волны для обеих антенн, что, вообще говоря, не имеет места [см. (35') 
и замечания, сделанные в конце § 1].

Отсюда следует, что величина ap'/2& представляет собой „затухаяие 
щели", a оф''/2£— поправку на укорочение волны в щели.

Действительно, укорочение волны, очевидно, равно

ДХ = ^ос. (40)

Таким образом, излагаемый метод уже в первом приближении опре
деляет не только затухание, но и поправку на укорочение волны.

Для узких щелей величина ^) весьма мала, поэтому в формулах (37), 

(37') можно, большей частью, полагать p = k, за исключением случая 
настроенных ^l-—2—) или сдабо расстроенных щелей, когдапараметр 

p должен быть сохранен в sin р19 стоящем в знаменателе (37). Для 
настроенной щели ^Z=—2~~’)ВЬІРажение(37),практически,превращается 

в синусоиду

K=^(Osin*T^O(oc). (41)

Вычисление входящего сюда вещественного параметра £', в большин
стве случаев, можно произвести из соображений энергетического баланса, 
не прибегая к расчету по формулам (39), (35').

Уравнение (36) и его решение (37) показывают, что в рассматриваемом 
приближении распределение напряжения вдоль щели совпадает с распре
делением тока вдоль эквивалентной металлической приемной антенны,10 
если отождествить 77т° с составляющей электрического вектора невозму
щенной падающей волны, возбуждающей эквивалентную антенну. Величина 
jf/T°, входящая в наши формулы, являегся составляющей магнитного 
вектора поля эндовибратора или волновода, не возмущенных щелью, и для 
большинства практических случаев известна из соответствующей литера
туры. Что касается оператора С[И,т], нахождение которого связано 
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Щелевые антенны 7065

с расчетом вспомогательных полей [см. формулы (14), (18) и (20)], 
то знание его необходимо только для расчета коэффициента P (35), 
характеризующего „затухание щели“ и укорочение волны.

Таким образом, построенная теория в смысле простоты ничем 
не уступает теории обычных проволочных антенн. Уравнение (36) получено 
при условии выполнения неравенства а<^1 (узкие щели), но можно 
ожидать, что оно останется применимым для инженерных расчетов 
и в случае, когда неравенство а <^ 1 не выполняется,11 как это имеет 
место в теории проволочных антенн.

11 А выполнены, например, только условия (28).

Если среда, заполняющая внутренность эндовибратора или волновода, 
имеет e, отличное от наружной среды, то необходимо во всех формулах 
заменить k на £ЭБВ.

2 & + k'*
к™ =—2—’

где £ = 2тсД и ^' = 27u/X', соответственно, волновые числа для наружной 
и внутренней сред.

Отсюда, например, следует, что, заполняя эндовибратор (или волно
вод) диэлектриком, можно значительно сократить длину „полуволновой“ 
щели, прорезанной в нем.

В заключение считаю своим приятным долгом выразить благодарность 
академику M. А. Леонтовичу за ценную дискуссию и интерес к настоящей 
работе-
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1947 г. ЖУРНАЛ ТЕХНИЧЕСКОМ ФИЗИКИ Том XVII, вып. 12

ОБ ОДНОИ МЕТОДБ РАСЧЕТА ВОЗБУЖДЕНИЯ ВОЛНОВОДОВ, 
ЭКЗО- И ЭНДОВИБРАТОРОВ1 2

1 Настоящая работа является развитием метода, краткое изложение которого 
•публиковано нами в Докладах АН СССР PJ.

2 При расчете этого поля металлическая оболочка эндовибратора предполагается
отсутствующей, a s,* рассматривается как некоторая геометрическая поверхность.

Я. H. Фельд

Излагается новый метод решения задач о возбуждении замкнутых металлических 
поверхностей, используемый для расчета возбуждения волночодов, эндовибраторов 
и экзовибраторов (поверхностных антенн) при любом распределении источников.

§ 1. Изложение метода. Возбуждение эндовибраторов
Задачи, связанные с возбуждением волноводов, эндовибраторов и экзо

вибраторов (поверхностных излучателей), сводятся в общем случае 
к расчету электромагнитных полей внутри или вне металлических поверх
ностей, при заданных источниках (сторонних токах), возбуждающих 
систему.

Для эффективного построения этих полей ниже развивается довольно 
общий метод, применимый для большого числа практически важных 
случаев.

Сущность предлагаемого метода мы разбе
рем на примере эндовибратора, возбуждаемого 
распределенными внутри него сторонними то
ками Jc\ Внутренние объем и поверхностьэндо- 

вкбратора мы обозначим буквами ѵ{ и st, а на
ружную (по отношению к v^ нормаль к st 
буквой n (рис. 1).

—^ ■—>■ ^-^ —>■

Для двух произвольных полей £, H и @, £, 
возбуждаемых соответственно сторонними токами 
^.CT. ?СТ. к

j и /i , справедлива лемма Лоренца 
div [£$] — div [® Я] =^-(J'1®—/”-T) •

Будем под b, rt подразумевать искомое поле внутри эндовибратора, 

а под 6, ф некоторое вспомогательное поле, источники которого — 
*^CI. 9 rp
д , находятся вне г/,< Іогда, интегрируя написанное равенство по v. 
и применяя теорему Гаусса, найдем

J{p^-[^]}X=^J7“^„ іо
to) (ч)

где ds = dsn,
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1472 Я. H, Фельд

Введем на поверхности \ криволинейную ортогональную систему 
координат щ v, ориентированную таким образом, чтобы нормаль n со
ставляла с направлением возрастания u и v правовинтовую систему. 
В координатной записи уравнение (1) принимает вид

J {(£„Ф,-£^и)-(биЯ„-®.Яи)Из = ^/7ст-б^,. (2)
(*i) м

На^металлических поверхностях выполняются с большой точностью 
граничные условия M. А. Леонтовича

Еи = Шѵ J
ZT.=-aflJ a =

и
*,4^a ’ (3)

e, рі, а — электромагнитные параметры металла, <о — угловая частота. 
Используя эти условия, придадим равенству (2) следующее выражение

J {НЖ + «Ф.)-Н.(®.-«О ds^ [ 7“-1^. (4)
(«») ч)

~> ^
Вспомогательное поле 6, ф9 источники которого находятся вне ѵі9 

мы определим внутри ѵі9 задав на поверхности s, уравнения, связывающие 
между собой составляющие векторов ® и ф.

Введем прежде всего две полных и ортонормальных на s, 3 системы 
функций fn(u,v) и Fn(u9v) (n = 0,l,2...) с весами p(u,v) и P(u,v) 

определим поле ®, ф при помощи условий

®«—«$.=p (“»®) Л f* («, ®), I /5х
®„+а $и=Р(щ®)ВпF* (и,®), I **3 S>'

Здесь n — произвольное фиксированное целое число, /п* и F* — вели
чины комплексно-сопряженные с fn и Fn9 а А„ и Вп — некоторые заданные 
числа.

Не представляет труда показать, что условия(5) однозначно определяют 

®, ф внутри ѵ{.
Подставляя (5) в уравнение (4), получим важный для дальнейшего 

результат

A,. ( H, f* (и, v) p (a, v) ds — Bn f Hu F* (и, v) P(u, v) ds =

(*.) - (».)

= —^jjCT®</u,.. (6)

(ч)

Легко видеть, что интегралы, стоящие в левой части уравнения (6), 
представляют собой коэффициенты Фурье в разложении Н9 и Ни 
по функциям fn и Fn на поверхности s, .

3 Можно было бы ввести полные и ортонормальные на части поверхности а,- системы
функций fn и Fnt равные на остальной части поверхности тождественно нулю. При
этом все нижеследующее полностью сохранится с той только разницей, что ряды (12)
и (17) будут справедливы только для части s,-.
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Метод расчета возбуждения волноводов 1473

Используя обычные обозначения для коэффициентов Фурье

(HJJ= (HJ*pds, (H„F,) — J H*F*Pds, (7)

(*l) (А)

придадим уравнению (6) следующий вид

An(HJn)-Bn(HuFn) = bn. (8)

Здесь Ьп обозначает

^=-ЯЖ- №
(»t)

поскольку поле 6, $ зависит от n [условия (5)]. Для определения 
коэффициентовФурье(7У?/^),(Н/ /п) недостаточно одного уравнения (8), 

поэтому мы введем новое всомогательное поле внутри ѵ{— S1, ф1 при 
помощи граничных условий

4 Неоднородным иэ-за наличия внутри ѵ( источников /от‘.
5 Так как внутри v^ отсутствуют источники вспомогательных полей.

6 Журнал технической физики, т. XVII, вып. 12

®и1 — ^„1=р(и,®)Си/я*(и,г/) I
<V + *$,? = P(u, v) Dn F* (и, v) J Ha '” 1 ’

где Cn9 Dn—некоторые новые заданные числа.

Заменяя в равенстве (4) ®, £) на S1, ^)1 и используя затем условия (9), 
получим аналогично предыдущему

сй(Д/н)-А(ЦЛ)=<ѵ (іо)
Здесь 

^=-7JH4. <10')

(Ч-)

Уравнения (8) и (10) однозначно определяют коэффициенты Фурье 
{HuFn), (Hvfn) при условии, что заданные числа An, Bn, Cn9 Dn удовле
творяют неравенству

AnDn-CnBn^Q, (11)

которое мы будем считать выполненным. Зная коэффициенты Фурье, 
легко написать выражения для Нп и Нѵ на st в виде рядов типа Фурье

ОО 00

H, = 2 (Н„ Fn) Fn (u, v), H= V (Htfn)fn (Ut v) Ha Sf. (12) 

w=0 n=0

Таким образом, касательные составляющие магнитного, а значит 
и электрического [формула (3)] векторов на поверхности s, найдены, 
после чего поле в произвольной точке, находящейся внутри эндовибра
тора, может быть определено при помощи квадратур. Изложенный здесь 

метод сводит фактически задачу определения поля E, H, удовлетво
ряющего неоднородным4 уравнениям Максвелла с однородными гранич
ными условиями (3), к нахождению вспомогательных полей, удовлетво
ряющих однородным 5 уравнениям Максвелла и неоднородным граничным 
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условиям (5) и (9). Последняя задача во многих случаях предпочтительнее 
и легче, как это следует из разбираемых ниже примеров.

В практических задачах чаще всего задается не объемное распре
деление источников /от*, а линейное, или точечное в виде электрических 
диполей с заданными моментами. В этом случае коэффициенты Ьп 
[формула (8')] принимают вид

6»=-4Нг®^’ <13>
(*)

где 7СТ' — заданный сторонний ток, текущий вдоль линейного провода h. 
Интегрирование производится вдоль его оси. При наличии диполей 
с моментами рч (v = l,2...) в точках q^

Ьп = -Ык^^). (13')

Аналогичные выражения имеют место для ап (с заменой 6 на S1).
Граничные условия (5) и (9), определяющие вспомогательные поляг 

особенно упрощаются в том случае, когда можно пренебречь влиянием 
потерь в металле на структуру поля и положить c=oo, т. e. oc = 0. 
При этом граничные условия (5) и (9) перейдут в следующие

®«==А.р/»*(«>0.1 
®, = BHPF*(a,v), 1 На "‘
^=CnPf^M, I 
^=DuPF*(u,v),] Ha S'

(14)

(15)

“^ “^ "~г>
Так какповерхностный ток і9 индуцированный полем E, Нна идеально

проводящей поверхности so связан с H равенствами

(16)

то ряды (12) определяют в этом случае непосредственно токи, текущие 
по внутренней стороне эндовибратора

00 00
i.= i^(HMf,(^), i.=-i^(H,FJF,M. (17)

w=0 n=0

Еи и Еѵ на s,, очевидно, равны нулю [см. условия (3)]. Хотя ряды 
типа (17) сходятся только в среднем к функциям, для которых они 
составлены, однако в большинстве физических задач они будут сходиться 
также равномерно.

До сих пор мы рассматривали возбуждение объемов, ограниченных 
замкнутыми металлическими поверхностями конечной величины (рис. 1). 
В случае бесконечных ограничивающих поверхностей, как, например, 
в волноводах, ряды (12) и (17) перейдут, очевидно, в интегралы типа 
фурье по одному переменному и в ряды Фурье по другому.
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Все вышеизложенное полностью сохраняется при возбуждении бесконеч
ного объема ѵе, ограниченного изнутри замкнутой металлической 
поверхностью. Необходимо только потребовать, чтобы искомые и вспо
могательные поля удовлетворяли на бесконечности „принципу излучения". 
Если наружная (по отношению к ѵе) нормаль образует с координатными 
линиями и9ѵ правовинтовуюсистему, то всевыведенные выше формулы 
остаются при этом справедливыми.

Выбор /м, FM, а также постоянных An, Вп9 Cn, Dn, должен производиться 
исключительно из соображений упрощения задачи нахождения вспомога
тельных полей ®, ф и б1, ф1 [условия (14) и (15)]. Чем элементарнее 
получаются выражения для этих полей, тем соответственно проще будут 
выглядеть величины Ьп и ап [формулы (8') и (10')], а следовательно, 
и коэффициентя Фурье, определяемые из уравнений (8) и (10). Таким 
образом, величины /м, Fn и Дг, Bn, Cnf Dn должнывыбиратьсявкаждом 
отдельном случае с учетом специфических особенностей задачи.

6 Не представляет никакого труда провести все рассуждения этого параграфа при 
a7^O.

Детальнее этот вопрос разбирается в отдельных примерах, приво
димых ниже.

Следует отметить, что метод решения граничных задач, изложенный 
в настоящем параграфе, легко обобщается на случай, когда взамен (3) 
ставятся неоднородные граничные условия 

£«=?(u»4 i
^ = ф(и,®)> J на s,, (18)

где <р и ф заданные на st- функции. При этом несколько усложняются 
выражения для ап и Ьп [формулы (8') и (10')], а все остальные формулы 
остаются без изменения. Такой метод решения граничной задачи (18) 
мы использовали в работе [2].

§ 2« Сферический экзовибратор
Замкнутая металлическая поверхность, соизмеримая с длиной волны X, 

при соответствующем возбуждении ее наружной поверхности может 
в некоторых случаях успешно конкурировать с обычными антеннами. 
Такую излучающую поверхность мы будем называть экзовибратором. 
Может быть предложено большое число способов возбуждения экзо
вибраторов. Три достаточно простых способа возбуждения изображены 
на рис. 2. При этом генератор Г помещен внутри. Линейные проводники, 
расположенные снаружи и связывающие (электромагнитной связью) 
экзовибратор с генератором, естественно называть „элементами связи". 
Рассчитав распределение тока на поверхности экзовибратора при задан
ном расположении элементов связи, мы сумеем ответить на большинство 
вопросов теории и практики таких систем. В настоящем параграфе 
мы будем предполагать экзовибратор идеальнопроводящим a = О,6 так как 
потери в металле при достаточно высоких частотах приктически 
не сказываются на' структуре поля. Что касается кпд, то его можно 
вычислить затем, пользуясь методом, изложенным, например, в работе [3].

Рассмотрим сферический экзовибратор радиуса а с радиально рас
положенным элементом связи h (способ 3 на рис, 2). Закон распределения 
тока /ст’ вдоль линейного элемента связи (длины А) будем считать задан
ным. Эквивалентная схема, из которой мы будем исходить при расчете, 
изображена на рис. 3. При этом можно предположить, что вдоль элемента 
связи h распределена некоторая сторонняя эдс, реализующая заданное 

6*
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1476 Я, H. Фельд

на нем распределение тока /ст\ Введем сферическую систему координат 
r, $, 9 с главной осью, совпадающей с элементом связи. Вследствие 
симметричного возбуждения искомое поле будет иметь только соста
вляющие Ег> E^ и H^ не зависящие от азимута <р. Для того чтобы 
воспользоваться выведенными выше формулами, необходимо положить 
в них u = a, v = — 9.7 Чтокасается функций /и, Fn9 p ипостоянныхЛю, 
то в нашем случае их естественно положить равными

7 Знак минус поставлен здесь потому, что внешняя (по отношению к ѵе) нормаль 
образует с $ и 9 левовинтовую систему.

A,=1, p=i, Fn=0, /,=/4^^t Ij p»(1) <СО8 »)♦ <19)

3

Рис. 2.

где Pw(1) — присоединенная функция Лежандра. Так как поле рассматри
ваемого экзовибратора обладает осевой симметрией, то формулы (17) 
принимают вид

4=4^ 2 V Jn(^i/n^1)(co3S)’ ^=0’

Wi=l

ибо из уравнения (8) немедленно следует, что Ьп — — (H^fn).
Обозначая буквой /($) полный ток, протекающий через параллель 

& по поверхности экзовибратора в направлении убывания $, найдем, 
умножая (—z’d) на длину параллели,

W=-jfe»"’ 1 /^«"Ч^)- ™
n=l r

Для расчета коэффициентов Ьп по формуле (13) необходимо на основании 

граничных условий (14) определить вспомогательное поле ®, £>. Ищем 
решение этой задачи при помощи выражений

; _ 1 d* U 
'a- Г дгдЪ ’

ik ди 
VdF^=-

«, = ®,=®, = о *=2»/1.
«=^p»^.(«os»)c.(M. -..(?)=/f^4(?)

m=0 T

(21)

удовлетворяющих уравнениям Максвелла.
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Для нахождения коэффициентов £ш испОльзуем условия (14). Второе 
изнихудовлетворяется автоматически, так как 6? = 0 иГм = О, апервое 
принимает вид

Приравнивая коэффициенты при Рт(1) в обеих частях равенства, 
найдем _______

₽п = ^7= \/ 27~<п гчь \’ ? ^m = 0 ПРИ т¥“л* (22) 
r“ 2k^ yn(n+l) Zn (M ’ m r ' ѵ '

Выражение для ®г после этого запишется так [см. (21)].

®,=?»Л.(ооз8)(Дч-Л>) t_(M. (23)

Так как линейный элемент связи расположен радиально и на нем
3 = 0, то, подставив выражение (23) в формулу (13) для Ьп, получим

си-Л

\=-v₽. P" (S+*')UM*.
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Закон изменения тока /с*' в линейном проводе элемента связи мы 
зададим при помощи обычной формулы

/ст* = /0 sin k (d — г), d = a ^- А,

достаточно хорошо отображающей действительное распределение тока 
в тонком проводе, „открытом" на конце. Используя эту формулу 
и производя интегрирование, придадим выражению для Ьп следующий вид

ьп = ~ Zo ₽и \к (Ы) - cos kh ctt (ka) - sin kh ^' (МЬ (24)

Формулы (20), (22) и (24) полностью определяют распределение 
тока на поверхности сферического экзовибратора.

Используя известные рекурентные формулы для полиномов Лежандра, 
не представляет труда получить

sm8Pm(cos9) = ^^-(P_,(eoe8)-P.^(cos9)(,

после чего ряд (20) легко преобразуется в ряд по полиномам Лежандра

где

со
/w=2 6«'p«<cosa)>

n=0

1 t__  /p ^(kd)-coskh^(ka)
°*~2 C(M

X=M-1 
x=n+l

(25)

(25')

В частном случае, когда АА“тс/2,

,= z0 р„_і(М Ui(M ] .
2lcLi(^) ^+i(Mj

(26)

Очевидно, задача возбуждения металлической сферы несколькими 
радиально расположенными проводниками с заданными в них токами 
немедленно приводится к рассмотренной нами задаче при помощи 
принципа суперпозиции. На рис. 4,a и 4,6' дано распределение тока 
на сфере, рассчитанное по формулам (25), (25').

§ 3. Возбуждение волноводов

Разобранный в двух предыдущих параграфах метод непосредственно 
применим к различным задачам о возбуждении волноводов. Причем, как 
нам кажется, он ведет к цели значительно проще и быстрее, нежели 
другие известные методы. Рассмотрим, например, прямоугольный 
полубесконечный волновод, возбуждаемый линейным вибратором, рас
положенным так, как это указано на рис. 5. Введем прямоугольную 
систему координат с осью z, совпадающей с одним из ребер волновода 
(рис. 6). Вибратор при этом совпадает с отрезком: x-aj2, у — Ь]2, 
0^z^CA, гдеА— длина вибратора.

Поскольку волновод полубесконечный и у основания вибратора 
имеется металлическая перегородка, то для расчета поля в нем можно 
применить принцип зеркального изображения. Таким образом, при расчете 
мы будем считать волновод бесконечным, а вибратор — имеющим длину 2A 
с симметричным распределением тока I в обеих половинках.
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Метод расчета возбуждения волноводов 1479

Введем на внутренней боковой поверхности s,- бесконечного волновода 
функции /в, F„, при помощи равенств

/й = Гв = 0 при x=a

/в = Гв=0 при ff==O

fK = Fu = 0 при y=b 

<-=^Г”"(?у)е“'"-/:-=73гСО8.и,

Здесь n — произвольное целое число, а у — произвольное веществен
ное число. Таким образом, fn и Fn отличны от нуля только на боковой

8*“(т^)в^» *» (тУ}е~^' при х==0

. (27)

стенке x = 0. Семейства /и, FM(O^n^°°» —оо<^у<^<») являются 
полными ортонормальными системами на боковой стенке x=0. Что 
касается постоянных Лп, Bn9 Cn, Dni то положим их равными

A = Z)B = 1, Вв = Св = 0. (27')

Функции p и P, очевидно, равны единице.
Положив u = z и v=y, перепишем основные уравнения (8), (10), 

с учетом (27'),
(Ч/„) = 6В, (HsF„) — — an.

Формулы (12) при этом принимают вид

нг=— 2 a« Fn (з> z)> ну— S ьп f« &*> ПРИ x—°-

W, T W,T

Знак суммы означает суммирование по n от 0 до oo и интегрирование 
по у от —оодоЧ-оо.

Поэтому предыдущие выражения можно записать так

^ = _ѵЬ2 J<UY)cos(^)e-r'JY
n=0 — oo

Ч = ТЙ2 J^(y)sm(^y)e-vJY
И—1 —00

при x=0. (28)
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Здесь мы явно отметили зависимость ап и Ь„ от ѵ [см. формулы (8'k 
(10'), (14), (15) и (27)].

Таким образом, мы получили разложение Нг и Ну по Fn и fn на стенке 
x = 0, а не на всей боковой поверхности si9 благодаря особому выбору 
Fn и fn (см. также сноску3). Для нахождения коэффициентов Ьп и ап, 
фигурирующих в выражениях (28), необходимо прежде всего определить 
вспомогательные поля, при помощи граничных условий (14), (15). Эти 
условия в нашем примере принимают вид

® =/*) б т = 0 I
* ” } на стенке x=0, * „.} на стенке х—0.

® =0 I ® ! = F*J2/ } У n J
На остальных трех стенках волновода касательные составляющие 

® и б1 должны обращаться в нуль (27). Этим граничным условиям 
удовлетворяют, как легко убедиться, следующие решения уравнений 
Максвелла
~ z*Y cos £м (а — x) . п7г .
6^. = — z—h=------*Ц------- L sm ^- у • e'i*

5M Vrc6 sin bw a b

(29)

, (30>

где _______________

^=/^-Y2-(?)2- (307

Составляющих магнитного вектора мы не выписываем. Используя 
формулы типа (13) для коэффициентов Ьп и ап9 найдем, учитывая выра
жения (30)

*n=-vf Я^ а«=-ѵ1 /(Ѵ^=°-
—Л —л

Интегрирование здесь идет вдольлинейного вибратора, возбуждающего 
волновод. В общем случае, когда вибратор ориентирован под некоторым 

углом к оси ,,z“, проекции ®1 на ось вибратора, а следовательно, и а„, 
будут отличны от нуля. Используя выражения для бя [формула (30)] 
получим

Мт) c V^K6cos(^a/2)

+л

J /(z')e*'dz' 
-h

(31)
2ъ

a«(Y) = 0 J

Подставляя эти значения в формулы (28), найдем

+ 00

H,=0.
— 00

+Л
f/(z')eWrfz' 

-h__ ____
cos (?„ a/2)

е-‘тя rfy,
npnx=0. (32)
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Подинтегральное выражение является мероморфной функцией 
в плоскости комплексного переменного у. Единственными полюсами 
ее являются корни уравнения

c°s(^) = 0 (Цг=7ЛТ’ nz = l,3,5,7,...).

Учитывая формулу (30')» получим следующие корни предыдущего 
уравнения

^YZ' = ^/^-(T/-(v)2* m = l,3,5,... (33)

8 Так как Hg на стенке * = 0 равно нулю, то Hg = Q всюду.

Конечное число корней =pym(W) лежит на действительной оси пло
скости у, остальные на мнимой (рис. 7). При 
действительной оси в выражении (32), 
корни =4=yw(M) должны быть обойдены так, 
как это показано на рис. 7. Для того 
чтобы убедиться в этом, достаточно на 
мгновенье предположить, что Л2 имеет 
небольшую мнимую часть, вызванную про
водимостью среды, заполняющей волно
вод. Приз>Аподинтегральное выражение 
в формуле (32) стремится к нулю (по экс
поненте), когда у удаляется в бесконеч
ность, оставаясь в нижней полуплоскости. 
Поэтому интеграл по Jy в формуле (32) 
может быть замерен, по теореме Коши,

интегрировании по cfy вдоль

суммой вычетов относительно полюсов 
(т. e. yw(W)), лежащих в нижней полуплоскости

И___8^2 Х^° m£(m+w”1)
МУ~сЬа* ^Zj Yw<w'

n, m

не=0

7 ч<к)«'
J I(z')e m dz>

—h
x = 0, 

z>h.
(34)

Здесь при суммировании m и n пробегают только нечетные значения. 
Для того чтобы определить поле в любой точке внутри волновода, 
представим его в виде суперпозиции „электрических" волн, ибо магнитные 
внашемслучае отсутствуют.8 Вводя электрический вектор Герца П = П£> 
можно написать 

п = S M, m sin (т у]sin (v *)n, m
z>h,5

а отсюда

0— со _. (И)

4=^H=-2v^^^"(T^)^(v'^)6 Tm ’ z>h
n, m

И T. Д.
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Так как при x = 0 написанное выражение для Ну должно совпадать 
с формулой (34), то из этого немедленно следует, что

, ,ч +Л • (п) ,o__-(m+n-l) с tf 'я'
Мп,т —------- cbaymrn f A*')e m ^ npan,m = l,3,5,...

—h

K.m = 0 при n,m = 0,2,4,...

Таким образом, вектор Герца, а значит и поле внутри волновода одно
значно определены. Если вибратор представляет собой диполь с моментом 

Ih
P = -г- > ТО ' zto

1^7t7*m+” . £
Mn,m= ЬаУт(п} P npan,m = l,3,5...

ЛГ„,т = О прип,т = 0,2,4...

Отсутствие четных типов волн объясняется, как легко сообразить, 
расположением вибратора в центре волновода (т. e. на пересечении 
диагоналей).

При любом другом расположении и ориентировке вибратора вся 
методика расчета остается той же, с той только разницей, что коэффи
циенты аи(у) при этом, вообще говоря, будут отличны от нуля и, 
следовательно, будут иметь место также магнитные волны.

Выбор функций /л и Fn, произведенный нами (27), является не един
ственно возможным. Можно было бы положить их отличными от нуля 
на другой стенке или даже сделать их неравными нулю на всех стенках.

Приведенные в двух последних параграфах примеры, как нам кажется, 
достаточно хорошо иллюстрируют гибкость предложенного метода для 
решения задач о возбуждении волноводов, экзовибраторов, эндовибраторов 
и т. п. как с учетом потерь в стенках, так и без них.
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1947 г. ЖУРНАЛ ТЕХНИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ Том XVII, вып. 12

ЩЕЛЕВЫЕ АНТЕННЫ.1 II

1 Краткое изложение работы опубликовапо в Докладах АН СССР [2].
2 При ссылке на формулы работы pJ впереди номера формулы мы будем ставить 

римскую цифру I.
3 Уравнение (1) справедливо с точностью до членов порядка c7/X, так как при выводе 

его мы пренебрегали относительным изменением регулярной части ядра (H1 — ф1) 
и величины Н(} на длине d, равной ширине щели. Однако это не существенно, ибо 
при w ^ Wj порядок относительного изменения этих величин сохраняется тем же 
и в пределе уравнение (1) выполняется также с точностью до членов порядка cf/X.

4G(H = Gf7,4
5 Журнал технической фвзики, T. XVII, вып. 12

Я. H. Фельд

Рассматриваются щелевые антенны, полученные в результате прорезания щелей 
в эндовибраторах для случая, когда частота возбужденИя совпадает (или близка) с одной 
из собственных частот неразрезанного эндовибратора. Найдены формулы, определяющие 
законы распределения напряжения вдоль щели и позволяющие, следовательно, найти 
поле внутри и вне антенны. В частности, показано, что напряжение на щели в этом 
случае будет нулевого порядка относительно параметра малости а, вне зависимости 
от длины щели.

§ 1. Излучающие щели в резонансных эндовибраторах
Настоящая работа является продолжением статьи^], в которой было 

получено и исследовано основное уравнение2 I (27)

£[Г] = аС[И--^аЯт»(т), (£ = ^ч-^), (1

определяющее закон распределения напряжения V вдоль узкой щели. 
Здесь и ниже сохранены обозначения работы [’].

Ограничиваясь случаем щели, прорезанной на поверхности эндовибра
тора (а не волновода), обозначим буквой c^ одну из собственных (резо
нансных) частот замкнутого неразрезанного эндовибратора. При стрем
лении вынужденной частоты <о сторонних токов (возбуждающих щелевую 

антенну) к <о2 вспомогательные поля E1, H1 и EQ, HQ обращаются в бес
конечность. Последнее вытекает из самого определения этих полей, 
ибо при их расчете эндовибратор считается замкнутым и идеально- 
проводящим. Несмотря на это, как легко видеть, при <о^о1, левая, 
а следовательно, иправая части уравнения(І) сохраняют смысл, оставаясь 
конечными.3 * 5

Таким образом, и при w^-«1 уравнение (1) определяет V на щели. 
Однако методы решения (1), развитые в работе[2], использующие малость 
параметра а, становятся абсолютно неприменимыми, так как величины 
НУ и G(Kp обращаются при этом в отдельности в бесконечность.

Поэтому мы займемся получением такого уравнения для И, все члены 
которого остаются конечными и регулярными при co^wn и решение 
которого можно довести до конца, используя малость а.

Условимся для определенности считать c^ ти-кратной собственной 
частотой неразрезанного эндовибратора, которой соответствуют свободные 
колебания, характеризуемые полями eW, h^ (v = l,2,.. .m).
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Введем прежде всего некоторую систему функций

a,.C0 (n = O,l, 2,. . .m).

Дифференцируя уравнение (1) n-раз по т и умножая затем на а„(т), 
найдем, суммируя результат по n от 0 до m,

m m m

5 «.м£ми=« 2 ».w^G[H-^« 2 “.«£«л <2>
м=0 ti=0 n=0

Постараемся так выбрать имеющиеся в нашем распоряжении функции 
ап(т), чтобы каждая с^мма [фигурирующая в (2)] в отдельности, оста
валась конечной и определенной также при о ^ о2. Чтобы выполнить 
это, преобразуем последнюю сумму уравнения (2).

Для этого введем регулярное внутри эндовибратора вспомогательное 

поле ®*, ф\ определенное там при помощи граничных условий

En'E^(g)njj=
0 на st

m
^aA^HVZ

n=0

на s.
(3)

Здесь S—функция Дирака; R — расстояние между точкой наблюдения 
q и точкой <7ю(т)[=7о(ио»^о)]> находящейся на поверхности (щели) s, 

в сечении, характеризуемом дугой т;5 tn — емшжчвый орт, касательный 
к координатной линии u в точке q поверхности s (т. e. направленный 
поперек щели); n — единичная нормаль к поверхностям, которуюне сле
дует путать с целым числом n.

Применяя к полям £°, HQ и ®\ §*, определенным внутри эндовибра
тора, лемму Лоренца, найдем

f {p°^J-р^°]}л=^- fze*X
(«+*•) Ui)

Отсюда, учитывая нулевые граничные условия для касательной 
составляющей £° на s^-s, и формулу (3), получим, используя свойства 
3-функции,6

2 “.(’)^«.<=-v f &%■ <4)

я=0 (l*)

Это и есть искомое преобразование последней суммы уравнения (2). 
Таким образом, написанная сумма [а значит и остальные суммы уравне
ния (2)] останется конечной при co = Oj, если этому условию будет 

удовлетворять вспомогательное поле @*, ф* [см. (4)].

5 Точнэе в точке т координатной линии u = «0, вдоль которой отсчитывается
дуга т.

* р(^)/(<7)Л=/(<7о)-

(*)
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Отличие касательной составляющей ®* на s от нуля позволяет счи
тать, что поле ®*, & возбуждается сторонней эдс £ст-частоты <о, при
ложенной к s-части замкнутой идеадьно проводящей поверхности s + s, 
и равной

£ст* = —[п[б"л]] на s. (5)

^1 ~^Как известно, поле 6, £*, возбуждаемое внутри идеально проводя
щего эндовибратора, останется конечным при резонансе (co = wJ только 
при условии равенства нулю работы сторонней эдс над полями 

e(v), A(v) (v = l, 2,...m) свободных колебаний — частоты со1в
Это условие равносильно равенствам

J Q#tT’A(v)J<Zs = O, v = l, 2,...zn,

(5)

или, учитывая формулы (5), (3) и свойства S-функции

m
2 °« ^ 4^ Лт(’)= “ °0 (T) V\ V = 1» 2........т, (6)

n=l
-^

где Ат(ѵ)—проекция вектора Л(ѵ) нанаправлениевозрастаният(т.е.вдоль 
щели по касательной к координатной линии u = uQ) в точке <70(т). Раз
решая эту систему уравнений относительно ап (т), найдем искомые зна

чения этих функций, при которых поле @*, £*, а значит и отдельные 
суммы в равенстве (2), остаются конечными и регулярными для о = <о1Ф 
Так как неизвестных ап (т) (n = 0, 1, 2, . .. m) больше, чем уравнений (6), 
то одно из ндх, например ао(т), остается произвольным. Выбирая его 
наиболее рациональным, с нашей точки зрения, образом, найдем

IJU. L (v> I^-» аи(т) = -Д„ n = l,2,...m, (7)

l^-A^I

где j^ - — определитель m-го порядка, у которого на пересечении
« л <^Ѵ°

ѵ-й строки и ^-го столбца стоит член ~jTJ~ > a Дп — определитель, 

получаемый из него заменой n-ro столбца, столбцом с общим членом 
h^ (v = l,2...m). В дальнейшем будем считать функции ап(т) задан
ными при помощи формул (7).

Уравнение (2) мы при этом запишем в виде

m
У, аи0^-Ь[И = а<2[И]н-аФ(т), (8)

H=0

где
oo

Ф(т) = -^ 2 ^)£fo, (8')

n=0 «

а С?[К] — линейный относительно V оператор, равный

m
Q[H=2a»(T)^Gin. (8")

M=0

5*
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Уравнение (8) совместно с граничными условиями

V — 0 при т = 0 и т = /, (9)

определяет напряжение на щели для интервала частот, содержащих 
o) = Qp Причем каждый член уравнения (8) остается конечным и регу
лярным [в отличие от (1)], также для резонансной частоты co = coj.
Поэтому для решения уравнения (8) может быть применен метод разло
жения по малому параметру а.

Ввиду большого значения уравнения (8), мы позволим себе, весьма 
сжато, наметить еще один прямой вывод его, аналогичный приме
ненному нами ранееД1] для получения уравнения (1).

Переходя к нему, введем, наряду с полем ®*, ф\ определенным вну
три эндовибратора условиями (3), еще одно вспомогательное поле 
-^ ~>“
®e, фе, не имеющее источников во внешнем к эндовибратору пространстве 
и заданное там граничными условиями типа (3)

[S[e-WS|] =
0 на se

т
2 a»(^i^(R)tn на s.

n=^

(3^

Напомним, что вместо переменной т, равной длине дуги, отсчитывае
мой ВДОЛЬ ЛИНИИ и=Щ OT ОДНОГО ИЗ КОНЦОВ щели ДО ТОЧКИ 9о(иО> ѵо)> 
можно использовать координаты п0, г/0. Действительно, (7)

а»(т) = ая(<70) и ^ = ~^'

Сравнивая условия (3) и (3') с условиями 1(4), убеждаемся, что 
теперь роль вспомогательных полей E1, H1 и 61, ^1 играют соответ- 

г -^. ^. ~>e -^
ственно ®\ £* и ® . фе. Разница в их определении заключается только 
в том, что вектор e1 [I (4) и I (8)] задан несколько более сложной сум
мой (3). Так как для полей E1, АЛ, @1, ф1 и искомого поля щелевой 

антенны E, H справедливо равенство 1(5), вне зависимости от вида 
вектора e1, то и для вновь введенных полей можно написать7

J р(> -Ів)] Ts - ^ f i&dl,. (10)

GO (M

Это интегральное уравнение для E отличается от равенства I (5) тем, 
что в нем все величины остаются конечными также для резонанса 
<о = G^.

Для того чтобы получить из (10) интегродифференциальное уравнение 
для напряжения V на щели, следует выделить главную часть ядра 
(<§)* — Фе)* В уравнении I (5) эта главная часть, вызванная наличием 
в выражении для ^e1 [I (4), I (8)] функции S (Я), приводила к появлению 
в интегродифференциальном уравнении (1) члена вида 

_______________ ВД* &+^) V.

1 Справа в формуле (10) стоит только один интеграл, так как мы рассматриваем 
передающую щелевую антенну, и снаружи источников нет.
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Теперь же вместо S(^) У нас фигурирует сумма [см. (3)].

m

2 «л^цъ,
n=Q

где т следует рассматривать как параметр, не зависящий от координат 
точки интегрирования q(u,v). Поэтому вместо £[И] в новом интегро- 

m
дифференциальном уравнении будет, очевидно, стоять сумма ^ ап^і £ [И], 

n=rO
в остальном никаких изменений не будет.

Таким образом, мы найдем

m

2 a.(T)^-im = aQmH-^a^J ze^. 

n=0 ' (li)

Полученное уравнение для Ѵ9 благодаря формуле (4), тождественно 
совпадает с полученным уже другим способом уравнением (8).

Перейдем к интегрированию уравнения (8). Будем искать его реше
ние при помощи ряда

V = И0 ^ a К + a2 Ц н- ... . (11)

Подставляя его в (8) и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях a, получим следующую систему уравнений, определяющих 
коэффициенты ряда (11)

m
2ая(-)^г£[Ио] = О; Ко = О при T = O,Z,

n=0

m
^а»(т)^-^[^і1 = <2[^о]^-ф(т); K = 0 при т=0,/; (12)

n=0

Общий интеграл первого уравнения имеет вид

£[Ио]=Ѵдѵ», (13)

V=1

где A.,—постоянные.
Для того чтобы доказать это, подставим (13) в первое уравнение (12)

nt tn 1/1 m

2^)£ 2 А^=2 A> J ».(^^=о-
П—Q vz=l ѵ—1 n=0

Это равенство тождественно удовлетворяется при любых Дѵ(ѵ=1,2...ти), 
благодаря уравнениям (6), определяющим ай(т), и, следовательно, наше 
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утверждение доказано. Уравнение (13), как легко видеть, имеет следую
щий общий интеграл

Vo = Л^Гзіп кт ч- N cos кт ч- ^- j ^ Лѵ hT^ (x) sin k (т — x) dx. (13') 

0 v=l

При длине щели Zy=n^-(n = l, 2,...) постоянные M и N могут 

быть найдены из граничных условий для И0 (12), после чего выраже
ние (13') принимает вид

l m
Г«=—ет? J S A.WHx)siak(l-x)Jx +

0 v=l

ч- ^- J 2 Лѵ ЛТ(Ѵ) (x) sin k (т — x) dx. (14)

0 V=1

Что касается постоянных Лѵ, то их можно определить из условия 
ортогональности линейно независящих решений первой граничной за
дачи (12) к правой части уравнения для Ц. Однако при этом придется 
иметь дело с довольно сложным оператором Q, чего можно избежать, 
ограничившись интересующим нас случаем co = Oj.

Действительно, применим к полю E, H (возбуждаемому внутри эндо
вибратора со щелью током /) и полю e^, № свободного колебания 
частоты ох лемму Лоренца

J {[£А«] — [е<4 W|7s = y f lt^dlr 

(S^-Bi) (lfi

->• ^
Учитывая граничные условия для E и е(Ѵ) и переходя от напряжен

ности E на щели s к напряжению V 1(17), немедленно найдем следую
щие интересные соотношения8

8 Необходимо подчеркнуть, что соотношения (15) справедливы только при ш = ®і» 
т. e. когда частота обоих полей одинакова. В случае осевой симметрии, когда V = const 
вдоль щели, (15) непосредственно определяют V.

i
^Vh^dT = ^-jle^^, v = l,2,...m. (15)

0 (M

Слева интегрирование идет вдоль щели.
Необходимо подчеркнуть, что при получении равенств (15) мы выносили 

А/Ѵ) за знак интеграла при интегрировании поперек щели, пренебрегая 
относительным изменением h^ на интервалах порядка ширины щели d, 
т. e. считали, что

|^pj|<|A/)|. (15')

Так как d<^\ то неравенство (15') почти всегда выполняется. Исклю
чением является случай, когда на щели h/') обращается в нуль.
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Подставляя в (15) значение V^ И0 из формулы (14), получим систему 
линейных уравнений для определения постоянных Ап

m
Ѵв*Д=4(/М " = 1.2,...m, (16)

n=l (/,•)

где awv — известные коэффициенты, заданные равенствами

i i
a"' = -^Jsin*TA^WjT f hp(x)sink(l-x)dx+

0 0

1 т

^"T f f h^ <т> Л”(x) sinA(T ~ x) dx dr' (16)

0 0

Следовательно, величина VQ (14) однозначно определена.
Для практических целей чаще всего достаточно ограничиться первым, 

отличным от нуля, членом ряда (11). Таким образом, при Z=^=n^- 

И=И0ч-О(а), где К0 = О(1) [формулы (14) и (16)].

Переходя к случаю Z=n^-j легко видеть, что постоянная M 

в выражении (13) не может быть определена из граничных условий, 
так как для их выполнения достаточно следующих двух равенств

W=0
и

^ Д J ЛХ(Ѵ) (x) sin к (Z— x) dx = 0. (17)

v—l o

Решение (13') при этом принимает вид

VQ = M sin кт ч- ^- j \ A^ AT( ) (x) sin к (т —x) dx. (18)

0 v=l

Для определения m ч-1 постоянных Дѵ (v = 1, 2, ... m) и M мы имеем 
только одно уравнение (17). Недостающие m уравнений можно получить 
(как и выше), подставив в (15) значение V^. Й0 из формулы (18). Урав
нения (15) при этом принимают вид

m
МЬ^ч-Х a„An = ^- j Ze(V) JZO v = 1, 2, ... m, 

"=1 di)
где

i 1
by = J A_(,) (т) sin £’ </т

> x °

a;jv=ijJ ДО(Т) V)(x)sin£(T — x)Jx<fr

0 0

(17')

(19)

Так как sin&(Z—x) = =psin&x (Z=zA/2), то коэффициент при А, 
в равенстве (17), очевидно, равен ч=6,. Поэтому, поменяв в(17) „немой*
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значок v на n, получим 
ляющих постоянные M

7ПЧ-1 линейных уравнений [(17) и (17')], опреде- 
и Ап(п = 1, 2 ... m)

пг

n=X
lH

Mb,+^ amA,=^- f Ie^, v = l, 2, ... m. 

и=1 (M

(20)

Таким образом, величина Ѵ0 [см. (18)] однозначно определена, и напря
жение V на щели имеет вид

K=KoH-0(oc), K = O(1). (21)

Следовательно, при резонансном эндовибраторе (o = toJ напряжение V 
будет порядка 0(1) при любых длинах щели 1. В отличие от случая 

6) =7^ co1, когда при 1 =£= n ^- , V = О (a) [I (37)]. В случае простого 

не кратного собственного значения ^, когда m = l, уравнения (20) сво
дятся к следующим

b. Д = 0, Mb. ч- ап Д = ^- J /t(1) M. (20')
С('<)

ИЛИ

A=o, M=^p>SA.
(M

Напряжение (21) при этом обращается в синусоиду (18)

И=М8ІпЛт^-О(а). (21')

При определении постоянных в общем интеграле (13') для VQ мы 
отдельно рассматривали случай Z=^n^/2 и l = rik/2 и пришли соответ
ственно к решениям типа (14), (16) и (18), (20). Однако необходимо под
черкнуть, что первое решение непрерывно переходит во второе.

Действительно, легко показать, что при 1~*2 формула (14) пере

ходит в (18), а система линейных уравнений (16) для коэффициентов 
в систему (20). Таким образом, решение (14), (16) является общим, год
ным для любых длин щели.

Очевидно, учет потерь в металлических стенках не окажет сущест
венного влияния на напряжение Ѵ9 до тех пор, пока кпд щелевой антенны 
достаточно высок, т. e. мощность потерь значительно меньше мощности, 
излучаемой через щель.

§ 2. Резонансный цилиндрический эндовибратор 
с излучающей щелью

Применим развитую в § 1 теорию к цилиндрическому эндовибратору 
радиуса R, высоты a, изображенному на рис. 1. Вводя цилиндрическую 
систему координат — г, 9, z, можно написать для собственных „электри
ческих* колебаний X h эндовибратора следующие выражения [3]
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*ff3*v 7//n М . /ТСб AcOSTKP*' = - ^R~ J* (₽- R-) Sin (— z) sin л;

tttfn J /л г\ . /тсб \—sinncpет =------ ^Г7"(^л/Яп(ѵг/ cosn9

e'=fe)74^’7dCOS(’a_Z)sin"J .. (22)

А,=^л(^і)соз(^г)-7;; 
ч=-^л'(^і)СО8(ѵ^-:л4
A,=0

Здесь ₽иѵ — ѵ-й корень бесселевой функции JM(x), w^— собственная 
угловая частота, равная

»„,=<у(ѵГ+(М’ т
a n, c и v—любые целые числа.

Из формул (22) следует, что в общем случае, когда n=^=O, каждому 
собственному числу % соответствует два (m = 2) линейно независимых 
типа колебаний е(1), А(1) и ёГ(2), А(2\ отличающихся только азимутальной 
зависимостью.

Рис. 1.

Поместим внутри эндовибратора в точке г = г0, <р = 0, z = zr электри
ческий диполь с моментом p, параллельным оси z. Частоту колебаний 
диполя ю примем равной одной из собственных частот o^ (22')- Проре
жем на боковой поверхности эндовибратора узкую щель вдоль линии (^, 
определяемой равенствами: z = z2> ?і^?^?2 (рис. 2). При расположе
нии линии [Z] параллельно оси z щель, очевидно, не излучала бы, так как 
токи на боковой поверхности текут параллельно оси z [формулы (22)].

Напряжение на щели определяется формулой (14), где коэффи
циенты A^ удовлетворяют системе уравнений (16). При этом в рассма
триваемом случае необходимо положить m = 2. Из формул (22) следует 
что

A?*1)=A cos n 0^-ч-9і)> ^- j fe^ сЩ = ikBp
C M ^

A?<2> = A sin n 0^- ~*~ <Рі) ’ V" f /е(2) ^4 = 0 

ві) У

(23)
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1466 Я. H. Фельд

где
Т = R (9 — ?1)

(239

Подставляя эти величины в формулу (14) и производя все выкладки, 
найдем 

t--^rsin Ат ч~ ф (т) 
sin kl т ѵ '*У=Ѵ0 (24)

w=4
Al ^cos n^ ^-ф^ — совСпфі^-Лт^ч-Лз ^ sin n (j^^9i) -sin(nfx+fcr)J

к — n/R

Л1 ^COS П (^- 4-?jj---cos (пфі — &c)J Ч- A3 ^sin П ^^ Ч- Cfjj --- sin (п?! — fct)J

к ~*~ n/R

Постоянные коэффициенты А} и А2 элементарно определяются из 
линейной системы уравнений (16). Однако мы не будем выписывать 
выражений для Ат и А2 в общем случае и перейдем к рассмотрению 
отдельных примеров.

Пусть n = 0, т. e. co = wJOV. Тогда Ат(2) = 0, АТ(1) = Л и V принимает 
вид

ААгv== rf^ki {cos T-cos k (T“4)}- 

k* cos ^-

Система (16) сводится к единственному уравнению

^A=^f/to)jz.,
G.)

находим, учитывая (16') и (23)

д — Дъік* —_____ -_____
1 A* W-2t^

значение в (25), найдем окончательное

откуда немедленно

Подставляя это 
для напряжения

ы^7 f w ,/ Zn 
й---- ki—ГлГ icos T “ cos к (т - Т/Г
_cos-2-sm-2- 

где [формула (23')]

В _*J^ я)СО4 a Z1)
A ~kR

(25)

выражение

(26)

(260

V

Jo'(W cos (™ж2)

характеризует масштаб кривой | И|. Для 

Z, максимального напряжения на щели, 
так, чтобы модуль отноше-

Величина I^-1, очевидно,

-^ 
получения, при заданном p и 
необходимо выбрать параметры r0, zY и z2 
ния BA был максимальным. Что касается г0 и zx, определяющих поло
жение диполя, то, как легко видеть из (26'), они должны быть выбраны 
так

ro = O, cos^zJ = =pl, (27)

282



Щелевые антенны 1467

при этом

(26")

Гораздо сложнее выбор величины z2, определяющей положение щели. 
Действительно,выбрав22изусловйясо8^^22)=0, мы придем к абсурд

ному результату ^-=oo, т. e. напряжение на щели бесконечно велико. 

Парадокс этот легко разъясняется, если вспомнить, что все формулы 
выведены нами в предположении, что относительным изменением АТ(Ѵ) 

на ширине щели можно пренебречь. В случае же, когда cos 9

составляющая Лт(1) меняет 
знак при движении поперек 
щели, обращаясь в нуль [см. 
формулы(23)и (23')]. Таким 
образом, основное предпо
ложение о постоянстве ЛТ(Ѵ) 
на ширине щели полностью 
нарушается, и формулы (26) 
перестают быть справедли
выми.

Наоборот, легко сообра
зить, что при щели, про
резанной вдоль параллели 
cos (~a~ z) ~0’ т* е‘ вдоль ли" 

нии, на которой токи сво
бодного колебания меняют 
направление, обращаясь в 
нуль, края щели оказываются 
жение между ними равно нулю ч

Для каких же значений z2 справедливы формулы (26)? Очевидно, 
(Яб \— z) можно считать постоянным на щели, 

и, следовательно, выполняется неравенство

Рис. 3.

под одинаковым „потенциалом", и напря- 
(a не бесконечности). _ _

rf(c0s^z2)

dz
(28)

d — ширина щели.
При cr = O это неравенство всегда выполнено, и формула (26,z) при

нимает вид
В __ Z^Ov 1
А ~кКЛ'(^У (29)

Для сг — 1 условие (28) нарушается в окрестности значения z2 — ^*

ІВ I^д- от z2 (при G = 1). Сплошной 

линией изображена часть кривой [для которой выполнено условие (28)], 
подсчитанная по формуле (26''),9 пунктиром изображен примерный ход 
кривой в окрестности z2 = ^- i где формула (26") не верна.

Из кривой рис. 3 следует, что максимальное напряжение на щели, 
а значит и наибольшее излучение будет тогда, когда щель прорезана

9 Постоянный множитель в формуле (26") при этом положении равен единице.
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вблизи узловой линии ^2=~^~) тока свободного колебания, а не вдоль 

линии пучности (z2 = 0, а) тока, как это имеет место при ненастроенном 
эндовибраторе или волноводе.

Этот результат обусловлен следующим обстоятельством. Прорезая 
щель вдоль линии пучности тока свободного колебания, мы резко изме
няем картину распределения тока на внутренней поверхности эндовибра
тора, нарушаем экранировку и создаем условия для интенсивного излу
чения через щель. Однако этим самым мы сильно расстраиваем 
эндовибратор, и амплитуда колебаний в нем резко уменьшается (при 
заданном p). Передвигая щель к узловой линии мы не так резко нару
шаем экранировку, но при этом значительно меньше расстраиваем эндо
вибратор. Влияние этих двух факторов, оказывающих противоположное 
влияние на интенсивность излучения, приводит к тому, что максимум 
кривой рис. 3 смещается к узловой линии.

Кривую рис. 3 легко снять экспериментально. Действительно, мощ
ность излучения пропорциональна квадрату напряжения на щели, 

I Я p -^т. e. ^- 9 следовательно, при неизменном моменте p активное сопро

тивление ^s диполя, возбуждающего систему также пропорционально 
|^-|2* Поэтому кривая ^Rz-f(z^ с точностью до постоянного множи

теля совпадает с кривой, изображенной на рис. 3.10 Экспериментальное 
снятие кривой Rt в функции z2, очевидно, не представляет затруднений 
(см. Дополнение I).

10 При этом мы считаем, что мощность излучения зависит от z2 только через 
напряжение на щели, т. e. внешняя проводимость щели не зависит от zj, чего можно 
добиться соответствующей конструкцией эндовибратора.

Из того, что при заданном моменте p максимум излучения полу
чается при прорезании щели вблизи узловой линии тока свободного 
колебания, еще не следует, что щель необходимо располагать вблнзи 
этого места. Действительно, практически задается мощность излучения, 
а не момент диполя, поэтому щель следует располагать так, чтобы 
получить сопротивление диполя, при котором легче всего согласовать 
генератор с нагрузкой.

Формула(26) для V остается справедливой также при £/ = тс, обра
щаясь при этом в синусоиду. На рис. 4 изображены кривые распре
деления напряжения вдоль щели для различных длин Z, рассчитанные 
по формуле (26). Множитель i • 2nk? p ^ при этоМ принят равным еди

нице.
Рассмотрим еще пример, когда n = l, a = v = l, ?г=0, ^ = 0.5a 

и, следовательно [см. (22)], kR = 1.141. Напряжение на щели определяется 
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формулами (24), где постоянные Аъ и Д2 удовлетворяют системе урав
нений (16), принимающей в нашем случае вид

а11 А1 -•- а21 A = 41 f 1е(Г> Ц 

w

11 На рис. 5 изображены кривые зависимости V/D и k^, где D постоянная, равная 
D = 40.6 —&? д sinkl.

iR* А

(30)

^Mj4-a^A = 0

Коэффициенты а11, а21, ... можно легко подсчитать благодаря форму
лам (16 ) и (23)

Л2ДЗ

2(^^2-l)sinfcZ

kR + l

і-™(н-±)
kR-l

. Z 
-™₽

а22
»

Л2#3 / 1 1 . о 1 \ . ..— 2(fc2^ — l)sin£Z](tf 2 sm2/Jsin^~*"

аіа(к1"І) **(*-i)
^sil4 kR + l kR-l *

(31)

A2R3а11 _ а22 _|_______ f!._^---------- 9
a a ^2(k*R*-l)sinkl* cosi sin^- sin kl—

1 — cos ^kl ^- ~^ ’-»•(«-4)
kR+l kR-l

Решая уравнение (30) относительно Аг и А2 и подставляя результат 
в выражение (24), найдем V на щели. Опуская элементарные выкладки, 

ограничимся тем, что приведем кривые распределения напряжения11 
вдоль щели для двух длин щели: kl=9W и £/=120° (рис. 5). При 
расчете кривых ft положено равным нулю, т. e. предполагается, что 
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диполь, возбуждающий эндовибратор, и начало щели лежат в одной 
плоскости 9 = 0.

Дополнение I
На рис. 6 приведена экспериментально снятая кривая зависимости 

R^ от z2.
Измерения производились с цилиндрическим эндовибратором. Эндо

вибратор возбуждался тонким четверть-волновым штырем, расположен
ным так, как это показано на рис. 7. Длина волны, равная X = 7i.5 см, 
устанавливалась в соответствии с собственной частотой со]01 свободного 
колебания типа Е1д1 [см. формулы (22) при G = v = l, п = 0].

Часть боковой поверхности эндовибратора сделана выдвижной и выхо
дящей за пределы оснований (рис. 7). На этой части поверхности про

резана узкая щель (J=1 мм) длиною в полволны (/ = 35 см). Выдвигая 
эту часть поверхности, можно было плавно менять положение щели 
относительно оснований эндовибратора, т. e. z2.

Независимость внешней проводимости щели от положения z2 обеспе
чивалась благодаря большой длине подвижной части боковой поверх
ности, значительно превосходящей высоту эндовибратора. С другой 
стороны, благодаря тому, что штырь, возбуждающий эндовибратор, имел 
длину, равную четверти волны и был достаточно тонок, закон изменения 
тока вдоль него оставался практически независящим от положения 
щели z2. Кривая зависимости активной части сопротивления штыря R2 
от положения щели снималась при помощи концентрической измеритель
ной линии типа „Лотос-А". Полученная кривая (рис. 6) полностью под
тверждает сказанное в § 2.

Литература
11] Я. H. Фельд. ЖТФ, ХИЯ.1051, 1947.-(2J Я. H. Фельд. ДАН, LV7,371, 

1947. — [3] L. d e В г о g 1 i e. Problemes de propagations guidees des ondes electromag* 
netiques. Parls, 1941.

Поступило в Редакцию
19 сентября 1947 г.

286



1948 г. ЖУРНАЛ ТЕХНИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ Том XVIII, вып. Ю

МНОГОЩЕЛЕВЫЕ АНТЕННЫ

Я. H. Фельд

Излучающие системы из нескольких щелей, обладающих осевой 
симметрией, были исследованы нами в работе[2].

Здесь мы рассмотрим антенны, состоящие из ряда любых (несим
метричных) узких щелей, прорезанных в замкнутой металлической 
поверхности (волноводе и т. n.), возбуждаемой изнутри или снаружи. 
Пусть каждая из этих щелей удовлетворяет требованиям, указанным 
в § 1 работы f1 2] 1 (d ^ X, 1 и т. д) и, кроме того, наименьшее расстояние 
между отдельными щелями намного больше ширины щели.

1 В настоящей статье сохранены обозначения работыр].
2 При ссылке на формулы работыр] мы впереди номера формулы будем ставить 

римскую цифру I.

При выполнении этих условий, можно получить систему интегродиф- 
ференциальных уравнений, определяющих законы распределения напря
жений вдоль отдельных щелей при любом способе их возбуждения.

Переходя к их выводу, обозначим длину и ширину щелей буквами 
Ц и rf, (v = 1, 2, ... тп), где m число щелей. Затянув отверстие каждой 
щели геометрической поверхностью sv (v = 1, 2, . . . m), введем на sv кри
волинейную ортогональную систему координат uv, v^ с метрикой 
dP = du^^-^^dv^ так, как это указано в § 1 работы^]. Суммарную 

поверхность отверстий обозначим буквой s

Формула2 1(10)

р„ W - ^) ds - ^ (<7о) - Л,« (<70), (1)

(®)

как следует из ее вывода, остается справедливой и в рассматриваемом 
случае, если интегрирование идет по поверхностям всех щелей s = ^^sv,

V
а под u, v понимается заданная на s система координат, совпадающая 
на sv с uv, ѵг Повторяя рассуждения § 1 [х], перейдем от формулы (1} 
к равенству 1 (16')

4 jX (?) ^л~ ds = кк., ]' En (q) F(q, qu) ds Ч- ~к2 |Я„° (q0) — £\° (q0)},

(*) («)

287



1266 Я. H. Фельд

которое, в нашем случае, можно записать так

<Ц г -*R£,Ѵ [ £_(,)'—Л =

’=1 Pv)
(2)

= ~k2 2 f Е“ (?) F^> ^ ds ^ wA> {^0 (Яо)—^ЛЧо)}-

’=!(»,)

Положим для определенности, что точка q() находится на поверх
ности sx. Координаты ее обозначим буквами пх°, г>х°. Так же, как и в слу
чае одиночной щели [см. I (18) и I (19)], не представляет труда получить

3 dс точностью до членов порядка3 — следующие равенства

3 d—величина порядка ширины щелей, а 1 — величина порядка длины щелей.
4 Расстояние от источников (возбуждающих антенну) до щелей, как всегда, считаем 

намного большим сД.

( dx
» I — 2 f^- (“»’ °’°)ln (^’) du^K» [ К, VI при V = X 

p -ikR I /
$Eu(q)e—ds=. о

(«ѵ)

> (3)

f K^A^l^1
0

при v ^= 'L
't

J En(q)F(q, 4o)ds= f V,F(q, q^dv,= Gn[V„ <]•

(«,) o

Здесь Иѵ — напряжение между краями ѵ-й щели, равное

dy
K = j^K^rfn,, (3')

0
0 ^ vv <J 6V — интервал, в пределах которого изменяется координата t% 
на sv, Rx — расстояние между точками (их, т/х°) и (их°, vxQ) поверхности 
sx, a ^xtK,v/J и GVX[K,^X°] линейные относительно Ѵ\ интегральные 
операторы.

Так как вследствие неравенств </ѵ<^Х функции HQ и #г° можно счи
тать на sv зависящими только от одной координаты ѵѵ,4 удобно ввести 
следующие обозначения

^2{Ц°(?о) — €\°(до)} = Фх(«х0) при 9o6sz. (4)

Подставляя формулы (3) и (4) в уравнение (2), получим

dx ni
2L0 J £в(и„ ^)ln(^)rfu,= V Q„[K, <]-Фх(<>), (5)

0 э=1

где Q^ [ K,, г/х°] — линейный относительно Иѵ оператор, равный

QA^, <]=£<ХхІК, <]-^26ДК, Ѵж’].
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Напомним [см. I (15)], что

£o=V-d^o^>^o^ п₽и Ч<&9*-

Введем систему функций /х(их), заданных соответственно на поверх
ностях $г при помощи условий, аналогичных I (22)

2 f А (“х°)ln (^x) № = ^- = const, 0 < их < d

0

^ 
j /z("x0)^0=1 

0

(6)

Решая эту систему относительно /х и ах, найдем [см. I (22')]

A(O = 1
ТсѴих°(<4—Их0)

И (6')

Если помножить уравнение (5) на /х(нх°)^их° и проинтегрировать 
по интервалу 0 ^ ux° 4^ cL,, то оно примет следующий вид

dx ^x ^i

j A(OLo f 2^(u,,Oh(^)rfu,^=2Qw(K,^J-^x(fx0).

0 0 v=l

Меняя здесь местами порядок операций L0 и интегрирования по и0, 
что законно вследствие выполнения неравенства I (23), получим, учиты
вая (6) и (3'),

m
Ln K = a, 2 QAK, ®х°]-ахФх(«х°).

v=l

Сечение на щели sv удобнее, как и в § 1 [’], характеризовать не коор
динатой v", а длиной дуги тѵ, отсчитываемой вдоль щели от одного 
из ее концов

fy^
тѵ = J <S dvv, d^ = <тѵ° dv", v = 1, 2, . .. m.

0

Заменяя в предыдущем уравнении г/х° на тх и учитывая, что / произ
вольное целое число, лежащее в интервале 0 4^ X ^ тп, получим систему 
интегродифференциальных уравнений

m
(£?+k*) ѴЛ^=Ъ 2 Cxx(K,sJ-VM^), X = 1, 2, . .. m, (7) 

* v=l

определяющих закон распределения напряжений Ѵу вдоль щелей.
Само собой разумеется, что к уравнениям (7) необходимо также 

прибавить граничные условия на концах щелей

К(тх) = ° при тх = °»4» x = l,2,...m.
3 Журмал технической физики, т. XVIII, вып. 10

(7')
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Весьма интересно отметить, что уравнение (5) позволяет найти 
не только законы распределения напряжения Ѵх вдоль щелей [см. (7)], 
но дает также возможность определить распределение Еи на $х, т. e. 
на щелях.

Действительно, сопоставляя (5) с равенствами (6), нетрудно убе
диться, что выражение

E,. (q) = К (»х)А (“«) при q € sx (8)

удовлетворяет уравнению (5) и, таким образом, определяет, с рассматри
ваемой нами точностью, распределение касательной составляющей элек
трического вектора5 6 на щели sx(x = 1, 2, ... тп). Таким образом, в отно
шении распределения поля поперек щели (по коотдинате их) наше 
приближение [см. (6')] совпадает с электростатическим.

5 Напомним, что в нашем приближении Ev = 0 на щели.
6 Так как <ZX (X = 1,... m) соизмеримы, то и параметры az (X = 1... m) имеют один

ж тот же порядок малости. ^
7 Строго говоря, настроенные щели отличаются по длине от Zx = n ^- на величину 

порядка ау<

При достаточно узких щелях постоянные ах [см. (б')], удовлетворяют 
неравенствам ах <^ 1 (x = 1, 2 ... m) и играют роль параметров малости.в 
Поэтому для решения основной системы интегродифференциальных 
уравнений (7) могут быть применены все методы, развитые вр] для 
решения уравнения I (27), использующие малость параметров ах.

Так, например, представляя решения уравнений (7) в виде рядов 
по степеням параметров ах

Vx = Их<°) ч- ах Их(1) +- а? K(2) +- • • • , * = 1, 2,... m, (9)

получим, подставляя (9) в уравнения (7), следующую систему независи
мых дифференциальных уравнений для Их(0)

Сй?^)К(О) = О, =xl,2,...m, (Ю>

c граничными условиями И(0) = 0 при тх = 0, Zx.
Аналогично имеем для их(1)

m
(£+#) к’(1)= 2 ^[К(О^х1-ФхкЪ Ка)=о при т=о,4 x=i,...zn 

*=1

и т. д.
Ограничиваясь наиболее важным для практики случаем „настроенных"7 

щелей,когда/х = п^(п = 1,2...), найдем решения уравнений (10), 

удовлетворяющие граничным условиям,

ѴУ= Ux sin Лт„, x =1, 2,... m. (И>

Таким образом [см. (9)],

к = Ux sin Ь, ч- О, (oQ, x =? 1, ... m, (H')

где для практических расчетов можно пренебречь членами O,(a,).
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Многощелевые антенны 1269

Для нахождения постоянных U., мы не воспользуемся методами, свя
занными с расчетом сложных операторов Qvx, а постараемся получить 
линейные уравнения для Ux9 исходя из концепции взаимных комплексных 
проводимостей щелей, как это было сделано в работе[2].

8 Членами порядка О (а) при этом следует пренебречь, так как мы ищем коэффи
циенты Оѵ, имеющие порядок 0(1).

Рассмотрим прежде всего равенство (1), которое в нашем случае, 
m

X?когда s= J>; Sv’ можно записать так
V—1

m
2 f^(W/-^)* = -H^(go) + ^(9o), 9o6s.

v=l (₽ѵ)

Подставляя в написанное равенство значение Еи из формулы (8), 
получим

m
У f fM WW-^=-W?oM№), 

v=l ($ѵ)

или, используя формулы (ll'),8

111

2 Ц f A(uJsin(bJ(H/-^)Js = -^O(^)+^O(go). (12)

v=l («ѵ)

Пусть точка qQ (ux°, vxQ) находится на $х, в сечении, характеризуемом 
дугой тх°. Тогда, умножая уравнение (12) на ^ sin (&тх°) c?Tz° и интегри

руя вдоль щели sx по линии ux° = const от 0 до /х, найдем
m
2У-Г-=4Т^

V=1

Здесь введены обозначения

*X
^x» = — £ f sin (^x°) J /v («,) Sin (^v) (Щ — &?) <fc <К° 

0 (»»)
и

^x
Fx = f (Я,° (<7o) - Ы (9o)) sin (ktf d^

(13)

(13')

имеющие простой физический смысл. Для того чтобы разобраться в нем, 
представим Y^ и Fx в виде суммы двух величин

где

(14)

(14')

3*
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Из последней формулы непосредственно видно, что Fx и Fx являются 
соответственно внутренней и внешней мдгнитодвижущимися силами, при
ложенными к щели sx, приведенными к пучности напряжения щели 
(ср. с аналогичными выражениями для электродвижущей силы в теории 
проволочных приемных антенн). При нахождении всех источников, воз
буждающих щелевую антенну внутри (снаружи), ее внешняя (внутренняя) 
магнитодвижущая сила будет, очевидно, равна нулю. Что касается 
Кх/ и Кх/, то они представляют собой взаимные внутреннюю и внеш
нюю проводимости )-й и ѵ-й щели, приведенные к пучности напряжения, 
и являются естественными обобщениями (на случай несимметричного 
распределения напряжения) аналогичных параметров, введенных в § 3 
работы[2].

Когда x У= ѵ> первая из формул (14') для Y** и Yx* может быть зна
чительно упрощена, если учесть, что’Н/ и ф,/ при v=^=y практически 
не зависят от иѵ на sv.

Используя это обстоятельство и вторую из формул (6), немедленно 
иайдем

^x ^v
{г*/}=—^Н ] sM^o)sH^j{_£*i}rfT^TA при z¥=Mi4") 

о о v

Напомним, что величина ^fJ=^/(g, д0); (ф/), входящаяввыражение 
для КХѴ*(КХ/), является магнитной составляющей вспомогательного поля 
в точке q(u^ тѵ), создаваемого источником, находящимся в точке 
<7и(«Л S°) [см. I (4) и l (8)].

Однако не представляет труда показать, используя теорему взаим
ности, что

и
H'(q, (fr) = Hk (яо>я)

Ф,1 (я> Яо) = &> (Яо> я)
(15)

Написанные равенства позволяют утверждать, что внутренний инте
грал в выражении для YXJ(YX*) [см. (14')J численно равен их-й состав
ляющей поверхностной плотности тока, протекающего по внутренней 
(внешней) поверхности антенны в точке go€sz ПРИ отсутствии щелей, 
когда к соответствующей стороне поверхности sv приложена изнутри 
(снаружи) сторонняя эдс, распределенная по закону

£ст*= A (UJ sin (*s)**v •
Последнее замечание показывает, что введенные здесь взаимные про

водимости аналогичны понятиям взаимных сопротивлений в теории 
линейных вибраторов. Необходимо отметить, что величины Yx' и Ухѵв 
отличны от нуля, вне зависимости от того, где расположены источники — 
снаружи или внутри антенны.

Заставляя индекс X в равенстве (13) принимать значения 1, 2 . . • m, 
получим систему линейных уравнений

m
^U,Y^=i& 'Z = l,2,...m, (16)

V=1

однозначно определяющих амплитуды напряжений U4 в различных щелях.
Уравнения (34) работы[2] являются частным случаем общих уравне

ний (16).
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Многощелевые антенны 1271

Переходя к рационализированной системе практических единиц, 
в которых Fx измеряется в амперах, U^ в вольтах и Y^ в мо, придадим 
равенствам (16) вид

m

^U4Y„ = FX, 7- = l,2,...m. (16')

ѵ=Л

Эта система уравнений полностью эквивалентна уравнениям Картера, 
определяющим амплитуды токов в линейных вибраторах.

Если щели прорезаны в бесконечной металлической плоскости, 
то, как следует из формул (14"), проводимости Ухѵ с точностью 
до постоянного множителя совпадают с взаимными сопротивлениями 
эквивалентных проволочных антенн, как это и должно быть, исходя 
из принципа двойственности[3].

9 Напомним, что в формуле I (37') в общем случае, при наличии источников также 
снаружи антенны, вместо Н° должна фигурировать разность (Н° — ф°).

При zn=l, равенства (16) сводятся к одному уравнению, опреде
ляющему амплитуду напряжения в пучности

If c ^1и'-*^'

Напряжение в произвольном сечении цели при этом имеет вид (11')

(17)

Сравнивая это выражение с формулой I (41), полученной для настроен
ной щели ^Z =—2~)’ можно написать

c F1   2& i / j\
4тг Re Kn~ iVl *(”’ (18)

Действительно, в формуле (17), выведенной для Z=^/2, при укоро

чении щели до резонансной длины 1 = —^— ’ превратится в нуль мни

мая часть проводимости Кп.
Вещественная часть Кп и магнитодвижущая сила FT практически 

останутся без изменения.
Подставляя в равенство (18) значения ф (Z) и Fx из формул I (37')9 

и (14) найдем связь между p' и Re Кп

0'Z=-^R*ru. (19)

Затухание полуволновой щели [см. I (38')] при этом равно

$ = — а $ Р® Re ?п, (20)

или, если Re Кп выражать в мо,

vrr = — a 120тш£() Re Кп > (20')

293



7272 Я. H, Фельд

Для щели в бесконечном плоском экране, когда s = ^ = l и

имеем

Если антенна передающая и снаружи источника нет, то излучаемая 
мощность может быть выражена при помощи формул, аналогичных (36) 
и (36 ) работы [2].

Действительно,
m

^=-^ReJ[£*T7]jr=^ReV j E*H,ds.

G0 М—1 (Sv)

На основании принципа суперпозиции и выражений (8) и (11') для Еи

E,. (q) = U4f4 (uv) sin kx.,, q € s,,

легко написать следующее выражение для Нп

m
н, ^ = 2 f и*7» ^ ^ (q>q^sin k'n ds' 

n=l(Src)

Интегрирование идет по координатам точки go(uM, VJ*
Подставляя написанные два выражения в формулу для мощности, 

найдем
1-^л

B^ = ^ Re 2 U* и» .( f Л (“v) f„ (ии) sin Лт, sin ктп &,1 ds, ds,.

v, П (sv) (sn)

Так как двойной интеграл (с рассматриваемой точностью) [см. (14')J 
4* ^e— Y™> ТО

1—т
^ = VRe2^*^r«V (21)

V, n
Если внутри антенны нет потребителей энергии и Y^ чисто мнимые, 

то в формуле (21) можно вместо Y^ поставить Уиѵ.
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ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. H. ФЕЛЬД

О ПРИНЦИПЕ ДВОЙСТВЕННОСТИ В ТЕОРИИ ДИФРАКЦИИ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН У ПЛОСКИХ ЭКРАНОВ

(Представлено академиком Af. Д. Леонтовичем 8 IV 1948)

Принцип двойственности в теории плоских щелевых антенн был 
впервые сформулирован А. А. Пистолькорсом (1).

В несколько иной форме аналогичный принцип был дан M. А. Леон
товичем в теории дифракции плоских электромагнитных волн у плоских 
экранов (2).

В настоящей заметке мы изложим еще одну форму весьма общего 
принципа двойственности, который, несмотря на его элементарность, 
насколько нам известно, не излагался в литературе.

Принцип этот проще всего сформулировать, рассмотрев следую
щие два случая.

I. Пусть в пространстве с о- = 0 и e = p* = 1 * расположен беско
нечно тонкий, идеально проводящий (бесконечный) плоский экран 5

<^/z/'>
/'1 / /Z/ '^Источники 
v' 'zJX

s^ ~P
Рис. 1

с отверстием s произвольной формы. В общем случае отверстие может 
быть многосвязным. Будем считать, что в верхнем полупространстве 
(рис. 1) находятся источники (токи), распределенные любым заданным 
образом.

Поле, создаваемое этими источниками в отсутствие экрана, обо- 
~^* -^ “^ “^ 

значим буквами £°, Л/°, а полное поле с учетом экрана — буквами £, H.
II. Параллельно этому случаю рассмотрим ему взаимный, когда

экран S убран, а отверстие s металлизировано (рис. 2). Что касается 
источников, то мы заменим их теперь новыми, расположенными также 
в верхнем полупространстве.

Поле их в отсутствие экрана обозначим буквами 6°, ф°, а полное по- 
“^ “^

ле с учетом экрана s — буквами Й, Ф .

♦ Не представляет труда обобщить все результаты на случай любой однородной
среды.

liG5
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Между распределением источников в первом и втором случае 
должна существовать связь, которую мызададим следующимобразом:

^- -~>
6° = н°,
Ф»=—Е°,

в нижнем полупространстве,
►

включая плоскость s + 5. (1)

Очевидно, задав (например) источники в первом случае, можно 
различными способами подобрать распределение источников в случае 
II, при котором выполняется условие (1). Например, задав источники 
в виде магнитных токов в первом случае и равных им электрических 
токов во втором, обеспечим выполнение равенств (1) во всем про
странстве.

Принцип двойственности, выражающий связь между полями обеих 
~> ^- “> r^

задач E, H и 6, v в нижнем полупространстве, запишется при этом 
так:

^> ^ ^
E = E*+%,
H = H"-tA (2)

Доказательство этого предложения базируется на следующих поч
ти очевидных положениях.

1) Уравнения Максвелла остаются инвариантными (т. e. не изме-
“^ “^ “^ “^ 

няются) при замене£ на H и одновременно H на—£.
2) Поле внутри бесконечной области, ограниченной замкнутой по

верхностью (при отсутствии там источников), однозначно определяется 
заданием тангенциальной составляющей электрического вектора на одной 
части поверхности и тангенциальной составляющей магнитного векто
ра на остальной части поверхности.

3) Поверхностные токи, текущие по бесконечно тонкому плоскому 
экрану любой формы, возбуждают поле, магнитный вектор которого 
не имеет касательных составляющих на части геометрической пло
скости, дополняющей экран до бесконечной плоскости.

Первые два утверждения хорошо известны и не нуждаются в до
казательствах; что касается третьего, то оно немедленно вытекает из 
следующих элементарных соображений.

Рассматривая токи, текущие по экрану, как сумму элементарных 
токов (диполей Герца), можно утверждать, что магнитные линии каж
дого из них имеют форму кругов, оси которых совпадают с элемен
тарными токами, т. e. лежат в плоскости экрана.

Таким образом, магнитные линии элементарных токов, а следова
тельно, и результирующего поля, пересекают бесконечную плоскость 
в части, не совпадающей с экраном, под прямым углом.

Переходя к доказательству принципа двойственности (2), будем 

считать, что поле ®, § решает задачу II (рис. 2) и, следовательно, 
удовлетворяет в нижнем полупространстве однородным уравнениям 
Максвелла, не имеет там источников и, кроме того, для него выпол
нены граничные условия:

&t = §? на S,

Gt = 0 на s. (3)

Первое из этих условий вытекает из положения 3, а второе оче
видно.
1166
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Для того чтобы поле E, H, определяемое уравнениями (2), дей
ствительно являлось решением задачи I (рис. 1) для нижнего полу
пространства, нообходимо и достаточно, чтобы:

а) Д, H удовлетворяло однородным уравнениям Максвелла и не 
имело там источников, что, очевидно, выполнено благодаря самому 
виду равенства (2) и положению 1.

б) Для E, H должны быть выполнены граничные условия (см. 
рис. 1 и положение 3).

Et = 0 на S, 1Ht = Н° на s. } ^

~^ ""^
Поле E, H, определяемое равенствами (2), автоматически удовле

творяет условиям (4), если учесть при этом равенства (1) и (3).
Действительно,

Et = £? 4- ^t — ^t 4- 5*? = 0 на 5, 

Ht = Hat — &t = H°t Has.

Таким образом, принцип двойственности (2) доказан.

Равенства (2) определяют поле E, H только в нижнем полупро
странстве. Чтобы найти также поле в верхнем полупространстве, до
статочно проанализировать структуру формул (2). Из нее немедленно 
следует, что вторые члены формул (2) представляют собой поле, 
создаваемое в нижнем полупространстве токами, индуцированными на 
поверхности экрана 5.

—> ^-
Так как поле E, H в верхнем полупространстве складывается из 

поля источников Е°, H0 и поля токов, индуцированных на поверхно
сти экрана, а последние расположены симметрично относительно обоих 
полупространств, то на основании только что сказанного можно на
писать:

^U)=^0^)-^). ] z=x
^ ^ ^ / ^ ' 

H(g)=H*(g)-V*(q).)

Здесь g — произвольная точка в верхнем полупространстве, a q — ее 
зеркальное отображение относительно плоскости s 4- S. Звездочка у 

вектора 6 означает его зеркальное отображение относительно s 4- S.
Таким образом, формулы (2) и (5) определяют связь между поля- 
^** ~-> ~-^- ^ 

ми £, H и 6, & во всем пространстве.
Поступило
7 IV 1948
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ФИЗИКА 
Я. H. ФЕЛЬД

НАВЕДЕНИЕ ТОКОВ ДВИЖУЩИМИСЯ ЗАРЯДАМИ
(Представлено академиком А. И. Бергом 23 IX 1953)

Из литературы (1) известна теорема, позволяющая найти токи, 
наведенные движущимся зарядом в системе из m заземленных про
водников

Jfe = QuEfc, (1)

Здесь Jk — ток в k-м проводнике; u — скорость заряда Q; Ел-элек- 
тростатическое поле в точке нахождения Q, при расчете которого 
заряд Q считается отсутствующим, а потенциалы всех проводников, за 
исключением А-го, равного единице, принимаются при этом равными 
нулю. Эта формула выведена в предположении, что поле движуще
гося заряда удовлетворяет уравнению Лапласа, и неучитываетконеч- 
ной скорости распространения электромагнитных волн. Дадим вывод 
точной формулы и сравним ее с приближенной формулой (1).

Поле E, H заряда Q, движущегося со скоростью u в системе из m 
заземленных проводников, удовлетворяет уравнению

rotH = e^ + pu (JpdV = Q). (2)

Рис. 1 
:

Рассмотрим электростатическое поле Ел, возбуждаемое в рассматри
ваемой системе постоянной сторонней единичной эдс, приложенной 
вдоль некоторого элемента dlc линейного провода, 
соединяющего k-ti электрод с землей (рис. 1); заряд 
Q при расчете Ел предполагается отсутствующим. 
Умножив скалярно уравнение (2) на Ел и вычтя из 
левой части получившегося равенства произведение 
HrotEfe что допустимо, так как rotEh = O, получим

Ел rot H — H rot Ел = div [НЕл] = e ^ Ел + puE*, 

или, интегрируя по всему пространству V, ограниченному поверхно
стями проводников s, найдем, используя теорему Гаусса и ограничи
ваясь случаем точечного заряда Q,

J [НЕл] ds = QuEft + 5 В f EkdV. (3)
И v

Интеграл по бесконечно удаленной сфере обратился при этом в 
нуль, так как Ел убывает на бесконечности как r-2. Поверхностный 
интеграл в формуле (3) сводится к интегралу по поверхности эле
мента dlc, вдоль которого приложена постоянная единичная сторон
няя эдс, так как на остальной поверхности проводников s касательная
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составляющая Еь равна- нулю. Учитывая сказанное, а также то, что 
циркуляция H по контуру, охватывающему провод, равна току, теку
щему в нем, найдем

(4)

J [НЕЙ]Л = Л,
(S)

после чего формула (3) принимает окончательный вид:
Л = QuEh + ^ Едісм^К

(П
Здесь Л — искомый ток, протекающий через сечение с (см. рис. 1) 
Л-го провода, индуцированный полем E, H, т. e. движущимся заря
дом Q, а г'см — плотность тока смещения, равная едЕ/ді. Формула (4) 
является точной, заменяющей приближенную формулу(І). Первый 
член ее равен току, определяемому формулой (1), а второй играет 
роль поправочного.

Рассмотрим пример, в котором системой проводников является 
плоский, диод (рис. 2), состоящий из двух дисков радиуса г0. нахо- 

дящихся на расстоянии а. Пусть точечный 
заряд Q начинает двигаться в момент t = 0 
вдоль оси z от нижней пластины диода с 
постоянной скоростью u и момент t0 = a/u 
достигает верхней пластины. Чтобы опре
делить возникающий при этом в сечении с 
провода, соедйняющего пластины, ток J 
(индекс k мы опустили), необходимо опре
делить поле E, H, возбуждаемое движу
щимся зарядом Q. В рассматриваемом

примере при интегрировании по объему (в формуле (4)) можно огра
ничиться областью Ѵ1г заключенной между пластинами диода. Дейст
вительно, электростатическое поле Ех (индекс A=1), входящее под 
интеграл, может быть положено равным нулю всюду вне’области 
Vi, если го>а и краевой эффект незначителен. Таким образом, нам 
достаточно найти Ех и E только внутри Ух. Что касается Elt то оно 
при пренебрежении краевым эффектом определяется внутри Ѵх выра
жением Ex = Ejg = lla, и формула (4) принимает, учитываясказанное, 
вид

(5)7 = ? + T Jf™ dz = ? +1™ (Ам =/ ^ ‘ ds\ 
о

где Ісм — среднее (по z) значение всего тока смещения между пла
стинами.

Обычная формула (1) отличается от выведенной (5) отсутствием 
члена Дм. Для учета его найдем поле E движущегося заряда в области Ѵх. 
Предположим, что обе пластины имеют бесконечные размеры. Поле E 
внутри Ух при этом мало изменится, если пренебречь отражением от 
краев пластин*. Найдем поле, возбуждаемое между двумя бесконеч
ными пластинами введенным выше движущимся зарядом. Заменим 
последний эквивалентным ему линейным током J, текущим вдоль оси z 
между пластинами: J=QuS(z— ut), где 8-дельта-функция. Этотток 
как функцию t представим интегралом Фурье

J— 5 j(m)e,atd°>,
где

♦ Это, повидимому, допустимо; действительно, окончательная формула (14) доста
точно хорошо передает основные черты процесса.
448
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Теперь задача свелась к нахождению поля e, h, возбуждаемого ли
нейным током J(n)eW, после чего искомое поленайдетсяпутеминте- 
грирования по w. Разложим этот ток на интервале 0<г<а в ряд 
Фурье по косинусам

J W = 3 Mos ^z, где b0 = ^^ (1 - e~' ^). (7)

Теперь легко определить поле, возбуждаемое линейным током 
j(o>)e'“', текущим вдоль оси z на интервале 0<z<a между пласти
нами:

e = rot rot П, h = r'ws rotn, П=Пг=—z“ У, b„H„2\knr) cos ^ z ■ elat, (8) 
л-0

где k„ = V& — (wx/a)2, k = ® У&Р- = v/v.
Возвращаясь к задаче о поле, возбуждаемом между конечными 

пластинами, мы, на основании сказанного ранее, будем считать, чтои 
в этом случае оно описывается внутри Vj .выражениями (8). Среднее 
(по z) значение всего тока смещения, протекающего между пласти
нами диода в'направлении z, для частоты ® равно

Z-м (®) = -?- ^ J ri ® еег dr dz.
о 0

Переставляя сюда значение ег из формулы (8), получим после ин
тегрирования

7см (®) = ^ К Н? (Аг0) - v) e^. (9)

Весь средний ток смещения 7СМ получится после интегрирования 
(9) по ® от —оо до +oo (см. формулу (6)):

7CM = -J- J b0{kr0 H* (kr0) - 4} *’“' d^. (10)

Для того чтобы сделать подинтегральную функцию однозначной 
па комплексной плоскости ®, необходимо провести на ней разрез 
вдоль отрицательной вещественной оси. При этом, в соответствии с 
принципом излучения и асимптотической формулой для функции 
Ганкеля Н™, интеграл в выражении (10) должен быть взят по ниж
нему берегу разреза. z

Введембезразмерноевремя t = ? ^__i = t ^-, новое переменное 

7 = kr0 = £ ® и заменим Ьп ее значением, взятым из формул (7); 
тогда выражению (10) можно придать вид

. 7cM = ^(-F(x) + F(.-to)), (11)

где

FW = lj(M"h)-^)e-rf,, s_2 (12)

Путь интегрирования в (12) проводитсятакже,каквформуле(10). 
Интеграл (12) можно вычислить для *<1, смещая путь интегрирова- 
5 ДАН, т. оз, м з 449,
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ния параллельйосамому себе вниз и применяя'затемтеоремуовыче- 
тах с учетом асимптотического поведения Н™ на бесконечности.

При х>-І Следует сначала при помощи соотношения обхода 
Н® (у) = Н™ fre2"') — 4JX (i) преобразовать путь интегрирования в фор
муле (12) в путь, проходящий вдоль верхнего берега разреза, а затем 
применить теорему о вычетах. При этом в выражение (12) войдет 

также табличный интеграл типа ^Jj(^)e-'^d^. Проведя все эти пре

образования, найдем
F(t) = 0, т<0; F(t) = l, 0<т<1; F(x) = l-^^=, т^Е

ч _ т (13>

Теперь легко написать Ьыражение для 7См и J (см. (5)):

... (0, і<1 (/<го7®);
у^адрта* іо<і+5о(£<*<£+|); (14>

lrra ”Г(*^г,)»-г х>1 + *®(*>ѵ + ^)’
в то время как ток, подсчитанный по формуле (1), равен

J = ^a~ ПРИ °<х'<*о (0<*^<а/ю);

У — 0 при, т<0 и т>то(і<Ои^>а/и). (15>

Физический смысл формулы (14) вполне ясен. До момента t=rJv 
ток J в проводе отсутствует, так как заряд Q начинает двигаться в 
момент t = 0, а для того, чтобы вызванное им электромагнитное воз- 
муціение достигло провода, оно доджно пройти cq скоростью® путь 
не меньший чем r0. В действительности этот путь болЬше (см^ рис. 1} 
и ,задержка“ должна быть больше г0/®; однако формула (14) этого 
не учитывает, так как при. ее выводе интегрирование производилось 
Только по части пространства, заключенной между пластинами. В мо
менты t = 0 и t = a/u производная скорости заряда Q обращается в- 
бесконечность, поэтому в соответствующие моменты t=ro/v и t=rolv+ 
.+ dju, сдвинутые на время г0/®, необходимое для распространения, 
ток / обращается вбесконечность. Ток J=^=0 и после прекращения 
дйижения заряХа, так как в системе имеетместоустанавливающийся 
процесс. Апериодический характер последнего объяСняется тем, что 
мы отбросйли при вычислениях интеграл по внешнему пространству 
и пренебрегли отражением от краев дисков. При некоторых соотно
шениях между, г0, а> и процесс мог бы быть периодически затуха
ющим.

Поступило 
11 IX 1953

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 Г. А. Г p и н 6 с p r, Избр. вопросы матем. теории электр. и 
1948, стр. 650.
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Д о к л а д ы А к а д e м и и н а у к С С С P 
1955. Том 102, № 2

ФИЗИКА

Я. H. ФЕЛЬД

О БЕСКОНЕЧНЫХ СИСТЕМАХ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ, СВЯЗАННЫХ С ЗАДАЧАМИ О ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫХ 

ПЕРИОДИЧЕСКИХ СТРУКТУРАХ

(Представлено академиком В. А. Фоком 5 II 1955}

Ряд граничных задач электродинамики, связанных с полубесконеч
ными периодическими структурами, может быть сведен- к бесконечной 
системе линейных уравнений с постоянными коэффициентами типа

^AnZm_n = Bm, m^-0. (1)
П—Q

Займемся решением уравнений (1) относительно неизвестных Ап при 
следующих предположениях о поведении заданных последовательно-
стей Zm и Вт:

Гі>Г2, ro>r2, (2)
где

m____ ТП____
r-* = lim yiZml, r2 = lim /I Z-m |, r-1 = lim У|ВОТ|.

m^ oo m^ co m~^ oo

В наиболее интересном для практики случае, когда Z_OT = Zm’
условия (2) принимают вид:

n = rr^l, Го>^2- (2a)

Переходя к решению системы (1), построим прежде всего функции

Д®)=^»®”. я(®)=2^®“> G(w)= 2 ZnW". (3)
п—0 п—0 n =—оо

Как это следует из условий (2), функция ^(^)голоморфна в круге 
1<w I < r0, a G (^) — в кольце г2 < I ^ | < *T- Предположим также, что 
искомая функция /(^) голоморфна, как это будет показано ниже, 
в круге |w|<r, где r — наименьшее из чисел г0 и г±. Тогда величи
ны Ап, являющиеся коэффициентами разложения /(w) в ряд Тейлора, 
можно выразить при помощи формул Коши

л"=і$^5г^’ «>°> w
(C)

где ^ — произвольный контур (в круге |^|<Гг), охватывающий начало
координат, который нам удобно выбрать лежащим в кольце г2 <С I w I < г.

б ДАН, 102, т. №2 257
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Для последующего важно отметить,что из условия голоморфности, 
функции /(w) при |w|<r немедленно следует, что 

24Т$^£г^ = 0 пРи«<°>

(С)
(4a)

и наоборот.
Вернемся 

ние (4):
теперь к системе (1) и подставим в неевместо Ап выраже-

2-і 3 Zm~n
П'—Q

(4a), можно в равенствах (5) суммирование по n прово-

(5)

Учитывая (4а), можно в равенствах (5) суммирование по n прово- 
дить рт — оо до 4-oo. Поменяв, кроме этого, в (5) местами суммиро
вание и интегрирование получим

оо t
X&^M V 7 
2nl <J w Zl ^"л(с)

Справедливы следующие равенства:
оо 7 со 7у) ^m-n ___ 5П n _ 1
2j w* 2j wm-n u

n~—co n=—^o
и (учитывая (3), атакже формулы Коши для коэффициентов ряда 
Тейлора)

П——ОО

оо

^ V Znwn = ^r G (тег) 
wm ^ wm

tl~—оо

й"-ііИ4£г*“.

(с)

Подставляя (6) и (7) в уравнения (5a), 
вид

(5a)

(6)

(7)

придадим им окончательный

C/(w)GW-g(w)^^Q
J W^+1
(r)

Уравнения (8) получены из заданной системы (1) при условии вы
полнения равенств (4a)

^^zpr^ = O при т<0.
(с) w

Поэтому решение системы (1) сводится к нахождению функции /(^)> 
удовлетворяющей уравнениям (b) и (8a). Последнюю задачу, в свою 
очередь, легко привести к неоднородной задаче Гильберта. Примени
тельно к нашему случаю задачу Гильберта удобно сформулировать 
следующим образом.

Необходимо найти кусочно-голоморфную функцию 

ф(да) = (ф+(да) npnw€s+,
I Ф"(^) при w € s"

^где O+(w) голоморфна в области $+, внешней по отношению к кон

туру с, и стремится к нулю при |w|^oo, a O"(w) — голоморфна 
в области s", внутренней по отношению к с по граничному условию

Ф+(£) = Ф'(£)О(£)— g(0 на контуре с. (10)

Здесь G(0 и ^(О — заданные на с функции, удовлетворяющие усло
вию Гельдера (A/), причем G(^)=^=0 на с\ Ф+(£) и Ф"(£)— граничные 
значения Ф(^) на с при стремлении w кточке^ контура £из областей 
s+ и 5", соответственно. Поскольку определенные формулами (3) функ
ции G и g безусловно удовлетворяют условию (Я), то, решив задачу 
258
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Гильберта*  (9), (10), немедленно найдем функцию/(sfl), положив

259

* Так как в нашем случае G голоморфно в окрестности контура с, то неболь
шой деформацией с можно добиться, чтобы G(t)=^O на с.

** Это выполняется, в частности, когда в формуле (3) Z__m = Zm.

/(w) = O"(^). (11)

перепишем

^<0.

стремлении

Действительно, подставив (11) в уравнения (8) и (8a), 
их, учитывая (10), в виде

$5Й^™ = ° прит>0; ^£Lgpdw = o при

(Г) (d

Вследствие голоморфности Ф+ и Ф“ в областях s+ и s” и
Ф+(^)^0 при |w|^>oo эти равенства тождественно удовлетворяются. 
Поскольку с — произвольный контур, лежащий в кольце 'Г2<І^|<г, 
то предположёние о голоморфности /(^) при |^|<г действительно 
выполняется (см. (11)). Впрочем, это и не нуждается в проверке, так 
как непосредственно следует из условий (8a), которые совместно с (8) 
положены восновуопределения /(^). Определив /(w) (формула(11)\ 
немедленно найдем решение исходйой системы (1) по формуле (4).

Таким образом, решение сведено к задаче Гильберта, которая по
дробно изучена (см. (1), гл. III, § 37).

Отсылая за подробностями к работе (1), выпишем оттуда решение 
неоднородной задачи Гильберта (9) — (10) для частного случая (lnG(Z) 
однозначен ** на г), когда оно всегда существует и единственно ***,  

Ф(W) = w С ____*0ff ____ 1 fi2Y
W 2то J A+(0(/-w) * ^12'

(<•)

Здесь ^(^ — каноническое решение однородной зёдачи Гильберта, 
т. e. задачи (9)-(10) при g(Z) = O ипрй условии, что X(w) ортаётся 
конечным,когда |w|^oo. 1

Для иллюстрации метода рассмотрим волновод прямоугольного 
сечения (a x &), в котором может распространяться только волна H1Q. 
Вдоль положительной полуоси z волновода установим в плоскости 
симметрии перпендикулярно широкой стенке а бесконечный ряд ме
таллических стержней длины b на расстоянии 1 друг от друга. Если 
на стержни со стороны отрицательных z падает волна AZ10, то в стерж
нях возбуждаются токи, величина которых не меняется вдоль стерж
ней. Для нахождения поля в такой системе достаточно определить 
токи Ап (я?>0), наведенные в стержнях падающей волной. Токи Ап 
удовлетворяют системе уравнений типа (1). Для того чтобы получить 
ее, определим у-овую компоненту (параллельную оси стержней) элек- 
трйческого вектора Ent т основной волны А/10, возбуждаемой током Ап 
п-го стержня на оси zn-ro стержня:

En, m = aAne~irllm-n\ m^ti,

1207tfr
ya ’

(13)

Если Z настолько велика, что высшие типы волн успеют затухнуть 
на длине Z, то, учитывая граничные условия на поверхности стержней, 
можно написать

2' Anxe-Wim~ni + e~'l'<lm = 0, tn > 0, (14)
n=0

б*

*** Если argG(/) получает положительное приращение, когда t обходит с про
тив часовой стрелки, то для существования решения необходимо наложить добавоч
ные условия на коэффициенты Вт (см. (1), § 37).
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где e~illm—у-овая составляющая электрического вектора падающей 
волны на оси zn-го стержня.

При этом, как обычно, учитывая малость радиусов p стержней, 
наведенная эдс Еп<тЛ берется не на поверхности стержня, а на его 
оси. Исключение составляет эдс Ет, т> 1, наведенная собственным током, 
на что указывает штрих у знака суммы. Это означает, что при ѣ = m 
коэффициент у Ат должен быть взят равным

Zp=^^60^1n(^), 0=1,781. (14a)

Для решения уравнений (14), которые аналогичны системе (1), при
меним изложенную выше методику. Функции G и g (см. (3)) имеют 
теперь вид

OO / __fyJ \
O(w)= ^ ae-^l^w- = a Z0 + ^^ + w^ _lri- . r2<\w\<ri;

n-=-CO * * '
(15) 

00 eirl
g(w)= — y^e~Wnwn =---------j^, |w|<r0, (16)

^" W — 6n~0

где Г1 = r71 — | e>xl | >• 1, r0 = | e‘<l |, т. e. условия (2a) выполнены.
При этом мы предположили (на время), что Іту<О,т. e. чтосре- 

да, заполняющая волновод, обладает некоторыми потерями. Канони
ческое решение однородной задачи Гильберта для G(t) в рассматри
ваемом случае находится элементарно. Пусть контур с совпадает с кру
гом |от| = 1, тогда^из (15) следует

(17)

|^2|>Ч.

U*(w) = a(Z,-l) W~_^Z,
w — e y

да€$+,

ад = 
pr-(w)=-w~-e--,
( 4 7 w — w2 w€s~,

где
t . . sinyZ _ w/ / . . . sinyZ \2 iW1.2=cos7/ + t2^TI^F ^cos7Z + z^TTI/—l’ | ®i | < 1

Используя формулы (11), (12), (16) и (17), получим
2sinyfcW 1

^^ ia(Z0 — l)(w1 — eiYZ)«' — ®2’

после чего токи Ап найдем при помощи формулы (4):

2i sin '(lelyl 1 . п
---------’----------------------- n ^. 0.

(18)

A" a(Zo-l)(a*!-^1^) w2+1’

Полученное решение, очевидно, справедливо и при вещественном у. 
Если ?/ = w, то An = 0. Коэффициент отражения в сечении z = 0, 
где расположен стержень с n = 0, очевидно, равен

R = V aA е~‘У1п —__________ 2І sln yfelYf__________
Z1 n (Zv-l)(Wi-e^)(w2-e-*1)

n=Q

При yl = гатс R = — 1.
Поступило

5 II 1955
ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 H. И. M у с x с л и ш в и л и, Сингулярные интегральные уравнения, 1946.
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Доклады Академии наук СССР
1956. Том 106, J^ 2

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

я. н. ФЕЛЬД

ПАРНЫЕСИСТЕМЫ БЕСКОНЕЧНЫХ ЛИНЕЙНЫХАЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ, СВЯЗАННЫЕ С БЕСКОНЕЧНЫМИ 

ПЕРИОДИЧЕСКИМИ СТРУКТУРАМИ

(Представлено академиком Д. И. Бергом 11 VII 1955)

Ряд задач математической физики может быть сведен к решению си
стемы уравнений

со —1

Здпг“_„4- 2ft,^ = CL т>0;
Л=0 И~а OO ^ J)
oo —12^^+ 2 Bnz%_n = c™, т<в.

n==Q n=—OO

Здесь Ап и Bn — искомые величины, а остальные постоянные заданы. 
Введем следующие функции:

oo oo

Gmk (w) = 2 Z^w", m, k = 1,2; g+ (w) = 2 Сіиг"; 
n=^CO n=Q
—1 oo —1

g- (w) = 2 Cpw"; f+ (w) = 2 AnWn-, f_ (w) = 2 Bnwn.
n=—oo n=0 n=—oo

(2)

Будем полагать, что заданные последовательности Z™\ С„, Сп2> тако
вы, что три первых ряда сходятся в некотором кольце Р1 < | w | < р2 
и функции G11^), G22(w) не имеют в нем нулей.

* Условие достаточное, но не необходимое.

Пусть постоянные а и ₽ удовлетворяют неравенству*.
Гі<г2, где п = max (P1, P1 | p |_1), r2 = min (р2, Ра | а |_1). (2a)

Ниже будет показано, что последние два ряда в (2) также будут схо
диться при I <w I <р2 и I w I >Р1, соответственно.

Выберем контур L, охватывающий начало координат и лежащий 
в кольце Гі< I ѵо | <г2. Тогда очевидны равенства:

1 г /+(а») < fAn, п^О;
2ni j да«+і w ~ (о, n < 0;

1 f /+(«®) ^ fAn<x", n^O;*d^+r^ = to, n<0;

1 c f_ (w) j [Bn, n <^ 0; (3a)
2SFj^+TdW=10, n>0; (36)

1 r /_(Pw) j fBn^, ti <C o, (4a)
2^7 i^+F йда=(0, «>0. (46)

OO

Действительно, например, /+ (aw) = У (Anan) <wn голоморфна при 
n=0

|w I <г2, если, как было предположено ранее, /+(w) голоморфна при 
|w I <Ср2 (см. (2a)), контур же L лежитв области | w | <г2- Аналогич
но доказываютсяостальные равенства.

215

308



Подставив теперь в систему (1) выражения (За) и (4a), найдем, учи
тывая также равенства (36) и (46):

$ /+ (®) G11 (w) ^~j^ + jJ f- (M О12 (w) jt+i = 2шСі,, m > 0;

L W 1 W (5)

5 f+ (<*®0 G21 (w) Sjr + \ f- (®> °22 ^ “Sr = 2w’cm, m < 0.
1 W L W

При этом мы использовали преобразования типа

2 *М2^— 2 Л-$^<—$Л(««-)0“С)^7. 

n=0 L n=—oo L L
где переход к суммированию по ti от — oo до + oo сделан на основании 
соотношений типа (46).

Выражения (2) для g+ и g~ позволяют написать

c- = 24zS^5‘<Zw’/n>0; c”=^\^Srdw> m<Q’ <5a>

(I-) (I+)
где L~ и L+ — произвольные контуры, охватывающие начало координат 
и лежащие в области Рі<І^|<Р2, соответственно вне и внутри L. Ис
пользуя (5a), уравнениям (5) можно придать вид:

t {/+ (w) 0“ (w) + /_ (₽w) G12 (w)} ^i = ( g+ (н) ,̂ m > 0;
І w (L~) и (6)

^(/+(aw)G^(w)+/_(w)G^(w))^pj= J^"(v)^p, m<0.
L W (L+) Ѵ

Уравнения (6) получены из заданной системы (1) при условии выпол
нения равенств (36) и (46), т. e.

C M^) dw = 0> n<Q> k = Q,l-,
l w"+1

С /_(p*w) dw = 0) ra>o,A = O,l.
£ w"+1

Таким образом,уравнения (6) и(7)эквивалентнызаданной системе(І). 
Определив из (6) и (7) /+ и f_, найдем Ап и Вп при помощи (За). Так 
как система (6), (7) линейна относительно /+ и /_, то эти функции 
при w, лежащем в кольце между L+ и А", имеют вид

/т(®) = ^ 5 ^*O*)'P^(^-P)^+ 5 8'№;№>№

(L-) (I+)
Функции cptp(w) и cp^)(w) (зависимость от p. и v для краткости 

опускаем) при этом должны удовлетворять следующей системе уравне
ний на L:

(7)

(8)

Ф^р(те)
^W (иі) G11 (w) + <p^> (?w) О12 (w) = - --------- j^- >

Ф<£> (w)
(9) 

^(aw)G^(w) + ^(w)G22^) = ^+(ѵ^~ ’ Л=1’2,

где: I. O^(w), ^-(w), ^)(Р^)(^=1,2) — функции, голоморфные на 
контуре L и вне его. II. y^)(w), OL(w) равномерно стремятся к нулю, 
a O^9(w) остается равномерно ограниченной, когда |w|^>oo. III. O^9(w), 
^+}(w), ^(aw) голоморфны на контуре L и внутри его. IV. Ф—(р) = — 1, 
Ф^(ѵ) = І.

Подстановка выражений (8) с учетом (9) и условий I — IV в уравне
ния (6), (7) убеждает нас в справедливости сказанного.
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Из выражений (8), где <$' удовлетворяют системе (9), следует, что 
f+(w) и f_(w) голоморфны при I w I <Z.p2 и I w I >pj соответственно, 
как это и предполагалось ранее.

Таким образом мы свели решение системы (1) кзадаче (9), аналогич
ной неоднородной задаче Гильберта для двух кусочно-голоморфных функ
ций.

Рассмотрим в качестве примера волновод прямоугольного сечения 
a x b, в котором может распространяться только волна Н10. Вдоль оси z 
волновода установим в плоскости симметрии перпендикулярно широкой 
стенке а бесконечный ряд металлических стержней длины b, причем ин
тервал между стержнями, расположенными вдоль положительной полу
оси z, сделаем равным Z, а вдоль отрицательной d. Если эту систему 
возбудить, приложив вдоль л0-го (л0<0) стержня единичную стороннюю 
напряженность поля, то в стержнях, расположенных вдоль положитель
ной и отрицательной полуосей, наведутся соответственно токи An (n >- 0) 
и Bn («<0), величина которых не меняется вдоль оси стержня.

Для определения поля достаточно найти указанные токи, которые 
удовлетворяют уравнениям типа (1). Переходя квыводу этих уравнений, 
определим компоненту (параллельную оси стержней) электрического век
тора Епп основной волны Н10, возбуждаемой током п-го стержня на оси 
m-го (при m=f=n),

Enm = ^Апе-*"т~п\, m > 0, n > 0;
Enm=CZ^e-'^l^-"le-frnA, m^-0, л<0 и т. д.,

излу-

где Д = 1 — d, k = 2тг/Х, С = — 120 *kfra, T = V& — «*/а*.
Если / и d настолько велики, что высшие типы волн успевают затух

нуть на пути 1 и d, то граничные условия на поверхности идеально 
проводящих стержней можно записать в виде:

2 Д&Нт'1т~га1 + 2 5„Ce-iYZim-nle-ZYnA = 0, /«>0;
n=0 n=-oo (j Q)

(П)

(12)
g“(w) = — ѵап\°м^ _ o^w} = ц2о _D (w_g_W)(w_efY4) ,

4 ДАН, т. 106, № 2 217

2 Д„Се-г^Іп'-'гІе-/^д+ 2 №-‘‘Y</lm-nl = — 8mn„ m<0. 
n=0 n=^o

При этом, как обычно, учитывая малость радиусов стержней, наве
денное поле Епт взято на оси стержней. Исключение составляет Етт, 
на что указывает штрих у S. Он означает, что при n = m коэффициент 
у Ат и Вт должен быть взят равным Z0 (погонное сопротивление 
чения одиночного штыря в волноводе).

Уравнения (10) являются частным случаем системы (1), когда 
z" = Z™ = Ce~*11»I, Z2/= Д1 = Ce-Yd I" I, n =^ 0;

с\ = 0, С<2)= - 5т„0.

Поэтому, используя (И)/ найдем при помощи формул (2)
G„ w _о.,(ю) _t(Z„_ l)(J";_^("Z^ , f’W-0;

(W — w') (о/ — Wg)

где
Wi,2 = p + Kp2-!. P = COSyZ + iz^i ’ |®1|<1> |«'2І>1>

Wi,2-q^Vq2-!, q = cos '(d + i • ^nJl » ІдаіІ<1> Іда2І>1- 

Очевидно, в рассматриваемом случае px = max (| Wj. |, | w\ |, | e~‘rl |, | e~ydl |)< 
<1, a p2 = P71, если положить, что Ітт<0, т. e. среда внутри вол
новода обладает потерями.
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Если, например, Д>0, то условие (2a) принимает вид | p | >р* ; 
оно выполняется, если Д<2^.

В случае отсутствия потерь решение может быть получено, если по
ложить, что 7 в уравнениях (10) всюду, за исключением множителя 
e—tYAn = jT, обладаетотрицательной мнимой частью. При этом |^|=1 
и условие (2a) сводится к Рі<р2- Решение таким образом может быть 
проведено при любых Д. В окончательных формулах для Ап и Вп сле
дует затем положить Im у = 0.

Так как g+(w) = 0 (см. (12)), то решение уравнений (10) сводится 
на основании (8) к нахождению функций ?§Р при помощи системы (9), 
которая принимает вид:

{$’ (w) + ^ (M) G11 (W) = Ф- (w), ,1<ъ
Ote)(w) и'

((pfe)(^w) 4- ®^)(w)} G22 (w) = ^_- на Z.

Легко проверить, что решением этой системы с учетом формул (12) 
являются функции

tpW ^ _ A W"1 — e?Yt) + Dj № — e~ird) .
(w-wJ(w-v) ’

(2) / x _ Ci (w — eP1) + (wP"1 — e~iyd) C2 .
‘^" ' ' w — W%

Здесь величины Dlt Dz, Сх, С2 находятся из 4 условий, вытекающих 
из требований I — IV,

lim {<$> (w) + Ф® (M) = 0, 
|w| ^ 00

^(pe-^) + ^(e-^)=O,

^(e'-rJ)4_^(peiY*) = o,

Ф^(ѵ) = 1.
(14a)

Подставляя в (14a) выражения (14) и разрешая их, найдем

сх = —^г, с2 = -рсх, 
v — w2 

где

О, =D'
e~ird — v

v-w2
e-ixd _ w^ 

e~iyl — w2 el 1 p — w2

z,iYrf м
, D2 = D"e --,(15) 

v — w2

■; г1e^d — w.
7Tl

D” = C s[n'<l(ei'!d~w'^

p _  sin yrf
G “ £(Zo — l)siny/

sin y/ (e~lld — w')
D> = CB ________ —__ , ^_, _ ^_______ _________

sinyd(w2— e~,iyl) sln4d(e 1̂ — w2)

Формулы (8) с учетом (14) и (Іб)позволяютопределить /т(^), после 
чего, используя (За), найдем

(16)

-w')

,

Поступило
9 VII 1955
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Доклады Академпи наук СССР
1956. Том 107, № 1

ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. н. ФЕЛЬД

ПАДЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА ДВОЙНЫЕ 
БЕСКОНЕЧНЫЕ РЕШЕТКИ

(Представлено академиком А. И. Бергом 6 VIII 1955)

Рассмотрим диффракцию электромагнитной волны E0, H0 произвольной 
формы на двойной металлической решетке, состоящей из двух рядов 
бесконечных параллельных стержней радиуса г0, смещенных относитель
но друг друга как в продольном, так и перпендикулярном направле
ниях (см. рис. 1). Перенумеруем стержни так, как показано на рис. 1,

и обозначим токи в стержнях нижней и верхней решетки Ап и Вл, со
ответственно. Будем полагать, что вектор E0 параллелен осям стержней 
и не зависит от координаты z, что, как легко сообразить, не уменьшает 
общности постановки задачи. Если стержни тонкие (ro<<^X; X — длина 
волны) и можно пренебречь потерями в них*, то граничные условия на 
поверхности стержней позволяют написать следующую систему уравне
ний для определения токов Ап и Вп\

co oo

2 AnZ"_n +
n=-oo

2 AnZ?m—n +
n=—oo

2 BnZm-n — Ст, oo <^ 771 <^ ooj

Л——0О
« (0 

2 BnZ%_n = С„\ — oo < m < oo.

n=-oo

* Учет конечной проводимости легко провести, например, так, как это указано 
в работе (1).
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Здесь:

2„=2^2=аЛ/і2)(А/|л|) прип^О, Z^=Z^=a.H^(kr0), 

Z^ = ocM2) (A /(rf-n/)2 + aa), Z2t = а0^’ (k V(d + rd? + а2). (2)

C'm = -E\qm), C% = -E?(gm), a =---i^, k = ^,
Г^П1 \RrQJ

где /, d, a указаны на рисунке; qm и gm — точки нахождения оси тп-го 
стержня соответственно нижней и верхней решеток на рис. 1. Дадим 
общий метод решения системы (1), полагая, чтозаданные последователь
ности Z7 и Ст, Ст таковы, что нижеследующие ряды сходятся в нуж
ной области и операции законны.

Для этого умножим уравнения (1) на eimw и просуммируем по m от 
—оо до +эо. Тогда, учитывая, что, например,

2 2 AnZ"-neimw= 2 A-einw 2 z^ima- ^
ГП=—ОО n=-oo П=—СО ГП=—ОО

придадим системе (1) вид:

f(w) G^(w) + ср (w) G12(w) = g1 (w); f(*w) G21(w) + ср (w) G22(^)=g(2)(w), (4) 

где, учитывая (3):

Gm(w) = 2 ?neinw, ѵ,и = 1,2; /(w) = 2 Апв1™,

"“J00 о, ^00 (5)

?(®)= 2 B^nw’ $м(®) = 2 c«>e'‘nw. v = i,2.
П=ж—ОО n=-CO

Функции O(w) и g(w) известны, поэтому, разрешая (4) относитель
но /(w) и y(w), найдем

, , , g1 (w) G22 (w) — g(2) (w) G12 (w) . ,. = ff(2) (w) G11 (w) — g1 (w) G21(w) 
' ' ' Gn(w)G22(w)— G12(w)G21(w) * *' ' Gn(w)G22(w) — G12(w)G21(w).

(6)
Так как искомые точки Ап и Вп являются коэффициентами Фурье 

функций /(w) и cp(^) (см. (5)), то, определив последние, легко найдем 
решение системы (1) по известным формулам

2^+lp 2^+ір
Лп=^- ^ f(w)e~inwdw, вп—^- ^ y(w)e~in™dw. (7)

ір ip

Здесь p— вещественное число, подбираемое так, чтобы интегралы (7) 
существовали (в частности, p может равняться нулю).

Зная токи в стержнях решетки, не представляет труда определить, 
например, результирующее электрическое поле по очевидной формуле

E = Ea + 2 a^nM2) (k У(x — л/)2 + у2) +
n=-oo

+ 2 а5«^о2) (k V(x ~ ^ — d)2 + (у — а)2)>
где x, у — координаты точки наблюдения.
72
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После получения общего решения поставленной задачи рассмотрим 
подробнее случай, когда падающая волна плоская:

2*0 — ^-ih(jrcos9+,ysincp)* (9)

здесь ср — угол между направлением движения волны и осью x (см. рис. 1). 
Очевидно, при этом (см. (2))

Qi _  __  ^-ikmlcosv £>(2) __  ___jj^—ikmlcoscp jj__^-ih(dcos^asin^) (Ю)

и из формул (5) следует

gl(w) = — У ein<w-») = —2K82n(w — ₽), £<2)(оу) = —2кО82п(ад — Р),
n±« (11)

P = kl cos <?;

здесь82тс(да)— периодическая дельта-функция, совпадающая впределах 
периода 2^ с обычной.

Положим в формулах (7) p = 0; при этом, как будет видно из даль
нейшего, все операции имеют смысл. Подставляя затем выражения (6) 
в формулы (7), найдем, учитывая (11):

Ап = Ае~іп<і,

Bn = Be-*"f,

_ PG12(p)_Q22(p)

Л — б11 (P) б22 (P )- б12 (P) б21 (P) ’ 
б21(Р)-обп(Р) 

би(Р)О22(Р) — б12(Р)б21(В)‘
(12)

Зная токи в стержнях, определим полное поле при помощи форму 
лы (8):

£ = £<> + аД 2 H™ (k У (х — п1У + Уг)е-1п3 + 

+ aB 2 ^(kV(x-nl-dy + (y-ay)e-^.

n=-oo

Полученные ряды весьма медленно сходятся, поэтому мы преобразуем 
их при помощи формулы (см. (1), стр. 578, формула (35))

2 е‘2ппД^2) (2кИ У (n - 8)2 + б2)=
n=-oo

• 00 _І2яп8 _—27Г£[(п+Д)а—р-3]^2
_L gi2n8A VI e e
7V £л У(л _^_ Д)2---- p2

(14)

где знак у корней в правой части следует выбирать так, чтобы 
Re (e у (n + Л)2 - р.2 ) > о, Im (s У(п + Д)2-н2) > 0.

Используя (14), придадим выражению (13) вид

E — Е° 4- AF(x, у) + BF(x — d, у — а), (15)
где

F(x,y) = ^e~W 2

п=—н

а gi&mxll е—2я^/І[(п—3/2п)’—(1/Х)’],/а 

К(л-р/2к)2-(//Х)2

Если у < 1 + i *os у i , то, пренебрегая высшими типами волн, экспонен

циально затухающими с ростом |у], следует сохранить в сумме (15) 
только нулевой член, после чего получим

1
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E = e>

E = E° + ■ , ttX (Д + Beih^cos ’+a sin ’>} E° 
' к/ Sin 9 1 1 J

_J^— {A + BeiW cos v~a sin ф)} e~ik^x cos ^~ysin ф) при у <^ 0.

Коэффициенты отражения и преломления при этом равны

при y>a;

(16)

R = -
aX

Tzl sin 9
cos{Д + Веік«

Q = J j------ ^— (Л 4_ Beik^d cos ф+°sln фЦ
^ 1 7Т/ Sin 9 1 1 J ‘

(17)

Для определения постоянных А и В, входящих во все полученные 
формулы, необходимо на основании (12) знать OVfX(P) (v, p= 1, 2). Ис
пользуя (2) и (5), немедленно найдем:

G11 (w) = О22 (w) = aA^o2) (kr0) + 2a ^ ^o2) (kln) cos nw,

n-JL

G12(w)=a у H^(ky(nl + d)2 + a2)einw, 
n=-a, (18)

G21 (w) = а У Н® (k У(nl-d)2 + a2) einw.

Эти ряды вследствие их плохой сходимости следует преобразовать 
при помощи формул типа (14), после чего найдем

_, 00 i2nnf// -2па/г[(п+р/2п)‘-(1/Х)Ч'/’

G12(?) = — e^" У -—^==-- ;V/ * ^j K(n + 3/2^-(//A)2
n=—oo

<?21(Р) получается из предыдущей формулы заменой d н*а —rf, а

T а б л и ц а 1

a/x ІЯІ IQI

0,00 0,974 0,226
0,25 0,994 0,110
0,50 0,973 0,229

G11 (?) = «М2)(Аг0) + ^ {- к + 2zln (к ^) +
oo 1

+ /(p/2^-(//y5 + ^J [ V І7Г+ P / 2л)2— (Z/X)2 + 

71=J.

. 1______________А]
^ Г(П-₽/2«Г-(/А)а ЛГ

где lnA^ = 0,5772. Эти выражения совместно c(12) позволяют определить 
А и В, а значит, E, R. Q.

В табл. 1 приведены значения модулей коэффициентов отражения 
I R I и преломления | Q | (по полю), рассчитанные по формулам (17) 

для двойной решетки при 9 = 90°, Z = 0,2 X, rf = 0,l X, го = О,О1 X. 
Отметим, что при a = 0 и произвольном d мы приходим к одинарной 
решетке, у которой расстояния между стержнями различны и принима
ют попеременно значения, равные d и Z — d.

Указанный выше прием решения применим также для системы, со
стоящей из любого конечного числа решеток, при произвольной форме 
падающей (первичной) волны B0, HQ.

Поступило 
5 VIII 1955
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1 95 7 РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА № 11

ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ РАЗВИТИЯ ТЕОРИИ АНТЕНН И ФИДЕРНЫХ 
УСТРОЙСТВ В СССР

А. А. Пистолъкорс, Я. H. фельд

ВВЕДЕНИЕ

За 40 лет, прошедших со дня Великой Октябрьской социалистической 
революции, советская наука и техника ушли далеко вперед. Радиотех
ника принадлежит к числу тех областей техники, где этот прогресс чув
ствуется особенно сильно. Практически современная радиотехника была 
почти полностью создана за истекшее сорокалетие.

Настоящая статья посвящена краткому обзору путей развития за 40 
лет одной из специфических областей радиотехнической науки — теории 
антенн и фидерных систем. Развитие этой теории, примыкающей с одной 
стороны к электродинамике, а с другой — к радиотехнике как таковой,— 
сыграло немаловажную роль в достижениях последней.

В разработке теории антенно-фидерных систем советские ученые имеют 
немалые заслуги. Естественно, что в кратком обзоре нет возможности под
робно перечислить все, что сделали советские ученые в этой области. Мы 
остановимся лишь на наиболее важных работах и, в первую очередь, на 
таких, которые явились вкладом советской^науки в развитие мировой 
науки ^в области антенн и линий передачи.

1. АНТЕННЫ ДЛИННЫХ И СРЕДНИХ ВОЛН

40 лет назад основными типами антенн являлись Г-образные и Т-об
разные антенны. Радиотехников тогда, в первую очередь, интересовал 
вопрос о настройке антенны, т. e. о расчете ее реактивного входного со
противления. Вот почему большое значение для того времени имели ра
боты M. В. Шулейкина [1], посвященные расчету емкости антенн. Не
зависимо от Xoy, предложившего известный метод расчета емкости радио
сетей, Шулейкин разработал свой, более простой метод расчета, полу
чивший у нас широкое распространение и дававший особенно хорошие 
результаты, когда погонная емкость антенны была одинаковой по всей 
длине.

Метод расчета входного сопротивления антенны, состоящей из неодно
родных частей (например, Т-образной с широким горизонтальным полот
ном и сравнительно тонким снижением) был разработан И. Г. Кляцкиным 
[2]; он применяется и до сих пор.

Вторым, стоявшим на очереди вопросом, был вопрос о кпд антенны 
и, в первую очередь, о расчете ее сопротивления излучения 2?s. Для 
этой цели применялась известная формула Рюденберга

ЯЕ = 160к2^ , 
x2

но понятие действующей высоты Лд для распространенных тогда антенн 
было неясно. Этот вопрос был разрешен Шулейкиным [3]. Для расчета 
сопротивления потерь в антенне Ra им же была предложена формула

Ra = А ± ,
А0
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долгое время игравшая большую роль в расчетах антенн. Здесь Х0 — соб
ственная волна антенны; А — некоторый коэффициент.

Само понятие коэффициента полезного действия антенны ?]А было вве
дено Кляцкиным [2], предложившим для него формулу:

_ R^ 
^A-Rs+Rn’

Следующим вопросом, возникшим в связис ростомстроительства ра
диовещательных антенн, явился вопрос о расчете частотной характери
стики антенны. Методы расчета полосы частот, пропускаемых антенной, 
были разработаны в 193J—1932 гг. Кляцкиным [4] и M. И. Конторо- 
вичем [5, 6].

2. МЕТОД НАВЕДЕННЫХ ЭЛЕКТРОДВИЖУЩИХ СИЛ

Большую роль в развитии теории антенн сыграл метод наведенных 
эдс, предложенный в 1922 г. советским физиком Д. А. Рожанским [7] 
и независимо от него французским ученым Бриллюэном.

В первоначальной его трактовке метод этот позволял определять мощ
ность и сопротивление излучения одиночного провода с заданным вдоль 
него током, не прибегая к интегрированию вектора Пойнтинга по 
поверхности достаточно удаленной сферы.

Впервые к чисто антенным вопросам применил его Кляцкин [8], 
рассчитавший сопротивление излучения несимметричного заземленного 
провода произвольной длины. Дальнейшее развитие метод получил в ра
ботах А. А. Пистолькорса [9, 10, 11], который распространил его на си
стему вибраторов. Сопротивление излучения отдельного вибратора в си
стеме было представлено при этом в виде суммы из собственного и наве
денных остальными вибраторами сопротивлений. В этих же работах были 
даны таблицы активных составляющих наведенных сопротивлений для 
полуволновых параллельных и перпендикулярных вибраторов.

Принципиальный интерес, для своего времени, имела работа A. E. Cy- 
занта [12], в которой он показал, что сопротивления излучения, рассчи
танные по методу наведенных эдс и по методу вектора Пойнтинга, 
должны совпадать. Хотя, принципиально, метод наведенных эдс позво
лял находить как вещественную, так и мнимую составляющие сопротив
ления излучения, однако первым оценил роль мнимой составляющей 
в теории антенн В. В. Татаринов. Он же дал оригинальный метод расчета 
наведенных комплексных сопротивлений излучения, сводящий расчет 
мнимой составляющей к расчету вещественной, но при наличии сдвига 
фаз между токами вибраторов, и составил наиболее подробные таблицы 
комплексных наведенных сопротивлений для полуволновых параллель
ных вибраторов [13, 14, 15].

Расчетные формулы для наведенных сопротивлений, при произвольно 
ориентированных друг относительно друга вибраторах, были даны в 
статье Б. П. Афанасьева [16].

Громоздкость общих формул для наведенных сопротивлений привела 
к появлению работ, в которых получены приближенные простые формулы, 
выведенные в предположении, что вибраторы находятся на достаточном 
расстоянии друг от друга (вдальнейзоне). Такие формулы даны в работах 
А. 3. Фрадина [17] и Г. T. Маркова [18].

Примыкающей к рассматриваемым является работа M. Л. Левина 
[19], в которой он, исходя из комплексной теоремы Пойнтинга, выразил 
мнимую составляющую сопротивления излучения через разность средних 
эпергий магнитного и электрического полей. Это позволило ему получить 
формулы для мнимых составляющих собственных сопротивлений различ
ных вибраторов, отличающихся формой продольного профиля.
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Метод наведенных эдс является вполне точным, если его применять 
к расчету мощности и сопротивления излучения системы линейных про
водов с заданным вдоль них распределением токов. Однако уже в первых 
работах Пистолькорса [10] и, особенно, Татаринова [13] этот метод при
менялся также для определения амплитуд токов в клеммных сечениях 
отдельных вибраторов. При этом предполагаются заданными распределе
ния сторонних эдс вдоль вибраторов, а токи ищутся в виде подходящих 
функций с постоянными множителями, которые и надлежит определить. 
Точность результата зависит от выбора указанных функций, а сам метод 
расчета аналогичен методам Галеркина или Ритца, если ограничиться 
в них первым членом ряда.

В этой связи значительный методический интерес представляет работа 
Конторовича [20], посвященная детальному анализу метода наведенных 
эдс с точки зрения выяснения основных положений, на которых он бази
руется.

3. МНОГОВИБРАТОРНЫЕ АНТЕННЫ

В двадцатых — тридцатыхгодах, в связи с широким внедрением корот
коволновой связи, происходило интенсивное развитие техники коротко
волновых антенн. Наиболее распространенные из них представляли собой 
решетки из синфазных полуволновых горизонтальных или вертикальных 
вибраторов. Различные типы таких антенн были разработаны Татарино
вым и M. А. Бонч-Бруевичем. Развитие решеток в горизонтальном и вер
тикальном направлениях позволяло получать узкие диаграммы направ
ленности, а применение зеркал из активных или пассивных вибраторов 
уничтожало заднее излучение.

Для оценки направленных свойств антенны Пистолькорсом [22] был 
введен специальный параметр—коэффициент направленного действия, 
являющийся в настоящеевремя основной характеристикой антенной си
стемы.

Первые работы по теории таких антенн опубликованы Бонч-Бруеви
чем [23, 24, 25]. В частности, им были получены, путем интегрирования 
вектора Пойнтинга по поверхности удаленной сферы, формулы для 
сопротивления излучения.

Однако дальнейшее развитие теории многоэтажных антенн стало воз
можным лишь в результате создания метода наведенных эдс.

После работ Пистолькорса [9, 10, 11, 22] Татаринов разработал в ряде 
статей [13, 14, 15] детальную методику расчета синфазных многоэтаж
ных антенн как с активными, так и пассивными зеркалами. На базе своих 
работ по теоретическому и экспериментальному исследованию антенн 
Татариновым была написана монография [26], сыгравшая большую роль 
в развитии антенной техники в Советском Союзе.

Наряду с активно питаемыми вибраторами, в антенной технике ши
рокое применение получили пассивные вибраторы, используемые в ка
честве рефлекторов и директоров. Первая работа по исследованию пас
сивных вибраторов была опубликована Татариновым в 1925 г. [27]. По
сле нее появилась работа Пистолькорса [28], в которой при помощи 
уравнения баланса активной мощности и экспериментальной кривой 
Татаринова для сдвига фаз исследовалось рефлекторное действие пас
сивного вибратора.

Использование как активных, так иреактивныхсоставляющихнаведен- 
ных сопротивлений позволило Татаринову [13] создать чисто теоретиче
ский метод расчета пассивных вибраторов.

В перечисленных работах, в соответствии с приемами, используемыми 
в методе наведенных эдс, закон распределения тока вдоль вибраторов 
считался заданным, и определялись комплексные амплитуды тока в клем
мных сечениях вибраторов.
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Иной подход к решению задачи о распределении тока в пассивном 
вибраторе был дан вработе M. G. Неймана [29]. Им было составлено урав
нение электродинамического равновесия для пассивного вибратора с уче
том первичного возбуждающего поля, создаваемого активным вибратором, 
и найдено распределение тока вдоль пассивного вибратора при любой 
его длине. Уравнение электродинамического равновесия находилось в при
ближении теории длинных линий.

Применение метода наведенных эдс к расчету токов в пассивных виб
раторах линейных решеток осевого излучения, например антенн типа 
«волновой канал», успеха пока не имело. Объясняется это громоздкостью 
решения системы уравнений для токов при большом числе вибраторов и 
отсутствием простых формул для наведенных сопротивлений (в случае 
вибраторов произвольной длины), входящих коэффициентами в указан
ные уравнения. Однако при небольшом числе директоров такие расчеты 
проводились. Наиболее удачной является работа A. M. Моделя [30], 
где при ряде упрощающих предположений проведены расчеты антенн типа 
«волновой канал».

Теории линейных решеток осевого излучения с активно питаемыми виб
раторами посвящена работа В. Д. Кузнецова [31]. В ней детально исследо
валась зависимость кнд от длины решетки и сдвига фаз между соседними 
излучателями. Показано, что для каждой длины решетки существует 
оптимальнаяфазовая скорость волны впитающей вибраторы линии. Ско
рость эта стремится к скорости света при увеличении длины решетки.

4. ТЕОРИЯ РЕШЕТОК

Решетки проводов применяются в антенной технике не только в ка
честве излучателей, когда каждый из нихнастраивается в резонанс, но 
и для других целей. Так, двумерные решетки используются для экрани
ровки или в качестве отражающих поверхностей, заменяющих сплошной 
металл. Наконец, в последнее время диффракционные и замедляющие 
свойства решеток стали применять для создания различного рода излучаю
щих и канализирующих систем.

Развитие теории таких решеток шло главным образом в направле
нии создания приближенных методов их расчета.

Из серии посвященных им работ следует, прежде всего, отметить 
статью Конторовича [32], в которой впервые использована идея замены 
дискретной решетки из тонких проводов или лент непрерывной поверх
ностью с импедансными (усредненными) граничными условиями. Эта 
идея получила развитие в работах Б. Я. Мойжсса [33, 34], которому уда
лось найти, при определенных ограничениях, наложенных на геометрию 
решеток, соответствующие импедансные граничные условия, существенно 
упрощающие решение задач о диффракции электромагнитных волн у ре
шеток.

Обобщение граничных условий Мойжеса на случай решеток, состоя
щих из широких лент с узкими щелями, дано в работе H. H. Смирнова 
[35] при помощи принципа двойственности.

Теории трехмерных решеток посвящена работа Моделя [36].
Представляя такие системы в виде ряда плоских решеток и считая, 
что для каждой из последних известны коэффициенты отражения и про
хождения, он находит, при помощи уравнений в конечных разностях, 
волновое число для основной волны, распространяющейся в трехмерной 
решетке. Метод этот, по существу, сводится к замене решетки двухпро
водной линией с периодически включенными нагрузками.

Ряд работ по диффракции электромагнитных волн на бесконечных и 
полубесконечных решетках опубликован Я. H. Фельдом [37, 38, 39]. 
В них решение бесконечных систем линейных уравнений для токов в 
элементах решетки сведено к нахождению эквивалентных аналитических 
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функций. Для бесконечных решеток эти функции находятся элементар
но, а для полубесконечных — в результате решения неоднородной задачи 
Гильберта. Таким способом рассмотрены двойные и одинарные полубеско- 
нечные решетки в волноводе и двойные бесконечные решетки в свободном 
пространстве. Значительный интерес представляет работа Л. А. Вайн
штейна [40], в которой строго решена задача о диффракции электромаг
нитных волн на решетке из параллельных лент при нормальном падении 
волны на нее и ширине лент, равной зазору между ними. Задача решена 
для Е-и Н-поляризации падающей волны.

Исследованию диффракции плоской электромагнитной волны у про
волочной сетки при косом падении^ посвящена также работа В. Г. Ям
польского [41].

5. ПОСТРОЕНИЕ АНТЕННЫ ПО ЗАДАННОЙ ДИАГРАММЕ 
НАПРАВЛЕННОСТИ

Если в первых работах, касавшихся направленного действия антенн, 
решалась прямая задача: «по заданному распределению тока в проводе 
или токов в системе вибраторов рассчитать диаграмму направленности 
антенны», то в дальнейшем, во второй половине 30-х rr., развитие антен
ной техники поставило перед советскими и зарубежными учеными обрат
ную задачу: «рассчитать распределение токов или полей в антенне, обес
печивающее получение заданной диаграммы направленности». При этом 
естественным являлось желание получить заданную диаграмму^при наи
меньших габаритах антенны.

Впервые (у нас и за границей) рассматриваемая задача была сфор
мулирована Г. С. Раммом [42], исследовавшим распределение тока f(u) 
в вертикальном проводе, необходимое для получения заданной (анти- 
фэдинговой) диаграммы направленности F(v) в вертикальной плоскости, 
где ср — угол, отсчитываемый от оси провода. Указанные величины свя
заны следующим равенством:

щ
F(cp) =5HL2_( /(u)cos(zzcoscp)dw, (1)

wo J
0

где и = kx\ uQ = kl', x — текущая координата вдоль провода длины Z; 
к = 2z/X — волновое число.

При заданной диаграмме направленности F (ср) выражение (1) можно 
рассматривать как интегральное уравнение для определения функции 
/(u). Исследуя это интегральное уравнение, Рамм показал, что если огра
ничить величину M, равную отношению максимального тока в антенне 
к его среднему значению, то решение существует далеко не всегда, т. e. 
не всякая диаграмма направленности может быть воспроизведена линей
ным излучателем при указанном условии. Исследование Рамма пока
зало, что требуемое распределение тока при коротком проводе будет 
сложным: оно будет осциллирующим с частой переменой фазы; при 
этом максимальные значения тока сильно возрастут.

В 1941 г. И. И. Вольман [43]расширилпределы интегрирования в урав
нении (1) доЧ^сю, подразумевая, что за пределами провода ток равеннулю. 
Вводя

t = cos ср и ф (Z) = ц°^-(ф',
т т 4 7 sm ф

Вольман получает: 
со

Ф (о=4 5 ^ ^eiut du>

—oo

откуда при помощи трансформации Фурье находит искомую функцию рас
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пределения тока вдоль провода:
oo

/(tt) = ^- ^ ty(x)e~iuxdx. (2)

—oo

Выражение (2) явилось исходным для ряда исследований, выполнен
ных в дальнейшем различными авторами. Это выражение является при
ближенным, так как не гарантирует равенства нулю тока за пределами 
провода.

В 1939 г. Фрадин [44] исследовал вопрос о возможности получения от 
сферической антенны остронаправленной диаграммы с осевой симметрией. 
Он получает коэффициент направленности D сферического излучателя 
как функцию коэффициентов разложения в ряд векторного потенциала по 
элементарным сферическим волнам и ищет максимум D при заданном ко
нечном числе членов разложения. При уменьшении радиуса сферы токи 
наееповерхности,необходимые для реализации остройдиаграммынаправ- 
ленности, приобретают переменно-фазный характер и сильно возрастают по 
амплитуде. Волновая зона отодвигается за счет расширения зоны индукции. 
Связанное с этим возрастание реактивной мощности антенны вызывает 
резкое снижение ее диапазонности. Эти черты, общие для всех так назы
ваемых «малогабаритных» антенн, не позволяют на практике сокращать 
размеры направленных антенн далее некоторого определенного предела.

В 1939 г. Пистолькорсом [45] был предложен метод построения си
стемы из дискретных излучателей по заданной диаграмме направленно
сти, использующий разложение функции плоской волны e~ihx cosc₽ в ряд 
по бесселевым функциям. При этом напряженность поля антенны выра
жается в виде ряда Фурье, коэффициенты которого зависят от токов во 
всех вибраторах. Проведенные по указанному методу расчеты подтвердили 
и для случая дискретных излучателей справедливость ограничений для 
малогабаритных антенн.

Позднее [46] этим же автором был предложен метод построения ан
тенн с непрерывным распределением поля в раскрыве, основанный на 
применении функций Матье. Этот метод оказался чрезвычайно удобным 
для антенн с размерами порядка нескольких длин волн и получил даль
нейшее развитие в работах Л. Д. Бахраха [47, 48], установившего, вчаст- 
ности, интересную связь между коэффициентом направленного действия 
антенны и коэффициентами разложения поля в ряд по функциям Матье. 
В 1946 г. А. И. Узковым [49] был рассмотрен вопрос об оптимальном 
кндлинейной системы продольного излучения из n излучателей, располо
женных на одинаковом расстоянии один от другого. Имбыло показано, 
что с уменьшением этого расстояния, при соответствующем выборе ампли
туд и фаз токов в излучателях, оптимальный кнд становится пропорцио
нальным и2; при очень малых расстояниях и большом n это означает 
переход к уже упоминавшимся «малогабаритным» антеннам.

За последние годы большая работа в рассматриваемом направлении 
проделана Л. Б. Тартаковским. Им подробно рассмотрен вопрос о 
диаграмме направленности линейного проводника конечной длины для 
случаев синфазного и несинфазного распределения тока [50, 51]; исходя 
из возможности варьировать фазовую диаграмму антенны (которая обычно 
не задается), автор рассматривает вопрос об оптимальном распределении 
амплитуды и фазы тока в антенне при заданной амплитудной диаграмме 
направленности.

Попутно им предложен метод определения тока в антенне при помощи 
системы функций

/n(^o, <p)=Jn(a0cos?)>

которая, аналогично системе функций Матье,такжеявляется полной сис
темой и позволяет аппроксимировать заданную диаграмму направленности.
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Важный вывод получен Тартаковским [52] в отношениирешениярас- 
сматриваемой задачи указанным выше методом преобразования интеграла 
Фурье. Им показано, что при заданной длине провода практически наилуч
шее приближение к заданной диаграмме среди токов с медленным изме
нением фазы даетфункция распределениятоков, равнаяв пределах про
вода интегралу Фурье от заданной диаграммы.

Из общего числа работ, опубликованных в мировой литературе и по
священных рассматриваемой проблеме, не менее половины принадлежит 
советским ученым.

6. ТЕОРИЯ ПРИЕМНОЙ АНТЕННЫ И ПРИНЦИП ВЗАИМНОСТИ

Наряду с теорией передающих антенн развивалась также теория 
приемных антенн.

Характер возбуждения приемной антенны, при помощи плоской пада
ющей волны, существенно отличен от возбуждения передающей антенны, 
осуществляемого (в проволочных антеннах) сосредоточенной электро
движущей силой. Поэтому, на первой стадии, теория приемных антенн 
развивалась в достаточной степени независимо. Изучались законы распре
деления тока вдоль приемной антенны при различных углах падения пло
ской волны, вводились специфические параметры, характеризующие ра
боту антенны в режиме приема.Основнымиздесьявляются работыПистоль- 
корса, в которых изучалось распределение тока в приемном проводе при 
различных углах падения плоской волны и любых сопротивлениях при
емника, а также рассматривались вопросы вторичногоизлучения[53,54].

Состояние этого направления развития теории подытожено в книге 
Пистолькорса [55], посвященной проволочным приемным антеннам. Рас
чету вибраторных приемных антенн с рефлекторами посвящена обшир
ная работа И. А. Домбровского [56].

Нельзя не отметить весьма оригинальной работы Фрадина [57], в ко
торой им сделана попытка построения теории приемных антенн, исходя 
из теории антенн с пассивными рефлекторами. Удаляя рефлектор на до
статочное расстояние, он рассматривает его как приемную антенну и полу
чает все ее параметры, исходя из соответствующих соотношений Татари
нова для пассивных рефлекторов.

Дальнейшее развитие теории приемных антенн базируется на исполь
зовании электродинамического принципа взаимности. Основополагающей 
здесь является известная работа Неймана [58]. В этой работе 
он, исходя из принципа взаимности, развил теорию приемных 
антенн, позволяющую находить все параметры антенны в режиме приема 
через ее параметры в режиме передачи. Такой подход привел к тесной свя
зи между теорией приемных и передающих антенн, и последующее их раз
витие шло в виде единой теории антенн. В опубликованной в 1955 г. работе 
A. P. Вольперта [59], базирующейся также на принципе взаимности, про
ведено дальнейшее уточнение теории, учитывающее фазовые соотношения 
между током в приемной антенне и падающим полем. В этой же работе 
исследуются диаграммы и мощность вторичного излучения приемной ан
тенны.

Принцип взаимности сформулирован впервые в оптике Л. И. Мандель
штамом [60]. В виде, удобном для использования в теории антенн, прин
цип этот был разработан в обстоятельной работе M. П. Свешниковой [61], 
выполненной под руководством Мандельштама. Наряду с уточнением и 
исправлением результатов Зоммерфельда по теоремам взаимности для элек
трических и магнитных диполей, ею был детально исследован принцип 
взаимности для антенн конечных размеров. В этой же работе был исполь
зован ряд интересных приемов, сыгравших большую роль в дальнейшем 
при разработке методов решения граничных задач электродинамики. 
Принцип взаимности был вначале сформулирован для гармонических ко
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лебаний определенной частоты и при условии, что сопротивления прием
ника и генератора, подключаемых к антенне в режиме приема и передачи, 
равны. В работахФельда [62, 63] принцип взаимности был обобщен в двух 
направлениях. В первой — на случай произвольно изменяющихся во вре
мени негармонических процессов. Во второй — на случай неравных друг 
другу сопротивлений генератора и приемника, подключаемых к одной и 
той же антенне в режимах передачи и приема.

7. .ТЕОРИЯ ВИБРАТОРА
Теории проволочных вибраторов, которые на метровых и более длин

ных волнах являются основными элементами антенн, посвящено значи
тельное число работ. В большинстве из них, при нахождении законов рас
пределения тока вдоль вцбратора и при определении реактивной состав
ляющей входного сопротивления, пользовались, без должного обоснова
ния, теорией длинных линий. Для тонких вибраторов результаты расчета 
достаточно хорошо совпадали с экспериментом. Дать обоснование этому 
стало возможным только после появления работ M. А. Леонтовича и 
M. Л. Левина [64, 65], вкоторыхонинезависимо отХаллена и другиммето- 
дом получили интегродифференциальное уравнение для распределения 
тока вдоль тонкого вибратора. Решая это уравнение разложением в ряд 
по малому параметру, авторы показали, что в первом приближении законы 
распределения тока аналогичны законам, вытекающим из теории длинных 
линий. Следующие приближения дают соответствующие поправки и по
зволяют определить также затуханиеи укорочение волны вдоль вибратора.

Параметром малости задачи является логарифмический декремент 
затухания вибратора. Эта теория применима для очень тонких вибраторов, 
для которых логарифм отношения длины 1 к диаметру d вибратора велик 
по сравнению с единицей. На метровых и более коротких волнах последнее 
требование в ряде случаев может не выполняться. Поэтому весьма жела
тельным является обобщение этой теории на случай более толстых вибра
торов, когда Z/d^>l, но ln Ud нельзя считать большим. При этом, вероятно, 
более четко выяснится также роль параметров Ud и k/rf, различие между 
которыми пока несколько нивелировано в существующей теории.

Теория тонкихвибратороввдальнейшем распространена А. И. Ахиезе- 
ром и Г. Я. Любарским [66]на случайвибраторов, расположенных внутри 
волноводов.

Наряду с тонкими, широкое распространение в антенной технике по
лучили так называемые «толстые» вибраторы, диаметр которых соизмерим 
с длиной. Первой теоретической работой, позволяющей подойти к расчету 
таких вибраторов, явилась работа A. E. Сузанта [67], опубликованная 
в 1937 г. В ней вибратор аппроксимировался вытянутым эллипсоидом вра
щения, вдоль средней части которого прикладывалась сторонняя эдс. 
Решение уравнений Максвелла проводилось в эллиптической системе коор
динат методом разделения переменных.

В результате удалось построить, насколько это позволяли слабо табу
лированные функции задачи, кривые распределения тока вдоль эллипсоида 
и найти сопротивление излучения.

Дальнейшее развитие это направление получило в двух работах 
M. Г. Белкиной [68]. В первой рассматривалось возбуждение вытянутого 
эллипсоида вращения электрическим диполем, расположенным на оси 
эллипсоида вдоль нее. Вычисленозначительноечислодиаграмм направлен
ности для различных геометрических соотношений и показано, что харак
терной особенностью вытянутого эллипсоида является сильное излучение 
назад — в сторону, противоположную расположению диполя. Во второй 
работе изучалось возбуждение снлюснутого эллипсоида электрическим 
и магнитным диполями. В частности, рассмотрена задача о возбуждении 
диска горизонтальным магнитным диполем, расположенным на его оси. 
Это, по-видимому, единственно решенная до сего времени задача о несим-

6 Радиотехника и электроника, № 11 
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метричном возбуждении эллипсоида вращения. В связи с теорией вибра
тора, нельзя нѳ отметить также работу Б. Л. Брауде [21]. В ней под
нимается вопрос о необходимости учитывать, при составлении интеграль
ного уравнения для распределения истинного электрического тока, теку
щего по вибратору, и магнитные токи, эквивалентные сторонней эдс, 
приложенной к вибратору. Обсуждение этого вопроса было продолжена 
в статье Гапонова и Миллера [204], которые уточнили ряд высказаний 
Брауде. Они, в частности, показали, что поле вне вибратора, удовлетво
ряющее заданным на его поверхности граничным условиям, может быть 
получено при различном выборе типа источников, распределенных по 
вибратору. Это могут быть чисто электрические (как у Леонтовича и 
Левина) или магнитные токи, или те и другие (как предлагает Брауде).

8. ТЕОРИЯ ЩЕЛЕВЫХ АНТЕНН. ПРИНЦИП ДВОЙСТВЕННОСТИ

Переход к сверхвысоким частотам в радиотехнике привел к появле
нию нового типа антенн, в которых излучение осуществляется через от
верстия или щели, прорезанные в металлических поверхностях. Прореза
ние щелей в замкнутой металлической поверхности, внутри которой тем 
или иным способом возбуждено поле, приводит к искажению распределе
ния токов на ней, нарушению экранировки и, следовательно, к излуче
нию энергии наружу. На этом принципе построено значительное количе
ство типов одно- и многощелевых антенн.

Первая работа, посвященная таким антеннам, была опубликована 
Нейманом [69]. В ней изучались небольшие, посравнениюс волной, от
верстия, прорезанные в поверхности полых резонаторов. При помощи при
ближенной концепции были рассчитаны диаграммы направленности, мощ
ность и сопротивление излучения таких антенн, названных автором диф- 
фракционными. Работа эта привлекла внимание к щелевым антеннам и 
сыграла большую роль в развитии их теории.Более точные формулы для 
расчета излучения через малые отверстия были даны в статье Мандельштама 
[70]. Однако дальнейшее развитие этих систем пошло по пути использова
ния узких щелей, главным образом полуволновых, после того как, бла
годаря принципу двойственности, стали очевидны их преимущества.

Впервые принцип двойственности был сформулирован в работе Пистоль- 
корса [71]. Он устанавливает простую связь между полем, излучаемым 
произвольной щелью, прорезанной в бесконечно тонком, идеально прово
дящем бесконечном плоском экране, и полем соответствующего ей лен
точного вибратора, дополняющего экран до бесконечной плоскости. При 
возбуждении щели сторонней силой, прикладываемой непосредственно к 

краям щели, поле щели Ещ, Нщ связано с полем соответствующего виб

ратора иЕв, Нв соотношением Ещ =Нв, Нщ = —Ев (в гауссовой системе 
единиц). В этой же работе [71], посвященной общей теории щелевых 
антенн в плоских экранах, выведена простая связь между проводимостью 
излучения щели и сопротивлением излучения соответствующего вибрато
ра и дан ряд других важных соотношений.

Впоследствии принципу двойственности были посвящены еще две ра
боты: работа Леонтовича [72], в которой аналогичный принцип был 
рассмотрен в теории диффракции плоских волн у экранов, и работа 
Фельда [73]. В последней принцип двойственности былраспространенна 
случай возбуждения щели произвольными источниками, расположенны
ми в одном из полупространств. Связь между полями в полупространстве, 
где нет источников, имеет при этом вид

£Щ = Е° + ЯВ, НЩ = Н°-ЁВ

(Е°, Н° — невозмущенное поле первичных источников).
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Принцип двойственности во многом аналогичен принципу Бабине для 
абсолютно поглощающих экранов, но в отличие от последнего он является 
строгим.

Для щелей в плоских достаточно больших экранах принцип двой
ственности позволяет дать ответ на большинство интересующих нас во
просов, сводязадачу к соответствующим проволочным вибраторам, теории 
которых хорошо разработана. Однако в ряде практических конструкций 
щели прорезаются в криволинейных замкнутых поверхностях, для кото
рых принцип двойственности, строго говоря, не применим . В этих случаях 
приходится непосредственно определять поля внутри и вне металличе
ской поверхности так, чтобы выполнялись граничные условия наметалле 
иполе было непрерывно припереходечерез отверстия. В работах Фельда 
[74, 75] было показано, что в случае узкихщелей на криволинейных поверх
ностях распределение напряжения вдоль них удовлетворяет интегродиф- 
ференциальному уравнению, сводящемуся в первом приближении к урав
нению, аналогичному телеграфному.

Для многощелевых антенн задача определения напряжений в клеммных 
сечениях щелей свелась [76] к решению системы линейных уравнений, 
аналогичных уравнениям типа Кирхгофа для многовибраторных антенн, 
с той только разницей, что в них вместо наведенных сопротивлений и эдс 
фигурируют наведенные проводимости (внутренние и внешние) и магни
тодвижущие силы.

Л. G. Бененсон [77] распространил эту систему линейных уравнений 
на случай наличия в волноводе как щелей, так и вибраторов, рассчитал 
наведенные сопротивления для щелей различных типов и связал их с ам
плитудами парциальных волн, возбуждаемых в волноводе.

Таким образомметоды определения распределения напряжений вдоль 
щелей оказались во многом подобными используемым в теории проволоч
ных вибраторов для нахождения тока вдоль них. Исключение составляют 
щели, прорезанные в поверхности резонатора, при частоте возбуждения, 
равной или близкой одной из собственных частот замкнутого резонатора. 
Случай этот не имеет аналога в теории проволочных вибраторов и иссле
дован Фельдом [78]. Уравнение для напряжения вдоль щели оказывается 
значительно сложнее и даже в первом приближениинесводится к телеграф
ному и имеет порядок выше второго на величину, равную кратности 
вырождения собственной частотырезонатора. Результатыэтибыли распро
странены на случай нескольких щелей в работе А. В. Гапонова [79].

Зная распределение напряжения вдоль щелей, можно определить поле 
снаружи и внутри антенной системы, решая внешнюю и внутреннюю 
первую граничную задачу электродинамики для соответствующих областей 
пространства, после чего можно определить все интересующие практику 
параметры щелевых антенн.

Решению таких задач применительно к различным типам щелевых 
антенн посвящено значительное число работ. Так, в работах Пистолькорса 
[80,81,82,83], опубликованных в 1944—1947гг.,дана общая теория коль
цевой щели в плоском экране, решена внешняя задача (включая расчет диаг
рамм направленности) для системы продольных щелей в круговом цилиндре, 
изучено распространение электромагнитных волн вдоль бесконечной щели 
в проводящем экране, волн в желобе и рассмотрен ряд других задач. 
Внешней задаче об излучении щелей, прорезанных в круговом цилиндре, 
посвящена также работа Левина [84], вкоторой найденывнешние прово
димости излучения щелей и уточнены выражения для полей.

В ряде работ Фельда [85, 86], Вольмана [87] и Левина [88, 89] изучены 
щели в круглых и прямоугольных волноводах и цилиндрическом резо
наторе. В этих работах основное внимание уделялось внутренней задаче, 
т. e. изучались поля внутриволноводови резонаторовпри наличиищелей. 
К общей теории щелевых антенн можно, пожалуй, отнести работы 
[90] 1943—1944 rr., в которых сформулированы первая, вторая и смешан-

6* 
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ная граничные задачи электродинамики и развиты методы их решения при 
помощи вспомогательных полей, аналогичных функциям Грина. В этих 
же работах было показано, что если отверстие в металлической поверх
ности заметаллизировать и распределить на нем магнитные диполи или токи 
с плотностью^=!/!/?], то поле при этом не изменится.

Многочисленные результаты, полученные в теории щелевых антенн, 
позволяют считать ее доведенной до уровня теории проволочных антенн.

9. ТЕОРИИ РАЗЛИЧНЫХ ТИПОВ АНТЕНН

Зеркальные антенны

В сороковых годах вместе с внедрением в практику радиотехники и, 
в частности, радиолокации остронаправленных зеркальных антенн стала 
усиленно разрабатываться их теория.

В первую очередь разрабатывались методы расчета параболических 
зеркал. Из многочисленных работ, посвященных этому вопросу, мы отме
тим здесь работу Узкова [91], который одним из первых дал метод расчета 
параболической зеркальной антенны по распределению токов на зеркале. 
Эти токи находились им приближенно по касательной составляющей маг
нитного вектора невозмущенного поля облучателя.

Из других вопросов расчета зеркальных антенн вниманиесоветских 
ученых привлекло применение для указанной цели принципа стационар
ной фазы. Этот вопрос рассматривался в работах Конторовича и Ю. К. Му
равьева [92], Б. E. Кинбера и Тартаковского [93, 94].

Теория перископической антенной системы (с вспомогательным пло
ским зеркалом, изменяющим направление луча) разрабатывалась Тарта- 
ковским и A. M. Покрас [95].

Расчету отражающих поверхностей с волнистым или ребристым профи
лем посвящены работы Л. M. Бреховских [96, 97], Ю. П. Лысакова [98] 
и Л. H. Дерюгина [99], детально разработавшего теорию поверхностных 
волн, возникающих при отражении от ребристых поверхностей.

■Антенны поверхностных волн

Внимание антенных специалистов за -последние; годы привлекли 
к себе вопросы теории поверхностных волн, распространяющихся вдоль 
диэлектрического слоя или вдоль ребристой проводящей поверхности.

M. А. Миллер [100] в 1952 г. рассматривал вопросы распространения 
электромагнитных волн над плоской поверхностью с анизотропными од
нородными граничными условиями. Расчету фазовой и групповой ско
рости поверхностных волн посвящена работа В. Я. Сморгонского [101]. 
Методы расчета диаграмм направленности антенн поверхностных волн 
с малым замедлением разрабатывались К. И. Гриневой [102]. Исследо
вание поверхностных волн вдоль ребристых структур выполнено Дерю
гиным в упоминавшейся уже работе [99].

Специальный случай структур с очень тонкими ребрами строго оас- 
смотрен Вайнштейном [103].

Спиральные антенны

На сантиметровых и дециметровых'волнах широкое распространение 
получили спиральные антенны, излучающие поле с вращающейся поля
ризацией в режиме осевого излучения.

Расчеты таких антенн базируются на теории распространения волн вдоль 
бесконечных цилиндрических спиралей. Основные работы по распро
странению волн вдоль бесконечных спиральных линий принадлежат 
С. X. Когану [104, 105]. Он впервые, достаточно строго, изучил электро
магнитные поля, распространяющиеся вдоль таких систем, нашел веще
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ственные корни характеристического уравнения, определил фазовые 
скорости распространяющихся волн и области их существования.

При помощи интегрального уравнения Фока ему удалось также решить 
задачу о возбуждении волн в бесконечной спирали при помощи сторонней 
эдс (типа дельта-функции), приложенной к участку провода спирали. 
В своей последней работе [106] он рассмотрел распространение волн вдоль 
бесконечной ленточной спирали. При этом он получил решение, справед
ливое для спиралей из очень узких и широких лент. В последнем случае 
ленточная спираль переходит, по существу, в щелевую спиральную ли
нию. Щелевая бесконечная спиральная линия впервые была изучена в ра
боте С. А. Вакина [107]. Распространению свободных колебаний вдоль бес
конечной спиральной линии посвящена также работа Смирнова [35]. 
В ней он показал, что большинство результатов теории может быть полу
чено, исходя из усредненных импедансных граничных условий, анало
гичных условиям Мойжеса. Эти условия можно расссматривать в случае 
спиралей, как дальнейшее уточнение известных граничных условий Вла
димирского. Этот прием, в сочетаниис методом выделения из общего выра
жения для поля резонансных членов (впервые примененного еще в рабо
тах Когана), позволил ему упростить расчеты спиральных линий. Не 
останавливаясь на других работах по спиральным линиям, тяготеющих 
в значительной мере к электронике, отметим только, что в настоящее вре
мя назрела необходимость в решении задачи о полубесконечной спирали. 
Все предпосылки для решения таких задач методом интегральных урав
нений типа Винера — Хопфа или, что почти одно и то же, методом функцио
нальных уравнений, по-видимому, имеются.

10. ДИФФРАКЦИЯ НА ОТКРЫТОМ КОНЦЕ ВОЛНОВОДА

Вместе с развитием техники антенн сантиметровых волн практическое 
значение стало приобретать повышение точности расчета диаграмм направ
ленности антенн особенно в части, касающейся побочных лепестков. Ра
счет диаграммы по заданному распределению поля в раскрыве антенны, 
осуществляемый по формулам Кирхгофа или Коттлера, этим требованиям 
не удовлетворяет, поскольку распределение поля в раскрыве может быть 
задано лишь приближенно; точно также лишь приближенно могут быть 
учтены и влияния краев зеркала или других элементов конструкции ан
тенны. Вот почему актуальными стали более строгие методы расчета излу
чающего раскрыва. Большую роль в указанном направлении сыграли опу
бликованные в течение 1947—1950 гг. работы Вайнштейна, посвященные 
диффракции электромагнитных и звуковых волн на открытом конце волно
вода [108]. В 1947 г. Вайнштейном впервые была строго решена задача о 
диффракции на открытом конце плоского волновода. Полученные резуль
таты позволили выяснить пределы применимости формулы Кирхгофа.

Дальнейшие работы Вайнштейна были посвящены диффракции у откры
того конца круглого волновода сперва для симметричных электромагнит
ных и звуковых волн, а затем и для несимметричных электромагнитных 
волн. Для круглого волновода помимо определения внешнего поля большое 
значение имеет также возможность точного вычисления коэффициента 
отражения от конца и коэффициентов трансформации для волн различ
ных типов.

Вайнштейном дано большое количество графиков для абсолютных 
величин и фаз коэффициентов отражения и трансформации в случае не
симметричных волн и, в частности, волны Н1Г в круглом волноводе.

Последующие работы Вайнштейна касались более глубокого анализа 
процессов, сопровождающих излучение из открытых концов волноводов 
при больших размерах отверстий. Этот анализ позволил ему сделать ряд 
важных выводов об условиях применимости принципа Гюйгенса для 
расчета диаграмм направленности.
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11. ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ДВУХПРОВОДНЫХ И КОАКСИАЛЬНЫХ 
ФИДЕРНЫХ ЛИНИЙ

Одновременно с развитием теории антенн развивалась и теория фидер
ных систем. Потребность в создании такой теории появилась в середине 
20-х годов, в связи с развитием техники коротких волн и созданием первых
коротковолновых направленных антенн. Надо было выяснить оптималь
ный режим двухпроводной или коаксиальной линии, питающей антенну,
и разработать способы получения этого режима, т. e. согласования антенны
слинией.В первых работах, посвященныхэтомувопросу, исследовалось
распределение тока и напряжения в линии без потерь энергии в зависи
мости от величины нагрузки [109]. Тогда впервые было введено понятие
о коэффициенте бегущей волны (КБВ) как о величине, характеризующей 
степень согласования линии с нагрузкой. По определению Татаринова
[111] КБВ есть отношение напряжения в минимуме кривой напряжения
вдоль линии к напряжению в максимуме, т. e. величина, не большая
единицы.

В ряде работ исследован режим питающей линии, т. e. величина КБВ 
и положение экстремумов кривых напряжения и тока в зависимости от 
характера нагрузки [110, 111].

Следующим этапом, естественно, явилось исследование вопроса о ра
счете схем согласования антенны с линией, использующих как сосредо
точенные реактивности, так и отрезки закороченных и разомкнутых ли
ний. Сюда относятся напечатанные в начале 30-х годов работы Татарино
ва [111, 112] и С. И. Надененко [113], посвященные указанным схемам, 
а также схемам автоматических антенных коммутаторов для линии, пи
тающей подключенные в параллель две антенны, предназначенные для 
работы на разных волнах.

Появление в практике эксплуатации ромбических антенн, в которых 
бегущая волна в проводах обеспечивалась включением поглощающего со
противления, поставило на очередь вопрос о получении в линии режима 
бегущей волны тока и напряжения без такового сопротивления. В 1938 г. 
появилась интереснаястатьяНеймана [114], обосновывающаявозможность 
создания такого режима.

Все указанные работы считали рассматриваемые линии лишенными 
потерь. Однако, когда на очередь встал вопрос о кпд линии, пришлось 
перейти от обычно применявшихся тригонометрических кривых распре
деления тока и напряжения к гиперболическим и экспоненциальным. 
Была определена величина кпд линии при бегущей волне и других режимах 
в зависимости от затухания и длины линии. Был предложен метод экспе
риментального определения затухания линии по форме кривой напряже
ния вблизи минимума. Этим вопросам посвящены работы Пистолькорса 
[109] и Татаринова [111].

По мере того как фидерные линии все более и более входили в употреб
ление, появилась потребность в методах, облегчающих инженерные 
расчеты в этой области. В 1940 г. Вольпертом [115] были предложены кру
говые номограммы для расчета входного сопротивления и КБВ длиной 
линии без потерь в зависимости от данных нагрузки. Эти номограммы, 
независимо от Вольперта введенные в Америке Смитом, в дальнейшем 
повсеместно вошли в практику.

По мере развития техники коротких волн формы выполнения фидер
ных линий усложнялись. Появились четырехпроводные линии для при
емных антенн, двухпроводные экранированные линии для мощных корот
коволновых радиовещательных станций. Возник вопрос о расчете волно
вого сопротивления линий в прямоугольном экране (рис. 1). Эта работа 
в 1938—1939 гг. была выполнена Фельдом [116, 117], использовавшим 
функции Грина для прямоугольника (построенные при помощи эллипти
ческих сигма-функций Вейерштрасса).
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1

Вскоре после внедрения в практику двухпроводных фидерных линий 
внимание радиотехников привлекли так называемые неоднородные ли
нии, т. e. линии с изменяющимся по длине волновым сопротивлением. 
У нас такие линии были исследованы Нейманом в 1938 г. [118], рас
смотревшим свойства линии, у которой волновое сопротивление по дли
не меняется по экспоненциальному закону (при 
неизменной постоянной распространения). Им 
были выведены основные выражения для за
конов изменения напряжения и тока по длине 
.линии и рассмотрены условия согласования 
нагрузки с линией.

Несколько позже Вольпертом [119] был 
исследован большой класс неоднородных линий, 
волновое сопротивление которых меняется по 
закону хх, где x — текущая координата вдоль 
линии. В его работе подробно исследован режим 
трансформации сопротивления нагрузки, а также режим, в котором 
линия выполняет роль фильтра.

И. E. Средний [120] рассматривал весьма общий случай неоднородной 
линии и предложил новую классификацию этих линий, основанную на 
свойствах дифференциальных уравнений неоднородных линий; некоторые 
классы таких линий были исследованы им более подробно.

В работе В. А. Ильина [121] дан оригинальный метод исследования не
однородных линий, в котором задача сводится к решению дифференциаль
ного уравнения для эквивалентного сопротивления линии в сечении x при 
заданных погонном последовательном сопротивлении z (x) и погонной 
параллельной проводимости у (x) линии.

За последние годы А. Л. Фельдштейном [122, 123, 124] был разработан 
более общий метод исследования неоднородных линий, основанный на 
предельном переходе от ступенчатой линии к линии с плавно меняющимися 
характеристиками. Этот переход приводит к системе интегральных урав
нений, при помощи которых автор решает задачу синтеза неоднородных 
линий по заданным частотным характеристикам и исследует вопрос об 
использовании неоднородных линий в качестве фильтров. •

Рассмотренные выше работы (кроме, отчасти [110, 117]) посвящены 
.двухпроводным линиям, обладающим электрической симметрией — уда
ленным от проводников и возбуждаемым симметричным генератором. Од
нако в действительности двухпроводные линии коротковолновых антенн 
располагаются над поверхностью земли, и несимметрия в самой линии или 
в соединенном с ней генераторе или приемнике нарушает нормальный ре
жим противофазной волны, при котором провода имеют потенциалы, оди
наковые по величине, но противоположные по знаку. К этому режиму 
добавляется еще однофазная волна с токами и напряжениями, имеющими 
одинаковую фазу в обоих проводах.

Теории несимметричных линий были посвящены работы Пистолькорса 
[125, 126] и Татаринова [127]. Первым были получены удобные формулы 
для токов и потенциалов (относительно земли) для системы из двух про
кодов, параллельных земной поверхности. Выводы теории были применены 
к исследованию такого образца несимметричной двухпроводной системы, 
как шлейф (рис. 2), представляющий собой закороченную двухпроводную 
линию, к двум концам которой присоединены генератор и нагрузка. Бы
ли исследованы входное сопротивление шлейфа и законы распределения 
тока и потенциала вдоль его проводов, в частности законы распределения 
однофазного (излучающего) тока. Результаты этого исследования послу
жили основанием для введения в практику шлейф-вибратора (рис. 3), 
получившего широкое распространение в качестве передающей и прием
ной антенн. Тем же автором позднее [128] был исследован антенный 
эффект коаксиального фидера, наружный проводник которого заземлен
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не во всех точках. Эта работа была непосредственно связана с появле
нием антенн нового типа, основанных на использовании антенного эф
фекта несимметричных линий. Подробно теория антенн этого рода была 
рассмотрена Г. 3. Айзенбергом [129], реализовавшим выводы теории в 
известной антенне верхнего питания.

Несимметричным фидерам без потерь эпергии посвящена также напе
чатанная в 1939 г. работа Татаринова [127]. В ней последовательно про
водится концепция одновременного существования и взаимодействия в 
асимметричныхлинияхдвух волн: синфазной и противофазной. С этой точки 

зрения в работе рассматривают
ся вопросы распределения тока 
и напряжения в указанных фи
дерах и передачи по ним энер
гии.

Электродинамическому ис
следованию несимметричных 
двухпроводных линий посвя
щена работаФельда [130], рас
смотревшего общий случай 
двухпроводной линии без по
терь с проводами разных ра
диусов.

£>’ Для строгого решения задачи им был применен метод конформного 
отображения, при котором сечение двухпроводной линии отображалось 
на кольцо. Позднее этим же автором [131] были исследованы потери энер
гии в поверхностном слое симметричных и несимметричных линий разных 
типов (с учетом эффекта близости).

о--------- - ---------------------------------------------------------О

$ /^г

Рис. 4

Уточнению теории многопроводных систем над землей (при учете ко
нечной проводимости проводов) посвящена работа П. И. Кузнецова и 
P. Л. Стратоновича [132].

Разработанный в теории несимметричных линий аппарат оказался
пригодным также для исследования электрически связанных между собой 
двухпроводных линий. Исследование таких линий [133] позволило уста
новить, что они обладают свойствами избирательности по направлению, 
т. e. в связанной пассивной линии можно регистрировать наличие волн 
того или иного направления, идущих по основной возбуждающей ее 
линии. Так, например, если в линии I рис. 4 существует бегущая волна 
от генератора к нагрузке, в связанной линии II имеет место бегущая вол-
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Рис. 5

на, направленная к генератору. Нагрузив линию II на волновое сопротив
ление p22, поглощающее всю энергию этой волны, мы будем иметь нулевой 
ток в индикаторе А на другом конце.

Если в линии I имеет место отраженная волна, она будет возбуждать 
в связанной линии волну, бегущую в сторону индикатоі а. Заменив инди
катор на поглощающее сопротивление р22 и сравнивая теперь напря я ения 
на обоих концах, мы получим прибор для измерения отражений влинии — 
рефлектометр, теории которого посвящены работы Неймана, Пистоль- 
корса и Вольперта [134, 135]. Аналогами связанных линий с линейной 
избирательностью являются направленные ответвители, широко приме
няемые сейчас в волноводной технике.

12. ТЕОРИЯ ОДНОПРОВОДНОЙ ЛИНИИ
Теория распространения электромагнитных волн вдоль бесконечно 

длинного уединенного провода всегда интересовала антенных специали
стов как с точки зрения потенциальной возможности использовать такой 
провод в качестве фидерной линии, так и с точки зрения 
применения найденных зависимостей (с соответствую
щими ограничениями) для расчета антенн с проводами 
конечной длины. ;

После классической работы Зоммерфельда, посвящен
ной цилиндрическому проводнику круглого сечения, сле
дующими тагами могли быть либо исследование распро
странения электромагнитных волн вдоль проводников 
иных сечений, либо рассмотрение случая сосредоточенного 
возбуждения бесконечно длинного провода.

К первому направлению относится работа Фельда
[136] , исследовавшего в 1938 г. распространение электро
магнитных волн вдоль идеально проводящего эллиптиче
ского цилиндра и получившего закон распределения 
плотности тока на поверхности такого цилиндра, вы
рождающегося в предельном случае в бесконечно тонкую 
ленту *.

В этой статье им был рассмотрен также экранирован
ный фидер эллиптического сечения.

Серию работ, посвященных сосредоточенному воз
буждению провода, открывает в 1935 г. статья Нэтера
[137] , в которой исследуется бесконечно длинный провод, 
возбуждаемый с помощью концентрического кольцевого 
магнитного тока смещения (тороидального магнитного 
сердечника с обмоткой, рис. 5). Последовательно рас
сматриваются цилиндры без потерь и с потерями энергии. Автор проводит 
четкое различие между полями цилиндрических (зоммерфельдовских) волн 
и полем сферической волны, создаваемой комбинацией тор — цилиндр. 
Это поле он находит, вычисляя полученный интеграл методом перевала.

В 1940 г. появилась статья В. H. Кессениха [139], в которой включе
ние генератора представляется в виде электродвижущей силы, действую
щей на поверхности идеального проводника в пределах узкого кольца. 
Автор интересуется, в первую очередь, волновым сопротивлением про
вода, которое и определяет для различных радиусов провода путем числен
ного интегрирования.

В 1944 г. В. В. Владимирский [140] исследовал распространение 
электромагнитных волн вдоль бесконечно длинного провода, обладаю
щего конечной проводимостью и возбуждаемого электродвижущей силой 
в виде дельта-функции.

♦ Следует заметить, что в книге Стретта [138] в разделе, посвященном эллипти
ческому цилиндру, была допущена грубая ошибка: на контуре сечения плотность тока 
была постулирована постоянной.
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Проводя в выражении для тока интегрирование но разрезу в плоскости 
комплексного переменного, Владимирский исследовал существующее па
раллельно с основной (кабельной) волной медленно убывающее поле, за
метно проявляющееся на больших расстояниях, где кабельная волна 
затухает. Им дано новое выражение для входной проводимости, перехо
дящее при отсутствии потерь в выражение, полученное Кессенихом.

Помимо теории уединенного одиночного провода, большой интерес 
для радиотехники представляла также разработка теории провода, парал
лельного границе раздела двух сред, в частности,— земли и воздуха. 
Выводы этой теории были необходимы для расчета низко-расположенных 
горизонтальных антенн типа бегущей волны. Первоначально задача 
здесь ставилась так; задаваясь синфазным распределением тока на участке 
провода, найти поправки, вносимые землей в электрические параметры 
провода, рассчитанные при идеальной проводимости земли,— погонную 
емкость, индуктивность и сопротивление. Иногда вместо синфазного 
задавался ток с некоторой определенной фазовой скоростью (хотя на 
самом деле фазовая скорость и затухание являются основными иско
мыми величинами). Вопросы этого рода рассматривались H. К. Титовым 
[141], H. С. Бесчастновым и Конторовичем [142, 143]. Последним, в 
частности, для анализа было применено разложение цилиндрической 
волны на бесконечную сумму плоских волн. Эта методика была развита 
далее в работах Пистолькорса [144, 145] и особенно Г. А. Лаврова [146, 
147, 148], которые использовали ее для нахождения фазовой скорости 
и затухания тока в проводе, исходя из граничных условий на поверх
ности земли и провода.

Независимо от них аналогичная работа была проделана Г. А. Гринбер
гом и Б. Э. Бонштедтом [149], применившим полученные результаты к 
колебаниям с круговой частотой, меньшей 106, применительно к которым 
ими даны выражения для расчета постоянной распространения вдоль 
провода и составляющих поля в окружающем провод воздухе.

13. ВОЛНОВОДЫ

С переходом к сантиметровым волнам для их канализации стали широко 
применять полые трубы—волноводы. Распространение свободных электро
магнитных волн в волноводах было изучено еще Релеем. Основы теории 
регулярных волноводов в советской литературе впервые были изложены 
в книге Б. А. Введенского и А. Г. Аренберга [150]; дальнейшие исследо
вания регулярных волноводов были посвящены, в основном, изучению 
потерь, анализу волноводов сложного сечения и вопросам возбуждения 
электромагнитных волн в них. Регулярными волноводами с потерями за
нимались: Я. Л. Альперт [151], впервые использовавший для этой цели 
граничные условия Леонтовича; С. M. Рытов [152], получивший для по
лей разложения в асимптотические ряды по малому параметру, пропор
циональному глубине поверхностного слоя; Б. 3. Каценеленбаум [153], 
изучавший волноводы произвольного сечения с потерями при любых часто
тах, включая критическую, и В. А. Ильин [154], рассматривавший волно
воды сложного сечения с угловыми точками на базе уточненных граничных 
условий Леонтовича.

Хотя наибольший практический интерес представляют волноводы 
прямоугольного и отчасти круглого сечения, в ряде случаев применяются 
волноводы специального сечения, позволяющие увеличить критическую 
длину волны и расширить полосу пропускания. Таким системам посвяще
ны работы: Вайнштейна [155], исследовавшего методом Ритца круглый 
волновод с тонкой радиальной металлической пластиной; Л. H. Дерюгина 
[156]; обстоятельно изучившего П- и Н-образные волноводы и рассчитав
шего, при помощи метода Галеркина, кривые критических частот для раз
личных размеров сечений, и А. С. Лаврова [157], решавшего (методом 
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сеток) задачу о круглом волноводе с двумя и четырьмя металлическими 
вставками.

Первые теоретические работы по возбуждению волноводов принадле
жат А. Л. Драбкину [158,159, 160]. В них он изучал, при помощи теоремы 
взаимности, работу вибраторов в волноводе в режиме передачи и приема. 
Исследованию работы вибратора в волноводе посвящен также ряд работ 
Вольмана [161, 162, 163]. Весьма интересна работа Мандельштама [164], 
в которой оригинальным методом дано решение задачи о возбуждении круг
лого волновода разнообразными заданными источниками. Общий метод 
расчета возбуждения волновода произвольно распределенными токами 
был впервые дан в работах Г. В. Кисунько [165, 166, 167]. Им была по
строена полная ортогональная система векторных функций, при помощи 
которой удалось найти общее решение неоднородных уравнений поля для 
волноводов произвольного сечения. Детальному исследованию ряда мате
матических вопросов, возникающих при решении задач о возбуждении волн 
в волноводах, посвящены статьи А. А. Самарского и A. H. Тихонова [168, 
169]. Другая группа работ по возбуждению волноводов, базирующаяся, 
в методическом отношении, на использовании леммы Лоренца, была опуб
ликована Фельдом [170], M. Б. Заксоном [171] и Вайнштейном [172]. 
В них поле в волноводе выражалось в виде рядов типа Фурье по соответ
ствующей полной системе вспомогательных ортогональных полей. Лемма 
Лоренца использовалась затем для определения коэффициентов этих ря
дов. Особенно законченный вид, в смысле общности и простоты, это на
правление получило в работе Вайнштейна [172]. Ряд работ, которые мы от
несли к разделу щелевых антенн, в равной мере мог бы быть отнесен к тео
рии возбуждения волноводов щелями.

Чисто регулярный волновод является, вообще говоря, абстракцией. 
В реальных системах в волноводе всегда имеются различные неоднород
ности в виде отдельных волноводных узлов: диафрагм, фланцев, штырей, 
уголков и т. п. Плавные изгибы волноводов и просто неточное их изготов
ление приводит, как и в случае других неоднородностей, к возбуждению 
основной и высших типов волн, а также к трансформации одних типов волн 
в другие.

Регулярный волновод с неоднородностью можно заменить, по основной 
волне, эквивалентной двухпроводной линией с некоторым четырехполюс
ником. Эта эквивалентная схема обычно характеризует, в достаточной 
для практики мере, рассматриваемую систему. Поэтому основной задачей 
теории, при изучении различных неоднородностей в волноводе, является 
определение параметров эквивалентного четырехполюсника. Это не исклю
чает, в ряде случаев, необходимости определения полного поля в районе 
расположения неоднородности. Большое практическое значение всех ука
занных вопросов привело к появлению значительного числа работ, посвя
щенных задачам теории неоднородностей в волноводе, хотя наиболее труд
ные из них остаются до сего времени неразрешенными. Одной из первых 
работ, посвященных неоднородностям в волноводе, явилась работа Конто- 
ровича [173], в которой он рассмотрел кольцевую диафрагму в круглом 
волноводе.

Существенным в его методе решения было использование усредненного 
граничного условия для касательной составляющей магнитного вектора 
в плоскости отверстия диафрагмы. Это позволило довести решение до ра
счетных формул.

Методы, использующие различные усредненные граничные условия 
для решения волноводных задач, были развиты в работах Кисунько.

В частности, им были изучены вопросы сочленения волноводов различ
ных сечений и ряд других задач волноводной и резонаторной техники. 
Результаты своих исследований Кисунько систематизировал в весьма ин
тересной и обширной монографии [174], опубликованной им в 1949 г.Задачи 
о неоднородностях в волноводе принадлежат к числу наиболее трудных.
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Поэтому в разнообразных приемах, развитых для их решения, в той или 
иной степени используются приближенныеметоды. Вэтой связинеобходи- 
мо отметить работуВайнштейна [175],где совершенно строго,припомощи 
функциональных уравнений, решена задача об индуктивной и емкостной 
диафрагмах в прямоугольном волноводе для некоторых частных соотно
шений ихразмеров. Весьма удачный метод, с использованием леммы Ло
ренца, развит Каценеленбаумом [176] для изучения малых неоднородно
стей в волноводе ступенек и т. п. Ему же принадлежит работа [177], в ко
торой впервые исследованы методом возмущения слабо изогнутые волно
воды. Этот вопрос имеет принципиальный интерес, а в последнее время 
приобрел также большое практическое значение в связи с использованием 
волны HQ1 в круглых волноводах для передачи сигналов на большие рас
стояния.

В 1955—1956 гг. Каценеленбаум опубликовал ряд работ [178, 179], 
посвященных нерегулярным волноводам с медленно меняющимися пара
метрами, изогнутым волноводам постоянного сечения, диэлектрическим 
переходам для волны Н01 и ряду других вопросов.

Для всех этих работ характерно представление поля в нерегулярном 
волноводе при помощи разложения в ряд по собственным волнам соответ
ствующего регулярного волновода того же сечения. ^

Ряд фундаментальных работ по изогнутым волноводам принадлежит 
перу П. E. Краснушкина [180—183]. В них он применил метод конформ
ного преобразования, позволивший перейти от волновода со сложными 
границами, заполненного однородной средой, к задаче о волноводе с 
плоскими стенками и неоднородной средой. Им же был развит так назы
ваемый метод «нормальных» волн, изучено «прилипание» электромагнит
ных волн у криволинейной границы и ряд других вопросов.

Метод конформного преобразования был использован Б. Л. Рожде
ственским [184] для решения задачи о сочленении волновода с бесконеч
ным рупором. Распространению волн в слабо изогнутых волноводах по
священа также работа А. Г. Свешникова [185].

Наряду с развитием теории металлических волноводов шло, хотя и 
менее интенсивно, создание теории диэлектрических волноводов — стерж
ней и трубок. Такие системы, по целому ряду причин, пока еще не исполь
зуются для канализации электромагнитных волн, однако теория их имеет 
большое принципиальное и практическое значение. Последнее объясняется 
тем, что в настоящее время применяются различные диэлектрические ан
тенны в виде стержней, трубок, пластин и т. п. Строгой теории таких си
стем конечной длины еще нет, и при их расчетах приходится исходить из 
рассмотрения распространения волн вдоль бесконечно-длинных диэлектри
ческих волноводов, используя затем приближенные методы типа принципа 
Гюйгенса — Кирхгофа и им подобные.

Вдоль диэлектрических волноводов могут распространяться электро
магнитные волны различных типов, обладающие, вообще говоря, крити
ческими частотами. Исключение составляет несимметричная смешанная 
волна типа л77?пс азимутальной зависимостью вида sincp или cos©, у кото
рой отсутствует критическая частота. Эта волна имеет наибольшее практи
ческое значение, так как она используется в диэлектрических антеннах. 
Впервые, весьма существенный для практики, факт отсутствия у волны 
НЕ±1 критической частоты был установлен Вольпертом [186].

Диэлектрическим волноводам посвящены фундаментальные работы 
Каценеленбаума [187, 188]. В первой из них изучены электромагнитные 
колебания в диэлектрических волноводах произвольного сечения и пока
зано, что при любых низких частотах вдоль них могут распространяться два 
типа смешанных волн. Найдены также ихфазовыескоростивзависимости 
от частоты. В двух других работах рассмотрено возбуждение симметричных 
и несимметричных волн в бесконечно-длинном цилиндрическом волноводе 
при помощи продольного и поперечного диполей, расположенных на его
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оси. Подробнейшим образом изучены поля в диэлектрике и вне его, об
ласти преимущественного существования поверхностных и сферических 
волн, границы перехода одной волны в другую и ряд других вопросов. 
В частности, дана детальная классификация волн в диэлектрических волно
водах круглого сечения. Показано, что классификация Щелкунова не 
полна, так как в ней пропущен целый класс волн.

В последние годы большое развитие в волноводной технике получили 
схемы вентилей, модуляторов и других устройств, использующих намаг
ниченные ферриты. Участки волноводов с такими ферритами обладают 
гиротропными свойствами, отличными от свойств обычных четырехполюс
ников; так, например, в гиротропных системах нарушается принцип 
взаимности, что позволяет разделять волны, идущие по волноводу в раз
личных направлениях. Разработке вопросов теории гиротропного волно
вода у нас было посвящено большое количество работ.

Первой по времени явилась работа M. E. Гинцбурга [189], давшего 
весьма общую теорию распространения электромагнитных волн в анизо
тропных и гиротропных системах. Большую роль в развитии нового 
направления волноводной техники сыграли работы А. Л. Микаэляна 
[190—195], разработавшего методы расчета целого ряда систем гиротроп
ных волноводов, включая волноводы с гиротропной электронной плазмой.

Вопросам уточнения основных законов электродинамики применитель
но к гиротропным средам посвящена интересная работа А. Г. Гуревича 
[196].

Наконец, вопросы теории измерений параметров ферритов на санти
метровых волнах подробно рассмотрены в ряде статей В. В. Никольского 
[197—199] и в статье В. H. Васильева [200].

* **
Заканчивая на этом наш краткий обзор, мы должны отметить, что его 

можно было бы дополнить еще целым рядом интересных работ, опубли
кованных в разное время в советской печати. Таковы, например, работа 
Надененко [201], посвященная расчету линии с периодически включен
ными нагрузками, статья Вольперта [202], рассмотревшего излучение 
диполя, заключенного в магнито-диэлектрическую оболочку, работа Э.Бур- 
штейна и Л. Соловьева [203], исследовавших распространение электро
магнитных волн между параллельными изогнутыми проводящими поверх
ностями, и целый ряд других. Понятно, что в настоящем обзоре мы не 
имели возможности упомянуть о всех работах советских ученых по теории 
антенн и линий передачи.

Нам представляется, однако, что приведенный материал достаточно 
полно и наглядно характеризует ту огромную работу, которая за 40 лет 
была проделана в этой области советскими учеными, тот исключительно 
ценный вклад, который был сделан ими за это время в мировую науку.

Это несомненно результат тех огромных творческих возможностей, ко
торые открыты перед советскими учеными.

Одновременно приведенный здесь материал отражает все убыстряю
щиеся темпы развития теоретической работы в области антенн и линий 
передачи в нашей стране.
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P A Д И 0 T E X H И К A И Э Л E K T P O H И K A

1 9 5 9 № 3

РАСЧЕТ ФАЗОВЫХ СКОРОСТЕЙ ВОЛН В ИСКУССТВЕННОМ 
МЕТАЛЛОДИЭЛЕКТРИКЕ

Я. H. Фелъд, Л. С- Бененсон

В статье излагается метод расчета фазовой скорости волн в системах
с периодическими структурами.

Получено характеристическое уравнение для фазовой скорости, 
решение которого стационарно относительно вариации распределения 
токов на элементах структуры.

Метод иллюстрируется на примере искусственного диэлектрика 
в виде трехмерной решетки металлических элементов.

ВВЕДЕНИЕ

В антенной технике большое распространение получили линзовые 
системы, в которых используются периодические решетки из металли
ческих элементов различной формы: стержней, шариков, дисков, лент и т. п.

Основным параметром, интересующим антенную технику, является 
фазовая скорость волн, распространяющихся в рассматриваемой среде. 
Задаче расчета этого параметра посвящен ряд работ [1—4], в которых 
используются те или иные приближенные методы.

В настоящей работе излагается достаточно простой прием расчета, 
сводящийся, по существу, к применению обобщенного метода наведен
ных эдс.

1. ОБЩЕЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ФАЗОВОЙ 
СКОРОСТИ

Изложим общий метод получения характеристического уравнения 
для определения фазовой скорости. Рассмотрим трехмерную решетку 
металлических элементов. Ограничимся изучением волн, распространя
ющихся вдоль одной из пространственных осей решетки, которую мы 
примем за ось z декартовой системы координат (элементы решетки 
располагаются в ее узлах).

Перенумеруем элементы решетки при помощи натурального число
вого ряда. Обозначим общую поверхность элементов решетки буквой 
5=2^n, где5п— поверхность n-ro элемента. Волна, распространя- 

n
ющаяся вдоль оси z, наводит на поверхности элементов токи с поверх- 

—>
ностной плотностью К (элементы предполагаем идеальнопроводящими; 
потери в среде отсутствуют). Полное поле в такой системе является 

интегральным оператором поверхностного тока А^наэлементахрешетки, 
т. e. Ё = E {К}.

Этот оператор можно считать известным, и по заданному К легко 

найти E. Действительно, для решетки в свободном пространстве опе
ратор определяется при помощи запаздывающего векторного потенциала 

или вектора Герца. Будем считать, что оператор E найден.
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Перейдем теперь к нахождению тока К на S, т. e. на элементах 
решетки. Для этого используем граничное условие

Et {К} = 0 на S. (1)
—>

Оно является интегральным уравнением, определяющим К на S.

Вследствие периодичности структуры распределение тока К на всех 
элементах ее одинаково и отличается только постоянным фазовым мно
жителем, зависящим лишь от номера элемента.

Обозначая распределение тока на нулевом элементе К = А ф, имеем 
очевидное выражение для тока на любом элементе:

К = Ae~ihf^ ф на 5n, n = 0,1,2 . . . . (2)

Здесь h — волновое число, определяющее фазовую скорость вдоль оси 
z; /(n) — неизвестная функция от n, одинаковая для всех элементов, 
лежащих в одной и той же плоскости z = const, и меняюшаяся на ве
личину Lz (Lz — период структуры по оси z) при переходе к элементам, 
лежащим в плоскости, отстоящей на Lz; А — постоянная.

Характеристическое уравнение для фазовой скорости (или для 
волнового числа h = tojv) найдем, умножая скалярно уравнение (1) на 

К* и интегрируя по Sn:
J К* E {К} dS = 0 (3)

Sn

(при этом отброшен индекс t, так как ток К касателен к Sn\ звездочка, 
как обычно, является знаком комплексного сопряжения).

Индекс n входит в это выражение только в виде несущественного 
фазового множителя, который можно отбросить. Поэтому результат 
будет независим от n, и интегрирование можно производить по нулевому 
элементу, что мы и будем делать.

Подставляя (2) в (3), запишем

X [ф; h] = 0, (4)

где
<5? [ф; /г] = J К* E {К} dS (К = Ле-{Л«")ф) (4a)

s,

— функционал от ф и обычная функция от h.
Полученное выражение (4) и является искомым характеристическим 

уравнением для определения числа h. Уравнение (4) выгодно отличается 
тем, что полученное из него решение для h стационарно относительно 

изменения вектор-функции ф.
Если бы удалось найти явное решение (4) относительно h,

h = F$}, (5)

где F {ф} — функционал, то для подтверждения сказанного достаточно 

было бы показать, что &F {ф} = 0 для истинного распределения. Можно, 
однако, провести доказательство, не прибегая к (5), используя неявную 

связь между h и ф, задаваемую равенством (4). Для этого возьмем 
полную вариацию'от уравнения (4):

S« + 4* = * (6)

340



Расчет фазовых скоростей волн в искусственном металлодиэлектрике 419

где &X означает вариацию от X при постоянном Л, т. e. при этом 
варьируется только ф.

Докажем теперь, что &X = 0 для истинных значений h и ф.
Для этого возьмем Д-вариацию от равенства (4). Тогда, учитывая 

0a), найдем
A# = J ДТГ EdS + J К* bEdS. (7)

• Справедливость этого равенства доказывается в Приложении,

So 8.

Из сопряженной леммы Лоренца, примененной к полям E, H и Д/?, 

ДН, порожденным токами К и ДЛ\ соответственно, следует*:

^ AEK' dS = — J E* &KdS. (8)

Ь0 S0

Учитывая это равенство, перепишем (7) так:

Д# = ^ {ЕЬК*  — E*AKjdS  = 2i Im

8o

(9)

Последнее вытекает из условия (1), которому удовлетворяет истинное 

значение E (напомним, что E&K*  = Et&K*),
Так как &X = 0, то из (6) следует также, что и &h = 0, т. e. Л, 

определяемое уравнением (4), стационарно относительно вариации ф. Это 
очень существенно для вычисления h при помощи уравнения (4), так 
как, подставляя в (4) приближенное выражение для распределения 

тока ф с некоторой погрешностью, найдем величину h с погрешностью 
второго порядка.

2. СТЕРЖНЕВАЯ ТРЕХМЕРНАЯ РЕШЕТКА

Используем уравнение (4) для расчета фазовой скорости волны 
в искусственном металлодиэлектрике. Пусть он представляет собой трех
мерную прямоугольную решетку из стержней длины 2Z, радиуса а, рас
положенных параллельно друг другу с центрами в узлах решетки. 
Периоды решетки обозначим буквами Lx, Ly, Lz (см. рис. 1).

—>■ ^
Полное поле E, создаваемое токами всех стержней, можно записать 

на основании принципа суперпозиции в видс

Е{К}=%Ёп{Кп}, (10)
n

”*" ”* ~*" ■ ~^1 гдѳ Kn — ток в п-м стержне, а Еп {Кп} — его поле. Так как E представ
ляет собой линейный оператор от тока, то, используя выражение 
типа (2)

Kn = Ae~ihf^ (И)

найдем
Ё {К} = 3 Ae-m Еп (f). (12)

n

Подчеркнем, что ^п{ф} есть поле, создаваемое n-м стержнем, когда 
на нем распределен ток ф. В дальнейшем для упрощения записи будем
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*2d

нится запись некоторых из

------^

Рис. 1. Ячейка трехмерной ре
шетки стержней

считать ф вещественной функцией, как это имеет место в большинство 

практических случаев. При комплексном ф лишь несколько услож- 
приводимых ниже формул. Подставив (11) 

и (12) в (4), получим

I A I2 еіл«о) ^ ф 2 е-іл«п> Еп {ф} dS = 0.

So п (13)
—>

Поле Еп {ф} n-ro вибратора в месте на
хождения нулевого обратно пропорцио
нально расстоянию между ними. Это
расстояние растет не быстрее, чем |п|, 

поэтому величина 7Гп{ф} в (13) с ростом 
|п| убывает не быстрее, чем 1/|и|. Сле- 
довательно,ряд,стоящий под интегралом, 
хотя и сходится, но не абсолютно.

Можно, однако, превратить его в абсо
лютно и равномерно сходящийся ряд, пред

полагая (временно) при вычислении£'п{ф},
что среда обладает малыми потерями. Это, по существу, эквивалентно 
умножению каждого члена ряда на e~aln|. В окончательном результате 
необходимо положить «затухание» a = 0.

Поступая таким образом, мы можем обращаться с этим рядом как 
с абсолютно и равномерно сходящимся, произвольно менять порядок 
суммирования и, в частности, производить в (13) почленную интегра
цию. Учитывая это и сокращая постоянный множитель, перепишем 
(13) так:

2e-W(") (ф£п{фМ5 = 0. (13a)

” 8.

Вводя обозначение

гп = -^фКЙ^, (i4)

So

придадим (13a) окончательный вид:

2e-ih«">Zn = 0. (15)
п

Здесь суммирование идет по всем стержням трехмерной решетки, 
a Zn имеет смысл сопротивления*,  наведенного м-м стержнемна нулевой. 
Сходимость ряда (15) такая же, как и у ряда, стоящего подиптегралом 
в равенстве (13). Поэтому, учитывая сказанное выше, можно изменить 
нумерацию стержней, приписав каждому стержню три индекса: n {ѵ, pt, х} 
соответственно трем координатным осям x, у, z. При такой нумерации 
(см. выше) /(n) = xLz, так как фаза меняется только вдоль оси z и 
для всех стержней, лежащих в плоскости z = const (x = const), одина
кова. Учитывая, что /(п) = хі2 и Zn^=ZVfxx, придадим выражению (15) 
вид

* При этом А должно иметь размерность полного тока.

2е-МхЬг2^х=0
X V, ц,
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или, вводя обозначение
^0x — ^J ^vpix,

ѵ,ц

(16)

^e-^^z Zox = O.
X

(17)

Здесь ZOx — сопротивление, наведенное на нулевой стержень всеми стер
жнями, лежащими в плоскости z = const (x = const). Для расчета 
ZOx подставим в формулу (16) выражение (14) для Zv?xx (учитывая, что 
72 = rz(v,jx,x)):

Zox = — ^ ф ^ Жцх {ф})^.
S, v',z

Сумма, стоящая под интегралом, представляет собой поле, создава
емое двумерной решеткой стержней, лежащих в плоскости z ■-■ const 
(x = const). Для ее расчета воспользуемся эквивалентностью двумерной 
решетки стержней одиночному стержню, расположенному в прямоуголь
ном волноводе с двумя стенками, обладающими идеальной электричес
кой, и двумя — идеальноймагнитнойпроводимостями. Действительно, из 
рис. 2 видно, что, используя метод зеркальных изображений и 
вая, что горизонтальные стенки обла
дают электрической, а вертикальные — 
магнитной проводимостями, мы перей
дем от стержня в волноводе к дву
мерной решетке.

Таким образом, 5^ѵ^х{ф} можно 

рассчитать, пользуясь указанной экви
валентной схемой, как поле, возбуж
денное в волноводе одиночным стержнем 

с распределением тока ф. Обозначая 
это поле

Ік{ф}^3 ДИх{Ф),
V, ц.

в
0

получим

(19)

(18)

учиты-

0

Рис. 2. Двумерная решетка стержней, 
эквивалентная одиночному стержню 
в прямоугольном волноводе с двумя 
металлическими (Ет = 0) и двумя 

магнитными (Нт = 0) стенками
ZOx = — ^ ф& {ty}dS.

s.
Как известно (см. [6]), поле $, возбуждаемое стержнем в волноводе, 

представляет собой суперпозицию собственных волн

(20)

(21a)

где 2Х — координата стержня номера x,

С±р — jy { $£+pd£,
2VlPl <?bx 

x^lp| = ^ {[Epff—p] [E^.pHp]} iz dSj 

SJ_

Ep — поле собственной волны типа p, распространяющейся в сторону

(216)
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z > 0, E^p — в сторону p < 0, 5± — поперечное сечение эквивалентного 
волновода. Введем обозначение

/lPi = ^ ф^трЖ? eTiYPzx, (22)
4

где Yp — постоянная распространения р-волны в волноводе. Величина 
/lPl не зависит от знака p, если собственные волны нормированы так, 
ято они удовлетворяют соотношению

£ j_p = ^j_(-p) е~2гур2, (23)

а распределение тока ф на поверхности стержней симметрично относи
тельно оси z. Легко видеть, что /|Р| не зависит от номера вибратора 
x, так как, ввиду идентичности всех стержней, индекс x входит в инте
грал только в виде фазового множителя, который компенсируется 
благодаря умножению на eTlYpZx.

При этом
C±P=xA-/iPie±iY^, (21B)

2ѴІРІ

и учитывая (21) и (20), получим

Zox = -2^/u-iY₽'J< ^0- (24)

Эта формула непригодна для вычисления собственного сопротивления 
Z30, так как формулы (21) непригодны в области источников. Однако 
нетрудно убедиться путем непосредственного расчета, что активная 
составляющая собственного сопротивления стержня в волноводе равна

^00 = ^е ^00 = — 3 рГ~ ffp\ » (25)
p ;ѵІРІ |Р|

причем суммирование происходит только по распространяющимся вол
нам (см., например, [7]). Здесь следует отметить, что в волноводе 
с боковыми магнитными стенками, наряду с E- и #-волнами, суще
ствует всегда распространяющаяся Т£7И-волна.

Так как поперечные периоды Lx и Ly в искусственном диэлектрике 
обычно выбираются меньше X/2, то в эквивалентном волноводе все 
E- и Я-волны будут затухающими, и в (25) следует сохранить только
один член, соответствующий 77?М-волне.

Подставляя полученные выражения (24) и (25) для Z^ и /?Оо в 
уравнения (17), получим, учитывая, что |zx| = |x|Lz,

- S e-^xL,2^/2p,e+^p^+(-^-/^+iXoo)_ 

x=-oo p . 7

00 1
— У e-ihxLz2yy^/2p|e-iYPxLz==0 (X00 = ImZ00). (26)

x=l p P

Лерепишем (26), меняя местами порядок суммирования:

f2 
'iPl

oo oo

(27)
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Бесконечные суммы по индексу x легко просуммировать, полагая, 
согласно сказанному выше, что имеется малое затухание в среде для 
собственных волн. При этом

(28)

Учитывая (28), преобразуем (27) к виду

2 A^, ^lPl (1 + 1 coshL' -₽cosYpLzJ = Л^ftl “ іХ°°- <29>

Так как среди собственных волн лишь TЕМ-волна — распростра
няющаяся, то целесообразно переписать (29), перенося в правую часть 
все члены, относящиеся к затухающим волнам, и учитывая, что ^i = А, 
Tp=—г«р, р>1, а 2Ѵ|р| при р^>1—чисто мнимая величина:

«00
sin kLz

cos hLz — cos kLz
sb gpLz 

cos hLz — ch apLz •(30)

Сумма, стоящая в правой части, обусловлена затухающими волнами.
Таким образом, влияние этих волн эквивалентно лишь некоторому 

изменению собственного реактивного сопротивления одиночного стержня 
Хоо (правда, эта добавка сама является функцией искомой постоянной 
распространения h).

Вводя обозначение

X(fc) = Xoo-2^Hl +
р=2 — іУѴірі L

sh a^ZZpz

cos hLz — ch ap Lz (31)

и разрешая уравнение (30) относительно coshLz, перепишем его в окон
чательном виде:

«00
ЛГ(Л)cos hLz = cos kLz sin kLz. (32)

Сравним, прежде всего, полученное уравнение с уравнениями, най
денными другими методами — с использованием метода конечных раз
ностей (см. [1]) и матричного метода (см. [2]). Эти уравнения имеют 
вид, аналогичный (32), с тем лишь отличием, что вместо коэффициента 

p
7?00 / X (Л) при sin kLz в первом случае стоит i ■* у (где Г — коэффи

циент отражения, а 1 + Г — коэффициент прохождения плоской волны, 
падающей на двумерную плоскую решетку стержней x — const), а во 
втором случае — взятая с обратным знаком половина реактивной про
водимости эквивалентной схемы стержня решетки (эквивалентная 
схема рассматриваемой решетки представляет собой длинную линию, 
периодически шунтированную проводимостями). Легко показать, что 
еслй пренебречь взаимодействиями элементов решетки по затухающим 

oo
волнам и отбросить в (31) сумму У! , т.е.положитьпростоХ(Л) = Х00, 

p=2
то мы придем к уравнениям матричного метода и метода конечных 
разностей. Действительно, в [7] показано, что эквивалентная схема 
поперечного стержня в волноводе представляет собой линию, шунтиро-
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ванную проводимостью

^экв 2Доо 
^oo *oo

• 2ДП0
^oo

(33)

(если стержень не нагружен и не излучает наружу). Половина реак
тивной компоненты Уэкв, взятая с обратным знаком, как раз равна 
^oo/ *00.

Используя полученные в [5] значения коэффициента прохождения 
R _  R

q+ = 1 + Г = 1 — ^- и коэффициента отражения q~ = Г = 00, най-
^oo ^oo

дем, что
7 q___  __ ___  у _J__ __ У ^00 _ ^00

q^ 1+Г 'Zoo-^oo ^oo' (34)

Таким образом, характеристическое уравнение (32) при условии 
пренебрежения волнами высших типов совпадает с уравнениями, полу
ченными в [1] и [2] другими методами. Преимуществом (32) является то, 
что в нем учитываются и волны высших типов, причем члены, обуслов
ленные ими, входят в (34) только в виде поправки к собственному реак
тивному сопротивлению стержней.

Решая (32), найдем постоянную распространения h как функцию 
параметров структуры. Удобнее, однако, поступать иначе и, задаваясь 
произвольными значениями hLz, находить, для фиксированных kLz> 
соответствующие значения собственного реактивного сопротивления 
стержня в волноводе Xoo = F(hLz). Обращая полученную зависимость, 
найдем искомую функцию h = /(Xoo). Вычисление собственного реактив
ного сопротивления Xoo одиночного стержня, помещенного в эквивалент
ный волновод (рис. 2), может быть выполнено известными приемами. 
Например, Xoo можно вычислить, суммируя известное собственное реак
тивное сопротивление стержня в свободном пространстве с реактивными 
сопротивлениями, наведенными на него его зеркальными изображениями 
в стенках волновода (рис. 2). Отметим, что вследствие стационарности 
исходного уравнения (4) относительно вариаций распределения тока на 
стержне, задание последнего некритично.

При решении (32) придется вычислять сумму слагаемых, обусловлен
ных затухающими собственными волнами.

Практически число членов, которое необходимо будет при этом удер
живать, невелико. Действительно, если аР'Л2>1, то

sh &P'LZ a* ch &P'LZ > cos hLz, (35}

и члены суммы, соответствующие собственным волнам с p^p', обра
щаются в нуль. Оценим, когда будет выполняться условие (35), или 
ему эквивалентное

^/^>1, ар-Лг^>1п2~0,7. (36)

Учитывая, что aP' = ocvg = Z~)2 + (z~)2—& для затухающих Е-и

Я-волн в прямоугольном волноводе, придадим (36) вид

Пусть, например, Lx = Ly = Lz = L. Тогда (37) перепишется так:

^ + ^^(^y + 0,05 или ѵ2 + рі2^>1,05, (38)
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ибо L<k/2. Но (38) выполняется уже при v = 2, [х = 0, v = 0, (x = 2, 
и т. д.

Таким образом, в случае кубической решетки следует учитывать 
лишь по три высших типа £"- и Zf-волн, характеризуемых индексами: 
ч = 1, р, = 0: v = 0; [х = 1 и v = p = 1. Из (37) видно, что в общем слу
чае число типов волн, которое следует учитывать, растет с уменьшением 
Lz и падает с уменьшением Lx и Ly. Уравнение (34) для h имеет 
ряд корней. Если /г0 — один из них, то, очевидно, одновременно 
корнями будут и

hm = hQ + 2^m- , m = 0, + 1, + 2 . . . . (39)
^z

Это обусловлено тем, что поле в решетчатой структуре представляет 
собой суперпозицию бесчисленного множества пространственных гармо
ник, постоянные распространения которых связаны соотношением (39). 
Среди этих гармоник обычно выделяют основную, для которой

— и^ЛДг^С77- (40)

3. АНАЛИЗ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Проанализируем характеристическоеуравнение (32), предполагая, что 
отношение 7?00 / X (h) можно менять от — oo до + сю. При этом правая 
часть уравнения (32) принимает любые вещественные значения. Область 

— 1 <C cos kLz + ^0,6 sin kLz <C 1
X W ____

(41)

соответствует, очевидно, вещест
венным hLz (см. (32)), т. e. об
ласти прохождения волн через 
решетку. Вне этой области

cos hLz >> 1 и cos hLz <Z — 1.

Это соответствует области за
пирания, в которой hLz комп
лексно, Условие

cos hLz = + 1 (42)

определяет границы полосы про
пускания; при этом

/іі = ~^~ И Л2 = 0. (43)
Рис. 3. Расчетные кривые 'hL*=f (kLz) для 
различных Jfoo / -^oo, без учета высших типов 

волн

На рис. 3 приведены кривые hLz = f(kLz} при различных Яоо/Хоо. 
При построении кривых не учитывались затухающие собственные волны, 
т. e. считалось, что X (Л) — Хоо. Из рис. 3 видно, что кривая 
hLz = j(kLz), соответствующая Х<0, проходит выше линии hLz = kLz. 
Таким образом, при этом h>k, т. e. волны замедленные. При Х>0 
кривая проходит ниже линииАА2=А£г, т. е.длянеей<^А,иволныуско- 
ренные.

kL
В области замедления, при X ^ — oo, h~>k\ для JV00/^00 ~ — tg ^- 

достигается максимальное значение замедления h^^=^ = r.lL^ т. e. 
Лма«с / Л = X / 2LZ. При Lz —> 0 /гМанс ^ 00 • Уменьшение реактивности 
стержней, т. e. приближение к первому резонансу приводит к возра
станию замедления.
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В области ускорения, при X —> + oo (индуктивные стержни в об
ласти второго резонанса), h~>k. По мере уменьшения X, т. e. по мере 
приближения к первому резонансу стержней со стороны X >> 0, уско-

X kL
рение возрастает, и при ^^ = ctg ^z , h = h^ = O, что соответствует 

бесконечно большому ускорению. ПриЛЛ2 = тс, независимо от значения X, 
наступает полоса запирания. Вследствиепериодичности8ІпЛ7>2и cosAL2, 
при изменении kLz последовательно возникают новые чередующиеся по
лосы пропускания и запирания, в отличие от случая открытых, т. e. 
двумерных и одномерных стержневых структур, в которых имеет место

Рис. 4. Расчетные кривые hLz = F (Too / Rw) для 
с учетом волн высших типов:

различных kLz

Ly/XЬх/Х
0,1 (3; 8)

0, 2(1; 2; 4; 5; 6; 7),

На рис. 4 приведены графики ЛА2 = /(Х00/Л00) для различных kLz. 
Сплошными линиями изображены кривые, построенные с учетом выс
ших типов волн, а пунктиром — без ихучета. Каждая сплошная кривая 
строилась для конкретной геометрии структуры. При этом изменение*  
величин Xoo/J?oo можно мыслить обусловленным изменением реактив
ного сопротивления Хоо посредством последовательно включенного в каж
дый стержень сосредоточенного элемента настройки. Крестиками отме
чены точки на кривых, соответствующие нулевому сопротивлению 
элементов настройки (т. e. их отсутствию).

* Расчеты и построение кривых выполнены студентом-дипломником МФТИ 
И. H. Марченко.

Из рис. 4 видно, что влияние высших типов волн может существенно 
изменять величину фазовой постоянной. Это влияние возрастает с уве
личением Lx и Ly (поскольку при этом уменьшается затухание волн 
высших типов), с уменьшением Lz (так как при этом увеличивается 
взаимодействие элементов по волнам высших типов) и с укорочением 
стержней (ибо при этом увеличивается амплитуда возбуждения этих 
волн). Из рис. 4 также видно, что в отсутствие элементов настройки 
максимально достижимое ймаКс значительно меныпе ^ = к/Ь^ При уко
рочении стержней h уменьшается и его можно вычислять (в отсутствие 
настройки) без учета волн высших типов. Расчеты * показали, что 
постоянная распространения определяется из уравнения (32) с большой 
точностью. Так, 20%-я неточность задания величины Х00/7?00 при
водит к ошибке в величине hLz порядка 2—3%. Это является след
ствием стационарности уравнения (32).
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II риложение
Докажем справедливость соотношения типа (8). Для этого рассмотрим поля 

£*i ,Hi и £2, Н2 двух волн в трехмерной решетке, возбуждаемых заданными токамц 
*^ —>
Ki и К2, распределенными на ее элементах, 
согласно формулам

К,— Ae~iht(n)L^

K2 = Be-ihlWL*

Здесь / (n) имеет тот же смысл, что и в тек
сте, h одинаково для обоих токов, а распре
деления фі и ф2 — произвольные заданные 
функции, одинаковые для всех n. Поскольку 
распределения фі и ф2 выбраны произвольно, 
тополя, порождаемыетоками (I), не удовле
творяют нулевым граничным условиям (1) на 
поверхностях Sn, которые при этсм следует 
рассматривать как геометрические поверхности,

Рассмотрим замкнутую поверхность S в виде параллелепипеда с размерамик 
равными периодам решетки Lx, Ly и Lz, образованного координатными плоскостями 
x = xlt x = xr 4- Lx, у = ух, у = ух + Ly, z=zr и z = zr + Lz (рис. 5). Тогда внутри 5 на. 
ходится один элемент решетки с поверхностью £э. Легко видеть, что введенные поля 
периодичны по координатам x и у с периодами Lx и Ly и удовлетворяют следую
щему условию по координате z:

E1 lz+L, = ^hLz Е* lz- H, \z+Lz = e~ihL^ H, |2,

и аналогично для поля Е2, Н2.
Применим к этим полям в области, ограниченной поверхностью S, сопряженнукх 

лемму Лоренца [5]:
( {[ЖНг] + ЙЯі1}<^ = - J & E*i + ^2^1} dS.
s 4

Интегралы в равенстве (III) по противоположнымграням x = хІ9 x = Xi + Lx и у = yi, 
у = 3/i 4- Ly взаимно компенсируются вследствие периодичности полей по коорди
натам x и у и противоположного направления нормалей на противрположных гра
нях. Интегралы по граням zi = zi и z = zx 4- Lz также уничтожаются при веще
ственном h вследствие выполнения соотношений (II) и противоположной ориентации 
нормалей к этим граням.

Таким образом, в равенстве (III) интеграл в левой части пропадает, и мы при
ходим к

распределены заданные токи.

(П>

(ІП>

Полагая

соотношению
(IV)

в (IV)
E, = E, Кг = К, E2 = ЕЕ, K2 = EK, (V)

использованное в тексте соотношение (8). Отметим, что при Д-вариацииполучим
варьируется только распределение ф, a h остается] неизменной, т. e. токи К и ДЛГ ~>
имеют вид (I) с различными ф и одинаковыми h.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1 958 № 7

ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 
НА ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ РЕШЕТКЕ

Я. Я. Фелъд

Предложен метод, позволяющий сводить задачи о дифракции волн на 
полубесконечных решетках к неоднородной задаче Гильберта, которая 
решается в квадратурах. Когда вычисление последних связано с громозд
кими выкладками, задача приводится к вариационной и решается при 
помощи разложения в ряд по специальным полиномам.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим полубесконечную решетку бесконечно-длинных линейных 
проводов, расположенных в плоскости x — z параллельно оси2(рисунок). 
Расстояния между осями соседних проводов обозначим буквой Z, а радиус 
проводов — буквой г0. Перенумеруем провода решетки, присвоив край

нему левому проводу, ось кото
рого совпадает с осью 2, индекс 
нуль.

Пусть на эту решетку падает 
в направлении, ортогональном оси 
z, электромагнитная первичная 

^o ^o
плоская волна E , H с электри
ческим вектором, параллельным 
ОСИ 2!
£° = Е® = ё~ik <x cos * + y sin ф) (1)

Здесь к = 2к/Х; X — длина волны, а 9 — угол между направлением рас
пространения и осью x.

Первичная волна возбуждает в проводах решетки токи, величина 
которых не меняется вдоль проводов.

Полный ток, протекающий через сечение n-ro провода, обозначим 

буквой Іп. Эти токи, очевидно, создают вторичное поле E, H с электри
ческим вектором, параллельным оси 2. На основании принципа суперпо
зиции его можно записать так:

oo

E = 2 £«> (2)
n=0

где Еп — электрическое поле, возбуждаемое током n-ro провода, равное

£П = «/ПЯ<2)№), « = ; У-. (3)
^о#1 (*'о)

Здесь Н{*\ — функция Ханкеля (зависимость от времени взята в форме 
€icof), a Rn — расстояние от оси и-го провода до точки наблюдения.

Если провода решетки идеально-проводящие, то полное электрическое 
поле £° + E должно обращаться на их поверхности в нуль.

Это граничное условие на поверхности тп-го провода записывается, 
учитывая (1)—(3), так:
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^1пН$\к1\т — п\)+ё^Мт™\=Ъ прит>0. (4) 

n=0

При этом, как обычно, учитывая малость радиусов проводов 
(ro^Z,X), значения полей EQ и Еп(п=£т) взяты не на поверхности 
тп-го провода, а на его оси. Исключение составляет собственное поле 
z/z-ro провода Ет, с которым так поступать нельзя, на что указывает 
штрих у E. Он означает, что при n = m коэффициент у Іт в (4) должен 
быть взят равным aJ7g2) (Лт0) (погонное сопротивление одиночного про
вода).

n=0

Для дальнейшего важно отметить [см. (5)], что Zn = Z_n. Будем 
искать решение в форме

Равенства (4) представляют собой бесконечную систему 
уравнений, определяющих токи Іп в проводах решетки.

Вводя обозначения

линейных

Zn = Яо2) (kl I n I) при n =h 0, И0 = Я<2)(Лг0), (5)

придадим уравнениям (4) вид

2 ZnZm-n + ^ е-ІЛ,т cos ф = о, m ^> 0. (4а)

In==An + $e-iklnco^, (6)
где

4- = — *H^ (Лг0) — 2a 2 #.2) (klri) cos (kln cos <р). (6а)
*5 n = l

Второй член в формуле (6) равен току в n-м проводе бесконеч
ной решетки при падении на нее волны (1). Величина Ап при этом 
представляет собой краевую поправку, обусловленную наличием края 
x = 0 у рассматриваемой п о л у б e с к о н e ч н о й решетки.

Учитывая сказанное, можно ожидать, что |ЛП| будут резко убывать 
при удалении от края, т. e. с ростом n. Подставляя (6) в (4а), найдем

oo

2 AnZm—n = Вту ТП, ^> 0. (7)
n=0

Здесь
oo

Bm = — — e~iklm cos * — £ 2 Zm_ne~iklncos *. (7а)
a n=0

Так как второй член в (6) удовлетворяет уравнению типа (4а) 
для бесконечной решетки, когда суммирование по n идет от — oo до 
+ oo, то правую часть (7а) можно еще записать иначе:

— 1

Bm = ₽ 2 Zm_ne—it,ncosv. (76)
n=—oo

Система (7), в которой Zm-n и Вт— известные величины [см. (5) 
и (76)], принципиально позволяет определить неизвестные Ап и, следо
вательно, токи (6) в проводах. Зная токи, не представляет труда, 
используя (2) и (3), найти вторичное (дифрагированное) поле решетки.

В процессе вычислений будем полагать окружающую среду обладаю
щей небольшими потерями, т. e. ІтА<0.

При этом обеспечивается абсолютная сходимость всех встречающихся 
рядов.
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2. СВЕДЕНИЕ К ФУНКЦИОНАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ [1] 
(НЕОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА ГИЛЬБЕРТА)

Займемся анализом системы типа (7):

^t ^n^m-n — Вт, ПЪ ^> 0« (8)
n-0

При этом, в настоящем и следующих двух параграфах, будем счи
тать Zn и Вп произвольными заданными последовательностями, удовле
творяющими следующим условиям:

Znj=Z_n, р-і = 1ітУ|2п|<1, p^ = lim/lBnKl. (9) 
n^ oo n^- oo

В случае физических задач, первое условие является следствием 
теоремы взаимности, а остальные накладывают определенные ограничения 
на рост \Zn\ и |ВП| при n^oo, которые при наличии некоторых потерь 
в среде всегда выполняются.

Введем прежде всего три функции комплексного переменного w.
oo oo oo

G(w)= 3 Znwn; g(w)=^Bnwn; f(w)=^Anwn. (10) 
n——oo n-0 n—0

Как это следует из (9), функция G(w) голоморфна в кольце

рх<|гр|<р, ag(w) — BKpyre|w|<po(po>l).

Предположим также, что /(w) голоморфна, как это будет показано 
ниже, в круге |w|^,l.

Величины Ап, являющиеся коэффициентами разложения /(w) в ряд 
Тейлора, можно выразить при помощи формул Коши

л-=і5^Дл' ">0- (11)

(L)

где L — произвольный контур, охватывающий начало координат и лежа
щий в области |гр|<3. Нам будет удобно считать его совпадающим 
с кругом I w I = 1.

Для последуюшего важно стметить, что из условия голоморфности 
/(w) при |w|<3 немедленно следует:

^\J^dw = Q прип<0 (lla)

(L)

и наоборот. Аналогично формуле (11), можно написать

Bn = ^\^dw, n^Q. (12)

(L)

Вернемся теперь к системе (8) и подставим в нее вместо Ап выра
жение (11):

' 2jrj ZJ ^m-n ^ wn^-i &W = ^m’ ^ <^0.

n=o (L)

Учитывая (lla), можно здесь суммирование по n проводить от —oo 
до +oo. Поменяв, кроме этого,местами суммированиеиинтегрирование, 
что допустимо вследствие равномерной сходимости ряда, получим
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Справедливы [см. (10)] следующие равенства:

oo

3 Zm-n
с»

(14)

Подставляя (14) и (12) в уравнения (13), придадим им вид

^(/(w)G(zp)-g(w))^^ = 0 притп>о. (15)

(L) W

Эти равенства получены из системы (8) при условии выполнения 
соотношений (lla):

5 /(W) 

wm+1
dw = 0 при m <Z 0.

Поэтому решение системы (8) свелось к нахождению функции f(w), 
удовлетворяющей уравнениям (15) и (15a). Определив из них f(w), 
немедленно найдем решение исходной системы (8) при помощи форму
лы (11). Напомним, что функции G(w) и g(w) известны [см. (10)], по
скольку Zn и Вп заданы. Равенства (15) и (15a), очевидно, тождественно 
выполняются, если искомая функция f(w) удовлетворяет условиям

/(w)G(w)-g(w) = Q (w), (16)

/ (w) — Ф+ (w), (16a)

где Ф“ (w) — функция, голоморфная в области | w | ^ 1 (вне контура L) 
и равномерно стремящаяся к нулю при |w|^oo, а Ф+(м) — голоморфна 
в области |w|<3 (внутри L).

Действительно, подставив (16) и (16a) в (1'5) и (15a), перепишем 
последние в виде

5 ^zfr dw =0 п₽и т > °;

(L)

\^^~dW = Q ПРИ7П<О.

(L)

Вследствие голоморфности Ф“ (w) и Ф+ (w) соответственно вне и 
внутри L и стремлении Ф"(г^) к нулю при |w|—^co эти равенства 
тождественно удовлетворяются.

Исключая из (16) и (16a) / (гг), получим

Ф+ (w) G (w) — g (w) = Ф' .(гг), (17)

т. e. мы пришли к хорошо изученной [2] неоднородной задаче Гильберта 
о нахождении функций Ф"(г^) и Ф+(м), голоморфных соответственно вне 
и внутри контура L, по условию (17).

Эта задача, в нашем случае [см. (9)], всегда имеет единственное 
решение *,  которое можно записать в виде контурного интеграла по L. 
Мы не будем здесь выписывать это решение (отсылая интересующихся 
к монографии [2]), так как оно приводит, в случае полубесконечной 
решетки, к весьма сложному интегралу. Вместо этого используем не
посредственно условия (16) и (16a) для получения эквивалентноговариа- 
ционного принципа, позволяющего определить f(w), а значит и Ап.

* Таким образом, предположение о голоморфности f (w) при | w | ^ 1 выполняет
ся. Отметим, что G(w)==t=0 на контуре |w| = l. Действительно, 6(егѵі) = 0есть 
характеристическое уравнение для постоянной распространения ѵ волны вдоль бес
конечной решетки и при наличии потерь нѳ может иметь вещественных корней yZ.
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3. ЭКВИВАЛЕНТНЫЙ ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП

Покажем, что функционал

^ = 2 Ат {2 AnZm_n - 2tfJ (18)
m=0 'n=0 '

стационарен для значений Ап, удовлетворяющих системе (8). Взяв ва
риацию ^5*, помня, что заданные величины Zn и Вп при этом не варьи
руются, найдем

или, учитывая соотношения Zn = Z_n,

8<# (18a)

Если Ап удовлетворяют системе (8), то отсюда сразу следует, что 
&£ = 0, т. e. функционал X стационарен. Наоборот, из стационарности X 
следуют равенства (8), поскольку 6Лт произвольны.

Подставляя в выражение (18) значения величин Ап и Вп, взятые из 
формул (11) и (12), получим, после несложных преобразований,

^l/l"i $/W|/(»)G.W-2?(»)}^. (19)

(L)

Функционал (18) стационарен для значений Ап, удовлетворяющих 
системе (8).

Отсюда можно сделать следующий вывод: функционал (19), рас
сматриваемый в классе функций f(w), голоморфных при 
|г#|<С1(т. e. определяемом условием (16a)), стационарен для 
функции /(w), удовлетворяющей условию (16).

Дадим прямое доказательство этому утверждению. Проварьируем 
выражение (23), помня, что известные функции G и g не варьируются, 

^ = Si S {8/ Gr) I/ w G w - 2e Wl + > (v)G <»)8/ H Z •

(L) ’

Из первой формулы (10) и соотношения Zn = Z_n следует, что

c(^) = G(w). (20)

Поэтому, сделав замену переменного w на w-1 в последнем члене 
подынтегрального выражения, найдем

^ = ^\bf^){f(w)G(w)-g(w)}d^. (21)

(L)

Поскольку /(w) варьируется в классе функций, голоморфных при 
|w|<^l, то 8/(гг?) также голоморфна в этой области и, следовательно, 
^(иг) голомоРФна ПРИ |ю|^>1 (включая w = oo). Учитывая последнее, 

легко видеть, что B=5f обращается в нуль, если f(w) удовлетворяетусло- 
вию (16) и доказательство закончено. Наоборот, из стационарности 
функционала (19) в классе функций, голоморфных при |w|<^l, т. e. 
из условия 8c55*(/) = 0 следует, как это видно из выражения (21), выпол
нение условия (16).
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Таким образом, решение системы уравнений (15), (15a), а значит и 
соответствующей ей задачи Гильберта (17), эквивалентно решению вариа
ционной задачи ЪХ {/} = 0. Стационарное значение «5?, как это следует 
из (18) и (19) и равенств (8), (16), (16a), которые при этом выполняют
ся, равно

^стац = — 2 ^rJBn = — ы \ / (-^ g (w) — . (22)

ll-0 (L) ' '

Определение /(w), при помощи изложенного выше вариационного 
принципа, удобно провести, представляя ее в виде ряда по специаль
ным полиномам Xn(w) (n — степень полинома),

oo

/(w) = 2 cnXn(w).
n = Q

(23)

Очевидно, любая функция, удовлетворяющая условию (16a), может 
быть представлена таким рядом в области |w|<^l.

Полиномы Xn(w) будем считать ортонормированными на контуре 
L(I^I = 1), т. e. удовлетворяющими соотношениям

i$ x.w^(i)cw^-
(L)

0 при n =f=- m

1 при n = m.
(24)

Эти полиномы аналогичны известным полиномам Сеге, отличаясь от 
них наличием веса G(w)/w и заменой аргумента w на l/w у одного из 
полиномов в условии ортонормировки (24).

Важно отметить, что при перемене местами индексов n и m левая 
часть равенства (24) не изменяется.

Оставляя построение полиномов Xn(w) до следующего параграфа, 
определим коэффициенты сп в разложении (23), используя вариационный 
принцип 8Jf(/)=0. Для этого найдем вариацию /(^) припомощи(23), 

варьируя сп,

О=2<К (25)

n-0

Подставляя (23) и (25) в выражение (21), найдем

^=^г$ 2M^)HGH>mXm(w)~gH}^-

(L) n m

Используя ортонормировку (24), этовыражениеможноупростить,после 
чего получим

Ж = 2 2 e„8Cn - ± ( g M 2 x„ (i) 8е„ ^ .

п (L) n

Так как для искомых cn8c5f = O, то, приравнивая полученное выра
жение нулю, найдем

22Мс”-і5гМЧ^)?} = 0'
n (L)

Вследствие произвольности 8ся отсюда следует, что

Cn = ^sWX.(i)5,
(L)

(26)
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и задача определения f(w) [см. (23)] решена. Запишем полином Хп 
в виде

Xn (w) = а<п> 4- aS^w 4- . . . + а^гЛ (27)

Подставляя это выражение в (26), найдем, используя теорему о выче
тах и вторую из формул (10),

Cn = В04п> + B^ + ... + Bn<£\ (26a)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях w в (23) и 
последней из формул (10), получим

oo

An = 3 Cn+m«n+m). (28)
тп=0

Таким образом, для того чтобы вычислить искомые неизвестные Ап, 
достаточно определить коэффициенты полиномов (27).

4. ПОСТРОЕНИЕ ПОЛИНОМОВ Xn(w)

Ортонормированные полиномы Xn(w) [см. (24)] можно построить, 
используя известный процесс ортогонализации Шмита. Для дальшейшего 
удобно записать общее выражение для Xn(w) при помощи определите
лей, аналогично тому, как это делается при построении полиномов 
Сеге [3]:

где

I
^ОО^Ю..................... • dnQ

л rfol ^11 ................ • dnl
x („Л = ___ i_____

М ; Г75-----D~
У ^n4-l^n

^o,n-l dlt п_! . . • dnn—1

1 w . . . . . . wn

(29)

dQQ. . •dnQ

DQ = i > ^n+l --- - • - • •

C?on • • • dnn

1 f dw
dmn = 2ri J WmW~nG (W) ^-.

(L)

(30)

Непосредственной подстановкой (29) в (24) можно убедиться в выпол
нении последнего.

Легко видеть, что dnm = dmn. Займемся вычислением dmn- Для этого 
подставим в (30) значение G(w) из (10). Применяя теорему о вычетах,
найдем

dmn — ^n-m- (31)

Это равенство полностью определяет полиномы Xn(w). 
первые три из них:

Выпишем

(32)
*0 (w) = Z0 2 ’ %i (w) — (— %i + Zow) [Zo (Z2 — Zj)] 2 ;

v л.л ^W+^-Z^ + ^-^^
%2 (^) 1r—------- ------------------------------------------- -

V(Z* - Z$ (Z0 - z2) {Z0 (Z0 + z2) - 2Z{}

5. ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ. ПРИМЕР РАСЧЕТА

Построенные в § 4 полиномы Хп(ы\ точнее их коэффициенты а^> 
позволяют, при помощи формул (26a) и (28), определить искомые неиз
вестные Ап. Однако для этого необходимо знать величины Вт, заданные 
рядами (7a) или (76).
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Подставляя в (76) значение Zm_n из (5), перепишем его в виде

Bm = pe-Wmcos<₽ /^ Ho} (klri) fii*'ncosv _ у #<2) Qtln) gWncos ФІ , (33)
n=l n=l ‘

при m = 0 вторую сумму следует отбросить. Нетрудно убедиться, что 
Вт так же, как и Zn [см. (5)] удовлетворяют условиям (9), если 
ІтА<0, и, следовательно, мы вправе применить развитый метод. Для 
расчета Вт по формуле (33) необходимо улучшить сходимость ряда, 
стоящего первым в фигурных скобках. Это можно сделать, использовав 

со
известную формулу 2?(n) = 2Ф(П)’ гДеФ(п)~ ^е“і2лпх9(я)с?я.Вчаст- 

n n —oo
ности, при 9 = л/2 она приводит для первой суммы в (33) к ряду

2 М« («») - ± {- * + 2, і» (г±) + 4 +, £ (_A_ _ 1)) 

rintf = O,5772).
Ниже приведены результаты расчета токов в полубесконечной решет

ке при нормальном падении (9 = тс/2) волны. Формула (6) при этом 
принимает вид: /п = р(14-Лп/р). Относительные краевые поправки Ап/$ 
для четырех крайних вибраторов (n = 0, 1, 2, 3) даны в таблице для 
проводов радиуса r0 = 0,01k и различных расстояний 1 между их осями. 
Величина p равна току в проводах б e с к о н e ч н о й решетки, индуци
рованному рассматриваемой волной. Вычислять поправки для следую
щих вибраторов (n>3) не имеет смысла, так как уже при n = 3 
поправка весьма мала. Вычисления Ап производились по формуле (28). 
При этом, поскольку были найдены только первые четыре полинома 
Xn(w) [см. (29)], в формуле (28) при вычислении Ло/р учитывались 
первые четыре члена, при вычислении Лх/р — три члена, а для Л2/р и 
Л3/р — второй и первый член соответственно. Для того чтобы судить 
о быстроте сходимости (28), выпишем первые четыре члена для Ло/р:

Ло/р = (—0,126 + i 0,031) + (0,012 — i 0,005) +

+ (0,004 — i 0,001) + (0,002 — i 0,0007) при 1 = 0,5X,

Ло/р = (-0,160-i0,248) + (-0,008 -z0,034) +

4- (—0,003 4~ i 0,006) 4- (0,002 — i 0,001) при 1 = 0,2h,

n

l = 0,5 X l = 0,2 X l = 0,08 X

An I
3- I

Ап 
arg —

I An I 
P

Pnarg- ІАп|
3

Ап 
arg —

0 0,110 2,931 0,324 4,164 0,852 4,857
1 0,051 6,132 0,121 2,817 0,266 4,072
2 0,035 3,032 0,068 1,575 0,142 3,416
3 0,027 6,112 0,035 0,216 0,105 2,456
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1 9 5 9 № 12

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

Я. H. Фелъд

Развивается метод для нахождения распределения токов на системе 
мз N металлических тел, возбуждаемых падающей волной или сторон
ними эдс, приложенными к их поверхностям. Решение дается в виде ря
дов по специальным ортонормированным функциям с окончательно опре
деленными коэффициентами.

Метод проиллюстрирован на примере задач о возбуждении систем 
из N конечных параллельных трубчатых вибраторов и бесконечных лент.

1. ОБЩИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 0 ВОЗБУЖДЕНИИ СИСТЕМЫ 
ИЗ N МЕТАЛЛИЧЕСКИХ ТЕЛ

Рассмотрим систему из N металлических тел произвольной формы, 
возбуждаемых непосредственно приложенной к ним сторонней эдс или 
падающей на них первичной волной. Общая поверхность этих тел S 

N
равна: S= ^ ^n, гДе $п — поверхность п-готела. Полагаятелаидеаль- 

n=l
но проводящими, обозначим поверхностную плотность тока на них 

черезТС Полное поле можно записать в виде

^ІІОЛ — ^0 4“ ^, ^ПОЛ = Н° 4" H. (1)

Здесь Е°, HQ — первичное возбуждающее поле; E, H—вторичное, об

условленное токами К, индуцированными на ^. Вторичное поле сущест
венно зависит от формы поверхности S и элементарно выражается че

рез К при помощи известных формул. Например,

t . Г» ^. -ikR
E = 4^k teraddiv + *2) J K4rdS’- ^

(S)

Здесь R — расстояние между точками интегрирования и наблюдения; 
операция graddiv6epeTcnno координатампоследней. Такимобразом, зада

ча определения поля (1) сводится к нахождению токов R на S, для 
чего служит уравнение

Et + E°t = 0 на S, (3)

являющееся граничным условием на идеально проводящей поверхности.

Тангенциальная составляющая Et на S получается в результате 
воздействия линейного интегродифференциального оператора (см. (2)) на 

ток К. Это можно записать так:

Et = LXK на S, (4)

где L — дифференциальный, a X — интегральный линейные опера
торы.
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Учитывая (2), их можно представить в виде

-ikR
L = (grad div + A2)(, X = dS' ^- (4a)

Индекс t в выражении для L указывает на то, что после взятия 
операции (graddiv + &2) результат нужно спроектировать на плоскость, 
касательную к S в рассматриваемой точке. Введенное обозначение (4) 
позволяет придать уравнению (3) следующую форму:

LXK = —EQt на 5. (5)

В тех случаях, когда возможно найти * оператор L х, обратный опера 
тору L, равенство (5) легко упрощается и принимает вид

* Так как оператор L — дифференциальный, то при нахождении L-1 приходится
иногда использовать также некоторые концевые условия.

** Так как векторы, вообщеговоря, комплексны, то это произведение не являет
ся гильбертовым.

*♦♦ Штрихованные величины относятся к точке одного из концов В, а нештри
хованные— к точке другого.

(5a)

Равенства (5) и (5a) принадлежат к следующему тину уравнений:

gA=A, (6)

где F — заданный на S вектор [равный — £? и L 1 (— Et ) в случаях 

(5) и (5а)];А— искомый вектор, касательный к 5; S—линейный само
сопряженный оператор (равный LX и X в случаях (5) и (5a)).

Определим скалярное (интегральное) произведение двух произволь

ных векторов А и В, заданных на S, при помощи формулы **

(X В) = ^ A BdS.

(S)
(7)

Оператор $ будем считать самосопряженным в смысле выполнения pa 
венства

(A^, ВД = №, А2), (8)

где К± и К2 — два произвольных, заданных на5, распределениятока. 
Для S = LX соотношение (8) является записанной в новых обозначениях 
леммой Лоренца (см. (4) и (7)) и потому не нуждается в доказатель
стве, а при S = X оно, учитывая (4a), принимает вид ***

•J 1 V " Т> •) Л •)(S) (S) . ^ (S) (S)

из которого сразу же следует его справедливость.

Введем на 5 полную систему векторных функций (базис) Х<пЦп= 0,
1, 2,...), касательных к S и удовлетворяющих условиям ортонор
мировки:

(X<n>, O(m)) = ^nm (Зпт = 0прип=^т, 8ПП = 1). (9)
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Будем полагать, что такая система построена (см. § 2) и будем искать 
решение (6) в виде ряда

tf = 2 СпХ^ на 5, (10)
n=0

где Сп — постоянные числа, подлежащие определению Подставляя этот 
ряд в уравнение (6) и умножая последнее скалярно (в смысле (7)) на 

Х<т>>, найдем

(хм , ${Ж X(n>}) = (X<m), F)
n

или, учитывая (7) и линейность оператора S,

2 Cn(XM,SX^)=(XMyF).
n=Q

Условие ортонормировки (9) позволяет сразу получить отсюда искомые 
коэффициенты

Ст=(ХМ,Р), m = 0,l,2,.... (11)

Таким образом, получаем для плотности тока ряд типа Фурье:

^ 00 _> _> ^

K= 2 (Х{п),Р) *(n) на У (12)
n=0

2. ПОСТРОЕНИЕ BA3HCAJT(n)

Пусть на поверхности S задана некоторая полная система векторных

функций У(п) (n = 0 , 1, 2,. . .), касательных к S. Для того чтобы по-

отроить базис *W, ортонормированный в смысле (9), следует приме-

нить к У<п) процесс ортогонали: 
В результате такой ортогона; 

нию для Х{п}:

зации типа Шмидта, 
іизации придем к сле,

^00^01.........................................^on

дующему выраже-

X(n) = 1
, (13)-Ѵад^і

^n-l,0 ^n-l, 1« • *^п—1, n 

y(O)y(l) y(n)

где

dmn= (Y™, £У<П>); D0 = 1; Pn+1 =

^00* • «^оп

djiQ. <• «^тш

(13a)

Действительно, полагая вначале m < n, можно написать

= 0.1

*Wox • • • • • • • d^n

гад^; Al-l,o^n-l, 1« 

dmo^mi • • •

• *dn—it n

• • • dmn

(14)
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Так как (см. (13)) Х(т) есть линейная комбинация У(0), У(1), ..., У(тп), 
то соотношение (14) позволяет написать

(Х(тп), SX(n)) = 0 при m < и;

<£ является самосопряженным оператором (см. (8)), поэтому (Х(т), $Х(п)) = 

= (X<n\ <$Х(т)) = 0 и при m>n. Таким образом, ортогональность 

Х{п} доказана.
Учитывая (7) и (13) и обозначая через «О^+1) алгебраическое допол

нение элемента d^ в определителе Dn+i, напишем цепь равенств

DnDn+1 (X‘n), gX™) = (2 D^1}YW, 2 ^”+1)g?(i)) =

0—n 0—n= 2 D^D'^" (Ут, $P(i)) = 2 D^D^d,i = Dn+1D^n+1} = Dn+1Dn

Следовательно, условие нормировки (X(n), &X^) — 1 также выпол- 
нено. Таким образом, (13) действительно определяет базис, удовлетво
ряющий условиям ортонормировки (9).

Отметим, что при проведении доказательства существенно использо
валась самосопряженность оператора $.

3. ВЕКТОРЫ, ЗАДАННЫЕ НА S

Задать вектор А на S = 2 $п — это значит задать его на каждой по-
n

верхности Sn(n = 1, 2, . . ., 7V), например, при помощи равенств

п на 5П, n=l, 2, . . ., N, (15)

где Ап — вектор, определенный только на Sn.

Таким образом, вектор А на S определяется совокупностью из N 

векторов Ап, заданных на соответствующих поверхностях Sn- Этот факт 
удобно записать в виде символического равенства

A = (А, Л2, . . ., AN), (15a)

которое заменяет собой N равенств (15).
Представление (15) ((15a)) используется ниже при рассмотрении

“>■ ~*П “‘'(П)векторовтипаЛГ, У и Х( , областью определения которых является по
верхность S= 2*^n- Если вектор А касателен к 5, т. e. представляет 

n
собой некоторое распределение тока, то, воздействуя на него оператором 
$, в случае, когда последний совпадает с £, найдем, используя (4a)
и (15),

(16)

Для дальнейшего важно отметить, что в случае, когда элемент системы 
представляет собой бесконечную идеально проводящую незамкнутую
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поверхность (лента, трубка и т. n.), то под К мы будем понимать 
двухстороннюю плотность тока и в соответствии с этим все интегралы 
брать по одной стороне поверхнссти, которая и обозначается через Sr^

к. ВОЗБУЖДЕНИЕ СИСТЕМ ТИПА ЛЕНТЯИ ТРУБЧАТЫХ ВИБРАТОРОВ

Рассмотрим две следующие задачи.
А. Дифракция плоской электромагнитной волны

на системе из N идеально проводящих бесконечно длинныхглент шири
ны 2a и нулевой толщины. Все ленты параллельны плоскости у = 0 и

их средние линии имеют координаты хп, 
yn (n = 1? 2, .. ., 2V). Направление падения 
волны E^ нормально к оси z и состав
ляет угол ф с осью x (см. рис. Л).

В. Возбуждение системы из N иде-

■ ^+r^
Л—Н-------
L—^ —^

ально проводящих трубчатых вибраторов (длины 2a каждый, с диа
метрами 2гп, п — 1, 2, .. ., N и осями труб, совпадающими с осью x) 
сторонней эдс, распределенной вдоль наружной поверхности труб по 
закону

Е°=Е°х(х),

т. e. обладающей осевой симметрией. Центральные сечения труб совпа
дают с плоскостями x = xn, n = 1, 2, .. ., N (рис. В).

Применим к решению этих задач метод, изложенныйт в § І и 2. 
Токи на элементах системы имеют только х-ю компоненту К = Кх и 
зависят от одной координаты x. В соответствии с (12a) запишем двух
стороннюю поверхностную плотность тока так:

K = (K^ K2,...tK^

т. e. К = Кп на Sn.

На поверхности S злементов системы тангенциальная составляющая 

E равна Ех. Только она и будет входить во все формулы для нахожде
ния тока.

Используя (4) и (4a), легко получить следующие выражения для 
интересующей вас компоненты (аналогичные формулы см. в [1]):

^=“^(£+^2 $ КпН^ ^х - Х'У + (у - yJ*) ^'.(18^4)

71=1 (71)

где x\ y', z'— координатыточки интегрирования, и

N 00Ех = —4^(^ + А0 2 Гп 5 Кп $ T <rr’ vrn)e^*-*^dwdx', (18B)
n=l (71) —00
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где
T (rr> vr>) = Po (M < (vr') при r < r', (19В)

(J0(rr')^2,(vr) при г>г',

ъ = у^к2 — w2, Imv<0; r', 9', x' — цилиндрические координаты точки 
интегрирования; JQ(x) и H^(x) — цилиндрические функции. Знак (n) 
под интегралами означает, что интегрирование по x' производится в 
пределах и-го элемента. Учитывая, что x' и x в пределах и-го элемента 
Sn пробегают интервал от хп — а до xn + а, удобно в каждом из таких 
интервалов произвести замену переменных по формулам

x' = a£ + хп, — 1 <: В < 1 и x = ari + хп, — 1 < vj < 1. (20)

При этом оба выражения (18) запишутся так:

£д. = ат(^ + х2^2 5^"®С’-^-Й^на5«- (21)

n=l-l

Здесь введены обозначения: x = ка;

Gmn (^) = — 4^ Н™ (kУ(ат]+ хт — xn)2 + (ут — упу); am = 1, (22A)

oo
nr r (* 1

Gmn (^) =----- 2^eT J ^ (ГГт’ ѴГп^ e^^m-^n) dw, am = ^- . (22B)
—oo

Таким образом, вместо общей для всей системы координаты x' (x) мы 
пользуемся в пределах каждого элемента системы местной координатой 
5(^), отсчитываемой от середины (х = хп) рассматриваемого элемента.

Из формул (22) и (195) сразу вытекает следующее соотношение:

Gmn (^) = Gnm (— rj), (23)

Отметим также, что в задаче А под Sn понимается двухсторонняя по
верхность ленты единичной длины вдоль оси z (так как поле не зависит 
ст координаты z).

Ив формулы (21), в соответствии с обозначениями (4) и (4a), следует, 
что

L = (^ + x0 ; ^ = £K = а- 3 5 K”®G™^-№ на 5m. (24) 

n=l —1
В отличие от (4a) здесь в выражениях для L и 5? отброшены несуще
ственные множители а”2 и а2, a также опущены стрелки над К и Кп, 
так как последние имеют только одну составляющую.

Обратный оператор L”1, удовлетворяющий условию LL"1 = 1, как легко 
показать, определяется формулой

F = L'1 (— E°x) = Ате™‘ + Вте~ікг> — 1 ^ £* sin x fo — g) d% на Sm, (25) 

0
Постоянные интегрирования Ат, Вт(гп = 1, 2,...,2V) находятся жз 
условия обращения в нуль тока на концах (у = +1) тп-го элемента 
системы, т. e.

^m(l) = ^m(-l) = 0, wi = l, 2, ...,W. (26)

Всюду ниже при рассмотрении задач А и В оператор $ = X опреде
ляется формулой (24), a F — формулой (25).
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5. ПОСТРОЕНИЕ БАЗИСА Х{п) ДЛЯ ЗАДАЧ А И В

Поскольку в задачах А и В ток имеет только одну х-ю компоненту, 
то и базисы У(п) и Х(п), при помощи которых он выражается, могут 
быть взяты на S в виде скалярных функций.

Базис У(п) проще всего построить, используя семейство функций, 
аналогичное применяемому при разложении в обычный ряд Фурье. 
Однако, учитывая необходимость удовлетворения граничным условиям 
(26), эти функции не должны (все) иметь период, равный двум и обра
щаться в нуль на концах основного интервала (—1,1). Кроме этого,они, 
естественно, должны являться полной системой на интервале (—1,1) в 
интересующем нас классе функций.

В противном случае, как легко проследить, условия (26) будут фор
мально удовлетворяться при любых Ат и Вт, вследствие чего сильно 
затруднится определение последних. Всем перечисленным выше требова
ниям удовлетворяют функции exp(znag), n = 0, +1, + 2, ..., где a — 
фиксированное число, лежащее в интервале 0 < a < л. Например, можно 
положить a = rc/2, однако, по-видимому, сходимость рядов улучшится, 
если взять a ближе к rc.

Используя эти функции, запишем У(п) в виде

y(n) = (y(n)) y(n). . . " у£))( п = 0) І5 2, . . „ (27)

где
У<п) = 0 при ѵ=£И; У("’ = е^.

Здесь p, и a — целые числа, причем 1 ^ [л <^ N, — oo < a < оо; оба числа 
находятся из выражений

n = 2 (7Va 4~ P0 — 2 при n — четном, | (27а)

n = — 2 (7Va — pi) — 2N — 1 при n — нечетном./

Такое представление неотрицательного целого числа n единственно. 
Вследствие (27а), каждому числу a соответствует N различных чисел n. 
Некоторое усложнение по сравнению с обычным рядом Фурье объясняет- 
ся тем, что в нашем случае при помощи базиса (27) необходимо пред
ставить функцию, любым образом заданную на N интервалах — 1 < | < 1, 
соответствующих N элементам системы.

Задав при помощи (27) исходный базис У(п), найдем по формулам 
(13) ортонормированный базис Х(п). Для этого прежде всего изложим 
метод расчета элементов определителей dmn. Используя (13а), с учетом
(7) и (27), можно написать

N
dmn = 2 \ Y^%Y^dS = J Y^Y(n}dS. (28)

A-=1 (S^) (Sp,0

Из формул (24) и (27) следует, что

1
£У("’ = a^ ^ У^> (I) G^ (7) - e) dt на S^ 

—1
и

У£° (I) = еіт\ У^’ (^) = еІ0'°%

где целые числа о, pi и a', p/ определяются из представления (27а) для 
n и m соответственно.
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Подставив написанные выражения в (28) и переходя от интегрирова
ния по dS к интегрированию по dr^ (см. (20)), найдем,

1 1
dmn = ^ еіо'»’

—1 —I

Этот двойной интеграл можно свести к однократным, заменив перемен
ную 8 на g' = г; — 8 и меняя порядок интегрирования по формуле Ди
рихле. В результате, учитывая соотношение (23), найдем

е—га (a4-o') 

іа (о + а')

Здесь

P^ = ^^uGH

0

(30)

(30a)

— коэффициенты типа Фурье функции G,*(5) в интервале (0,2). Напом
ним (см. (27a)), что

n =
'2 (Nc + p0 — 2

— 2(2Ѵа — р.) — 22Ѵ — Г

m
2(2Va' + pO-2, 

-2(Na'-p')-2N 1,

— oo < а, а' < oo, )

1 < p., ix' < 7V; n, m ^ 0. |
(31)

Таким образом, для определения dmn, т. e. для построения базиса 
Х(п), нужно знать коэффициенты (30a) типа Фурье ядер Gf* (g) в интер
вале (0,2). Xм можно записать в виде (см. (15a))

y(n) ѵ(п)\
Л2 , . . ., Ajv Ь (32)

где

Xn) = lZ 1 = 2 Д™1^™*, v = l,2,...,N, (32a)
V DnDn+l m=Q

как это сразу следует из формул (13) и (27).

6. РАСЧЕТНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ТОКОВ В ЭЛЕМЕНТАХ СИСТЕМЫ

Построив Х(п), можно при помощи (12) найти плотность тока К на 
поверхности 5 элементов системы. Для этого прежде всего определим 
коэффициенты в формуле (12). Используя (13). можно написать

^00..................................... &0n

1
= Г^л7і

(X(n), F) =
&n-l, 0 • • • • ^n-l, n

(У(0), F)... (У(п), F)

где, как это следует из (7) и (27),

1

n

2
Л=0

D^+1\YW, F),

(33)

n=0,l,2,.... (34)

1

гад^і
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Здесь Fy, = F на 5И, а о и р, однозначно определяются числом n гіри 
помощи (27a). Таким образом, формулы (33) и (33a) определяют коэффи
циенты разложения (12) (если F известно), а следовательно и 
K = (K^, K^...,K^). Действительно, из формул (12), (32) и (32a) 
следует

к- = 3 .ЙЙД 2 «“г!"’, v - 1, 2.........N

n=0 ' " "+l m=0

или, подставляя вместо Уѵт) его значение из (27),

^=2 3'^5S=^nnt1^, v = l,2,...,N'. (35)

Используются обозначения в соответствии с (15a).

n=Qm=Q ' п п+!

Штрих у E(E') указывает на то, что суммирование идет только по тем 
значениям тм, которые допускают представление типа (27a):

m = 2 (2Va' + v) — 2 или m = — 2 (2Va' — v) — 2N — 1, (36)

где v задано, а о'—любое целое число, при котором О^тп^и. Бла
годаря связи (36) между a' и m правая часть (З5)_неявно зависит от v. 
Напомним, что В^т1* — алгебраическое дополнение элемента гіП7П‘вопре- 
делителе 7)п+і (см. (13a)). Формула (35) определяет плотность тока на 
поверхности Sv ѵ-го элемента системы в случае, когда F полностью опре
делено. Однако, как это следует из формулы (25), в рассматриваемых 
примерах F известно пока лишь с точностью до 2N постоянных — Ап и 
Bn (n = l,2,...,7V). Определить их можно при помощи условий (26).

Для этого прежде всего перепишем выражение (35), выделив в нем 
явно постоянные Ап и Вп. Введем функции* е&> =(е^\ e^,...,e^), 

n = 1, 2,. . ., N, заданные на 5, у которых

e™ = Ьпр. (36a)

При помощи их можно записать F на S следующим образом (см. (25)):

N N
F = e^ 2 ЛРе(Р) + е~ікг> 2 ВРе(Р) + 81 (37)

p=i ip=i

где

g = —^££sinx(  ̂— g)d;. (37a)

0

Здесь нужно иметь в виду, что при нахождении g на Sm следует под 
интеграл подставлять значение Е°х1 соответствующее этому элементу. 

Таким образом, на разных Sm E* является различной функцией g. Под
ставляя выражение (37) в (35), найдем после несложных преобравований

N N
Kv = 2 ЛРГѴ(£; ЛДО)+ 2 ВД (g; e_^e^) + Гѵ (£; g). (38)

lP=i P=i
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Здесь

Г.«; F) = 2 2’ ^ffgH />«+■>«<•••= (38a)

n=om=O ' п п+х

— обычная функция от £ и функционал от F; зависимость от v входит 
неявно благодаря связи между а' и m, на что указывает штрих у суммы 
(см. (36) и выше). Теперь можно определить постоянные Ар и Вр, Для 
этого используем условия (26), которые дают 2N уравнений для опре
деления 2N постоянных:

V ИРГѴ (+1; e^e(P)) + V ВРГѴ (+1; e_^e^) = —Гѵ (+l;g), 
P=i P=i (39)

v=l,2,...,7V.

Определив отсюда постоянные Ар и Вр, задачу нахождения токов (38) 
можно считать законченной. Для вычислений по формулам (38) и (38a) 
следует пользоваться выражениями (33) и (34), в которые вместо F нужно 
подставлять интересующие нас функции, Так, например, из (34) получим

1 1 \ 
(У(п), g) = — ^ g^) ei»«e d^ (g= g^ на SJ, 

—1

(У(п), ет«Мр>) = 2 sin (ao =F x) £
a^(ao"^x)°ptt‘

(40)

Характерным для развитого метода является то, что в конечные расчетные 
формулы входят только коэффициенты типа Фурье (30а) и (40). Методика 
их расчета достаточно известна и поэтому на ней можно не останавли
ваться.

7. ЗАДАЧИ А И В В СЛУЧАЕ ОДНОГО ЭЛЕМЕНТА

При N = 1 решение имеет свою специфику, поэтому этот случай сле
дует рассмотреть отдельно. Все вычисления упрощаются, ибо величины 
К, Y(n), Х(п) становятся однокомпонентными (см., например, (27)), т. e. 
должны быть определены только на одном элементе. Кроме того, так как 
при N = 1 четному (нечетному) распределению сторонней эдс EQ (g) на 
элементе соответствует четное (нечетное) распределение плотности тока 
К (£), построение базиса Х(п) может быть также упрощено. Более того, 
разбив EQ(%) на четную и нечетную составляющие, можно соответствую
щие им токи находить порознь. Все это позволяет при построении базиса 
Х(п) пользоваться также семействами функций с периодом, равным двум. 
Однако и в этом случае требование о неравенстве нулю этих функций 
на концах интервала (—1,1) сохраняется. Учитывая сказанное, будем 
исходить из двух семейств

Y^ = cos (яиВ) 

и (41)
УнП) = sin a (n + 1) £ (0 < a < rc), n — 0, 1, 2, . . . ,

которые вместе представляют полную систему в интервале (— 1,1). Теперь, 
если произвести ортонормировку (в смысле (9)) семейств УчП) и УнП) порознь, 
мы опять придем к формулам типа (13), (13а) для ортонормированных 
функций ХцП) и X^, в которых вместо У(п) должны стоять Y™ и Y^ 
соответственно. При этом ХчП) будут четными, а ХнП) — нечетными функ
циями £.
б Радиотехника и электроника, № 12
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Подставляя в первую формулу (13a) взамен У(п) функции первого или 
второго семейства (41), найдем*  соответственно (после выкладок, анало
гичных проведенным выше [см. (28) — (30)])

* При m = n dnn находится при помощи предельного перехода в формулах (42) 
м (43): dnn = limdmn, например, по правилу Лопиталя.

m^n

о о

&mn — 2 / л 4tn4-n rnsm nsn
n ' ' n2 — m2

для Дп), (42)

&т—і, n-i =
2n (s(rn) cos an — c(n) sin am) 

a (n2 — m2)
. 2m (s<n> cos am — c^ sin an)

^ a (m2 — n2) Д■ля x£”.

(43)
Здесь

2

^n ~
^G(e)sin(wS)dfc G(|)

= Gn(B),
0
2 2 (44)

$<n) == ^ G (g) sin an (i — 1) dg; c<") = ^ G (£) cos an (g — 1) d%,

где Gn(l) определяется формулой (22A) или (22B). При N = 1 вместо 
формулы (30) следует пользоваться выражениями (42) и (43). Вследствие 
того, что G (5) и ХчП) (I) — четные, а ХнП) (E) — нечетные функции g, сле
дует, что Xqn) и X™ также ортогональны между собой (в смысле (9)) 
при любых n и m. Действительно, в рассматриваемом случае

1 1
(X<n), %Х™) = $ X™ (7)) *J  X™ (й G (rt - g) dl d^

—1 —1

Внутренний интеграл есть нечетная функция vj, поэтому все подынте
гральное выражение внешнего интеграла также представляет собой не
четную функцию 7j. Отсюда, используя самосопряженность оператора $, 
имеем

(х!Г\ $х™) = (%х™, x™) = о.

Учитывая все сказанное, вместо формул (12) и (35) получим следующие:

x= 2 (^n>- Vх™ + 3 (x"n)’ F)x="’’
n=0 n=Q

К =
oo n

3 3 (X™. F)

V"Dn4Dn+1
4D(nm1} COS (r.mt) +

(45)

oo n

+ 3 3
п—0 m=0

(Х^\ F) 

^Hn HnV Пп ^n+l

HP^+1) Sin a (m + 1) g. (46)

Индексы «ч» и «н» сверху перед D означают, что эти определители нахо
дятся по формулам (13a), в которых вместо У(п) фигурируют Y^ и УнП> 
(см. (41)) соответственно. Другими словами, элементы гітпэтих определителей 
следует находить по формулам (42) и (43). Если Ex(ty — четная (нечетная) 
функция, то в решении (46) пропадают вторые (первые) суммы.

Ограничившись случаем чисто четного распределения сторонней эдс 
jE^(g), преобразуем (46) к виду, аналогичному (38). Используя выраже-
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ние (37) для F, найдем

где

К = ЛОГ (I; cos X7)) + Г(£; g),

(47a)

При этом положено Л0 = Лх + Bt и учтено, что (Xi"*, e****) — (X^\ cosx^). 
Постоянная Л0 находится из граничных условий (26):

Л0 — Г(1: g)
Г (1; cosxT]) " (48)

Величины типа (X£n), F), входящие в (47a), находятся по формулам, 
аналогичным (33):

(X<n), F) = 1 2 ЧРЙ+1) (У™, F), (49)
Ь;% £

где

(У<к), F) = 1 J F (71) cos (Лкті) cfy. (49a)

В интересующих нас случаях, когда 7^ = cosx^ или F = g, последний 
интеграл берется элементарно. Для нечетного распределения сторонней 
эдс EQ (g) получим аналогичные формулы, отличающиеся заменой Y^ 
на У^п).

Решение задач электродинамики развитым здесь методом связано 
с построением счетного ортонормированного в смысле (9) базиса. Решение 
представляется в виде ряда по функциям этого базиса с окончательно 
определенными коэффициентами. Это возможно лишь для задач с само
сопряженными операторами. Поэтому выбор скалярного произведения 
(см. (7)), т. e. по существу метрики, произведен так, чтобы заданный 
оператор оказался в ней самосопряженным. Операторы в задачах, свя
занных с уравнениями Максвелла, не эрмитовы, поэтому при введении 
обычной метрики с помощью скалярного произведения типа Гильберта 

[(Л,В) = /ЛВ*гі5] эти операторы оказываются несамосопряженными.
Выражаю признательность Л. А. Вайнштейну, прочитавшему рукопись 

и сделавшему замечание, способствовавшее ее улучшению.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1 962 № 1

О ВАРИАЦИОННЫХ МЕТОДАХ РАСЧЕТА ПАРАМЕТРОВ, 
ЯВЛЯЮЩИХСЯ ЛИНЕЙНЫМИ ФУНКЦИОНАЛАМИ 

ИНТЕГРАЛОВ УРАВНЕНИЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

Я. H. Фелъд

Дан общий метод построения функционалов, стационарных для 
функции, совпадающей с решением заданного линейного операторного 
уравнения.

Стационарные значения указанных функционалов могут быть сде
ланы равными любому параметру, являющемуся линейным функцио
налом решения операторного уравнения.

Метод применим для уравнений как с симметричными, так и несим
метричными операторами и может быть использован для приближенного 
расчета различных параметров. В качестве примера дано стационарное 
выражение для диаграммы направленности цилиндрических зеркал.

ВВЕДЕНИЕ
Прямые методы вариационного исчисления широко применяются при 

решении различных задач математической физики.
Заменяя дифференциальное или интегральное уравнение эквивалент

ным вариационным принципом и используя те или иные прямые методы, 
находят приближенные решения в виде рядов, которые обычно сходятся 
довольно медленно.

Значительно лучшие результаты получаются, если требуется опреде
лить какой-либо параметр задачи: собственную частоту колебания, коэф
фициент отражения, сопротивление и т. п. Необходимо только сформули
ровать эквивалентный вариационный принцип так, чтобы с т а ц и o- 
н a p н о e з н а ч e н и e ф у н к ц и о н а л а, фигурирующего в нем, 
совпадало с искомым параметром. При этом уже в первом приближении 
можно получить достаточную для практики точность. Последний прием 
получил широкое распространение в работах Швингера и его сотрудни
ков [1].

Важный шаг сделан в одной из последних работ Вайнштейна [2], где 
применен функционал, стационарное значение которого может быть сде
лано равным искомому решению исходного уравнения, если оператор, 
фигурирующий в нем, симметричен.

В настоящей статье описан общий прием для построения различных 
функционалов, позволяющих формулировать вариационные принципы, 
эквивалентные заданному линейномуоператорному уравнению. Приэтом 
результаты работы [2] обобщены в двух направлениях: 1) на случай урав
нений с несимметричными (несамосопряженными) операторами, 2) на слу
чай гильбертовой метрики.

1. ОБЩИЙ МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

Рассмотрим операторное уравнение типа
Gu = /. (1)

Здесь G — линейный оператор, определенный на некотором классе А век
торных функций *;  и — искомое решение, которое ищется в указанном 
классе Л; / — заданная внешняя «сила» (из того же класса Л). Введем

* В общемслучае векторная функция и = (щ, иг, ...» uN). Полагается, что класс А
удовлетворяет всем требованиям, необходимым при дальнейшем рассмотрении.

371



54 Я. H. Фельд

(2a)

(26)

билинейное скалярное произведение (u, v) (где w, ѵ£ Л), удовлетворяю
щее условиям

(au + р», w) = a («, w) + 3 (v, w),

(и, v) = (v, и) или (u, v) = (v, u),
если (u, v) = 0 для любых v g Л, то и = 0.

Здесь а и p — постоянные числа; w, v, w — любые функции из класса Л; 
черта означает комплексно-сопряженную величину.

Тогда, как известно [3], если оператор G симметричен, т. e.

(Ga, v) = (u, Gv), (3)

то решение уравнения (1) эквивалентно нахождению функции w, обеспе
чивающей стационарность одного из следующих двух функционалов:

L{u} = (u, /) + (/, u) — (Gu, и), (4a)

L{u} =
(и, f) (f,u)

(Gu, и) * (46)

где функция / не варьируется. Стационарные значения этих функциона
лов равны LcT = (w, /), где и — решение уравнения (1). Поскольку / — 
фиксированная заданная функция, то только в исключительных случаях 
искомый параметр задачи может совпадать с АСт-

Представляет поэтому интерес построить функционалы, условие ста
ционарности которых эквивалентно уравнению (1) и из которых можно 
выбрать функционал, стационарное значение которого совпадает с иско
мым параметром задачи. При этом желательно избавиться от ограничений, 
связанных с симметричностью оператора G (условие (3)).

Введем прежде всего вспомогательное уравнение

Tv = F, (5)

где T — некоторый линейный оператор; v — искомая, a F — заданная 
функции, обе Ио «ласса Л.

Объединим уралізния (1) и (5) в одно матричное уравнение

%X = $, (6)
где оператор — матрица

М»г), м
*=В MQ <6б>

— одностолбцовые матрицы класса В, элементами которых являются
функции класса Л. Введем для любых двух элементов класса В понятие
скалярного произведения <Х, У>, удовлетворяющего условиям типа (2). 
Тогда если оператор fy симметричен:

<$Х, У> = <Х,'$У>, (7)

то решение уравнения (6) будет эквивалентно нахождению элемента X 
из класса В, для которого обращаются в нуль вариации функционалов 
типа (4). В рассматриваемом случае они имеют вид

X {A} = <X, ^> + <f, Х> - <$Х, Х>, 
<zrv> _ <Х^Х^,Х>
^W“ <^,Jf> (8)

Определяя различными (допустимыми) способами скалярное произ
ведение <Х, У>, будем получать разные функционалы.
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Так, например, пусть скалярное произведение определяется следую
щей формулой:

<Х,У> = (их,^) + (»х,»«),,гдеХ=^^, У=(“^- (9)

Легко убедиться в том, что условия типа (2) относительно X и Y 
выполнены *.  Условие (7) сводится при этом к равенству

* Операции сложения и умножения на число в классе В те же, что и в теории 
матриц.

(Gux, Vy) + (Tvx, Uy) = (uXi Tvy) + (vx, Guy).

Так как ux, uy, vx, ѵу — любые функции из класса Л, то написанное 
равенство эквивалентно следующим двум:

(Gux, Vy) = (ux, Tvy), (Tvx, Uy) = (гх, Guy).

Последние, в свою очередь, будут выполняться, если

(Gu, v) = (и, Tv) (10)

при любых и, v из класса А.
Таким образом, вспомогательный оператор T должен быть сопря

женным по отношению к заданному оператору G. Используя общепри
нятое обозначение, можно написать

T = G\ (10a)

Что касается G, то он может быть любым линейным оператором, 
в частности несимметричным.

Функционалы (8) принимают теперь вид

£ = (u, F) + (F, и) + (v, f) + (/, v) — (Gu, v) — (v, Gu), 
а> = <(». F) + (?. /)} l(F, и) + (7, ѵ)} (11)

(Gu, v) + (v, Gu)

Если реализуется первое из условий (26), то выражения (11) упро
щаются:

£ = 2{(u, F) + (v,f)-(Gu, ѵ)},
c _ {(u, F) + (*,  /»2 (12)
^ 2(Gu,v)

Стационарное значение этих функционалов найдем, подставив в них 
в качестве и и v решения уравнений (1) и (5). Так как для этих решений 
справедливо равенство

(u,F) = (v,/), (12a)
то легко получить

£OT=2(u,F). (126)
Второй из функционалов (12) можно преобразовать. Для этого рассмотрим 
выражение

{(u,F)-(v,f)}*
2 (Gu, v)

Учитывая (12a), легко видеть, что вариация его обращается в нуль 
при и и v, совпадающих с решениями уравнений (1) и (5). Стационарное 
значение его также равно нулю. Поэтому можно вычесть его (ничего не 
изменив) из правой части второго функционала (12), после чего получим

^ _ 2 (к, F) (у, /) /12в)
^ “ (Gu, v) ' ѵ 7

Функционалы (12в) и первый из (12) формально совпадают с функцио
налами, приведенными в работе [2], однако между ними есть и существен
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ная разница. Как следует из вырода, функционалы (12) и (12в) стационар
ны для значений и и v, удовлетворяющих уравнениям

Gu = /, G*v = F,
«

где G — любой линейный оператор; G* — с ним сопряженный. В цитиро
ванной же работе [2] функции и и v подчинены уравнениям

Gu = /, Gv — F,

и потому функционалы оказываются стационарными только для с и м- 
м e т p и ч н ы x линейных операторов G.

При реализации второго из условий (26) функционалы (11) можно пред
ставить в виде

X = 2 Re {(и, F) + (v, /) — (Gu, ѵ)},

= |(u, F) + (y, /) p (13)
* 2Re(Gu,y)

Теперь решения уравнений (1) и (5) удовлетворяют соотношению

(w, F) = (v, /), (13a)

поэтому
^cT = 2Re(zz,^). (136)

Для того чтобы в этом случае получить Im(w, F), поступим следующим 
образом. Поскольку выражения (13) и (136) получены при произволь
ных F (из класса Л), то, заменяя в них F на iF и v на iv (последнее 
вследствие линейности оператора T = G*, фигурирующего в (5)), получим

X = 2 Im {(ц, F) — (v, f) — (Gu, ѵ)},

у l(p,/)-(tt, F) p (14)
^ 2 Im (Gw, v)

^cT = 2Im(u,F). (14a)

Функционалы (14) также стационарны для и и v, удовлетворяющих 
уравнениям (1) и (5).

Заметим, что последний результат можно получить используя приве
денный выше общий прием, вводя скалярное произведение в классе В 
при помощи выражения

<Х, У> = (ux, ivy) + (ivx, Uy). (15)

Вторые функционалы в (13) и (14) можно также представить в не
сколько ином виде. Для этого вычтем соответственно из их правых 
частей выражения

l(u, F)-(v,f) I2
2 Im (Gu, v)2 Re (Gu, v) ’

|(и, F)-(v,f) I2

Это допустимо, так как вследствие (13a) вариации этих выражений 
обращаются в нуль для и и v, совпадающих с решениями уравнений (1) 
и (5).

После этого получим
2 Re (у, /) Re (u, F) 

Re (Gu, v) ’ 
2Im(y, /)Im(u, F) 

Im(Gu, у)

X =

2 =

(16)

(17)

Стационарные значения этих функционалов по-прежнему определяются 
выражениями (136) и (14a).
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Любой интересующий нас параметр, являющийся линейным функцио
налом решения уравнения (1), можно представить в виде (u, F), где F — 
соответствующим образом подобранная функция. Поэтому полученные 
функционалы решают поставленную в начале статьи задачу для урав
нения (1) с любым линейным оператором как симметричным, так и несим
метричным. Обобщение на случай несимметричных операторов весьма су
щественно, так как позволяет при решении задач электродинамики вво
дить гильбертову метрику, в которой, как известно, электродинамические 
операторы оказываются несимметричными.

2. ДАЛЬНЕЙШЕЕ ОБОБЩЕНИЕ

Более общие результаты найдем, определив скалярное произведе
ние в классе В при помощи формулы

<X, Yy = (8их, Vy) + (Ггх, Uy), (18)

где $ и £*  — два заданных линейных взаимно сопряженных [($и,ѵ) = 
= (w, $*г>)]  оператора. Условия типа (2) при этом оказываются выпол
ненными для скалярного произведения (18), а равенство (7) сводится 
к следующему:

* (%Gu,v)+(%*Tv,u)

Если реализуется первое из условий (26), то функционалы (21) можно 
записать так:

£ = 2 {(£», F) + (v, %fi - (Gu, 3Tr)b
a,_tt%u.F) + (v,%W (22}
^~ 2(Gu,&v)

Второй из функционалов (22) можно, как и выше (см. (12) и2(12в)), 
преобразовать к виду

v_2&u,F)(v,%f) /оо„ч
Л — (Gu,%'v) * lZZa'

Стационарное значение функционалов (22) и (22a) равно (поскольку 
при этом (Su, F) = (S*v, /))

(<SGux, Vy) + (8*Tv Xf Uy) = (8uxt Tvy) + (%'vx> Guy).

Так как их, ѵх, иу> ѵу произвольны, то оно эквивалентно двум соотно
шениям

(g’Gux, Vy) = (£их, Tvy), (8*Tv x, Uy) = (S*v X9 Guy).

Последние, очевидно, выполняются, если справедливо равенство

(%Gu, v) = (w, ё*Тѵ)  при любых и, v^A, (19)

поскольку <£ и $*  взаимно сопряжены.
Таким образом, для выполнения условия (7) необходимо и достаточно, 

чтобы
8G = Г%, (20)

где T*  — оператор, сопряженный с T [(Ти, v) = (и, Z*v)J.  Это единственное 
условие, которому должны удовлетворять операторы T и $.

Если оно выполнено; то, используя (8), можно получить следующие 
стационарные функционалы:

X = (&u, F) + (&4/) + (£/, v) + (8'F, и) - (8Gu, v) - (Г7Ч u),
(21) 

ѵ _ {(»«, F) + (»-*>,  /)} {(£/, V) + (%'F, и)}

Зст = 2 (gu, F). (226)
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При реализации второго из условий (26) выражения (21) принимают 
вид

Z = 2 Re {(£и, F) + (£/, v) — (Gu, Гг;)},

«, „, I (%». ^) + (?, %/) |г 
л 2 Re (Gu, %*-v)

Так как теперь решения (1) и (5) удовлетворяют соотношению

(&u, F) = (g'v, f), (24)
то

(23a)

Заменяя в (23) и (23a) F на iF и v на iv, получим стационарные

£ст = 2 Re (8u, F).

функционалы

X = 2 Im ((&w, F) + (£/, r) - (Gu, %'ѵ)},

и

«, \(v,%f)-(%u,F)F (t)^
*~ 21m(Gu,Wv) ^>

£CT = 2Im(£B,F). (25a)

Элементарные преобразования, аналогичные приведенным выше, позво
ляют привести вторые функционалы в (23) и (25) к виду '

2 Re (gu, F) Re (v, %f) 
Re(Gu,&*p) ’

2 Im (gw, F) Im (г>, %/) 
Im (Gu, %*v)

(26)

(27)

Вернемся к условию (20). Оно, очевидно, оставляет значительный 
произвол при введении вспомогательных операторов T и $.

Можно, например, удовлетворить условию (20), задав T (как и в пре
дыдущем параграфе) при помощи равенства

T = G*. (20a)

После этого (20) перепишется так:

$G = G%, (206)

т. e. оператор S должен удовлетворять единственному условию переста
новочности с G.

Найденные в этом параграфе результаты не могут быть получены из 
предыдущего простым переопределением скалярного произведения (u, v), 
например, заменой его на ($w, v), как это кажется на первый взгляд. 
Действительно, для того чтобы

[и, г] = (gw, v)

удовлетворяло условиям (2), $ должно быть симметричным, чего не тре
бовалось выше; кроме того, необходимо еще определить T при помощи 
соотношения

[Gu, г] = [и, Тѵ] и т. д.

С другой стороны, можно получить стационарные выражения для 
величин типа (226) или (23a) и (25a), используя полученные ранее формулы 
(12) ((12в)) или (13) и (14) (^16) и (17)), заменив в них F на S*F. Однако
этот прием требует нахождения v из уравнения

Tv = g*F,

которое может оказаться сложнее, чем уравнение (5).
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О вариационных методах расчета параметров 59

Цилиндрическое зер
кало слинейным облу-

Пример. Стационарное выражение для диаграммы 
н а п p а в л e н н о с т и с и с т e м ы т о к о в. Рассмотрим плоскую задачу 
о возбуждении цилиндрического зеркала произвольной формы линейным 
источником (рисунок), первичное поле которого

£’ = Я^(ЛЯ)ф(Ф) (28)

поляризовано параллельно образующим зеркала. Здесь ф(ф) — диаграм
ма направленности первичного источника; H^ — функция Ханкеля; 
R, ф — цилиндрические координаты.

Двухсторонняя плотность тока u, возбуждаемо
го на зеркале, удовлетворяет уравнению

Gu = / на Z0, (29)

где

G=~ ^(kr)dl- f = H™(kR)y(<p).

do) чателем

Здесь интегрирование идет по контуру lo сечения зеркала; r — расстояние 
между точками интегрирования и наблюдения, лежащими на Zo.

Введем скалярное произведение при помощи формулы [4]

(н, г) = f uvdl. (30)

do)

Оператор G при этом оказывается симметричным (G = G*). Если теперь 
задать F в виде плоской волны:

F = 1 e^, (31)

где n — произвольный единичный вектор, лежащий в плоскости сечения 
зеркала, то формула (12в) даст стационарное выражение для диаграммы 
направленности.

Действительно, из (126), (30) и (31) следует

jgcT= {ueikRndl,

do)

а это и есть диаграмма направленности ]5] системы токов и. Ее следует 
рассчитывать по формуле (12в) (или (12)), подставив вместо и и v прибли
женные решения уравнений (1) и (5), помня, что в последнем T = G. В ка
честве такого приближения можно взять умноженное на с/2л значение 
касательной (к зеркалу) составляющей магнитного вектора первичной 
волны. Так как электрический и магнитный векторы последней равны по 
величине и сдвинуты в пространстве на 90*, то, учитывая, что они чис
ленно совпадают с / и F (см. (29) и (31)) при решении уравнений (1) и 
(5) соответственно, найдем

^
и ~ 2H^ (kR) Ф (ф) sin (R, ^ , (32)

; ; _z^^x С

v ~ eikRn sin (— n, т) ^'

Здесь т — вектор, касательный к контуру Zo в рассматриваемой точке.
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60 Я. H. Фельд

В заключение отметим, что различные вариационные принципы исполь
зуются в теоретической физике, в частности в теории столкновений [6]. 
Однако они отличны от рассмотренных здесь, и нам кажется, что пос
ледние предпочтительнее для задач электродинамики и теории антенн.
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P A Д И 0 T E X H И К A И Э Л E K T P O H И K A

1 9 6 3 № 2

СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТЕОРИИ СИНТЕЗА АНТЕНН

Я. H. Фелъд, Л. Д. Бахрах

Излагаются основные методы современной теории синтеза антенн.

ВВЕДЕНИЕ

Синтезом антенн принято называть класс задач, связанных с нахо
ждением законов распределения излучающих источников — токов или 
полей в антенне, обеспечивающих создание заданной диаграммы на
правленности. При этом, в отличие от теории синтеза цепей, остаются 
в стороне вопросы построения конкретной схемы антенны, реализующей 
найденное распределение источников.

Первые работы по синтезу антенн появились в 1937 г. В них уже 
рассматривались задачи синтеза линейной антенны и дискретной линей
ной решетки [1, 2]. С тех пор поток работ по синтезу антенн в нашей и 
зарубежной литературе не иссякает и охватывает все более широкий круг 
вопросов. Для того чтобы разобраться в них, разобьем их, впрочем до
вольно условно, на ряд групп.

I. Определение классов диаграмм направленности, точно реализуе
мых при помощи антенн различных типов (дискретных, линейных, плоских 
и т. n.), а также нахождение распределений источников, создающих эти 
диаграммы.

II. Расчет распределений источников в антеннах различных типов,
создающих диаграммы, достаточно хорошо аппроксимирующие любыѳ 
заданные, в том числе и не принадлежащие к классу реализуемых диа
грамм.

III. Изучение вопросов, связанных со «сверхнаправленностью» антенн.
IV. Рассмотрение «оптимальных диаграмм и методов их реализации.
V. Синтез антенн с качанием луча.
Прежде чем перейти к рассмотрению перечисленных групп, приведем

здесь основные определения и формулы для диаграмм направленности.
Диаграммой направленности антенны (по полю) называют векторную 

функцию .F(0,qO, характеризующую распределение напряженности 

электрического поля E в дальней зоне в зависимости от угловых коорди
нат Ѳ и ф.

Векторы E и F связаны соотношением

(1)

Здесь А — постоянная, выбор которой зависит от нормировки диаграммы 
b', Ѳ, ф — координаты точки наблюдения в сферической системе коорди
нат с центром в области расположения источников. При этом предпола
гается, что последние колеблются по гармоническому закону с зависимо

стью от времени типа eiu>t. Если поле создается токами /, распределен
187
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ными в области S, то диаграмму можно определить при помощи форму
лы [3]

F(0,cp) = 5 [^і [^1]] ettpR‘d5’
(S)

где p — радиус-вектор точки интегрирования (рис. 1); 7?х = R /R — 
единичный орт, направленный на 

(2)

точку наблюдения; к = 2л/% — вол
новое число. Формула (2) справедли
ва для объемной, поверхностной и

линейной областей 5, если под I понимать соответственно объемную, 
поверхностную плотности тока или полный ток, текущий вдоль линии *.

* В последнем случае следует I и dS в формуле (2) поменять местами.

Диаграмма направленности антенн с плоским излучающим раскры
вом S выражается также формулой типа (2). Действительно, если 
такой раскрыв дополнить металлическим (идеально проводящим) флан
цем до полной плоскости (рис. 2), то поле в верхнем полупространст
ве однозначно определяется распределением касательной составляющей 

электрического вектора % = Et в раскрыве S. С другой стороны, из
вестно [3], что это поле не изменится, если раскрыв S заметаллизиро- 
вать и распределить на нем эквивалентный магнитный поверхностный 

ток Kp = [й’п] (n — единичная нормаль к S). Теперь остается только 
применить принцип зеркального отображения для магнитных токов, 
чтобы прийти к задаче о нахождении поля, создаваемого в с в о б о д- 

н о м пространстве магнитными токами 27£и, распределенными на г e o- 
м e т p и ч e с к о й поверхности 5. Задача эта элементарна и при сохра

нении связи (1) между E и F в дальней зоне приводит к формуле [3]

F(0,q)) = ^ [Ях [Жг]] e^dS.

(S)
(2a)

Она, как это следует из сказанного выше, справедлива только для верх
него полупространства (рис. 2).

Все предыдущие рассуждения, как и сама формула (2a), полностью 
сохраняются для плоских импедансных антенн, расположенных на бес
конечной идеально проводящей плоскости (подложке). Второй полови
ны задачи синтеза импедансных антенн — определения закона измене
ния импеданса в пределах области S по найденной из (2a) касательной 
^™,ік —> 

составляющей электрического вектора $ на S — мы в настоящем обзо
ре касаться не будем.
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Формула (2a) остается справедливой в приближении Гюйгенса-Кирх
гофа и для реальных антенн, у которых отсутствуют бесконечные флан
цы и подложки [3]. Необходимо только, чтобы излучающий раскрыв 
был достаточно велик по сравнению с волной. Однако и в этом случае 
формула (2a) достаточно правильно передает диаграмму только в пре
делах основного лепестка и ближайших к нему боковых.

Поэтому в применении к подобным антеннам термин «реализуемая» 
диаграмма, которым мы пользуемся ниже, ввиду приближенности фор
мулы (2a), имеет довольно условный характер.

1. ТОЧНО РЕАЛИЗУЕМЫЕ ДИАГРАММЫ И МЕТОДЫ РАСЧЕТА 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ИСТОЧНИКОВ, ОБЕСПЕЧИВАЮЩИХ ИХ СОЗДАНИЕ

Линейные антенны

Простейшей антенной такого типа является отрезок провода L, вдоль 
которого распределен ток I. Если ось z сферической системы коорди
нат совместить с проводом, как показано на рис. 3, то формулу (2) можно 
записать так:

(3)

Таким образом, диаграмма имеет только меридио
нальную составляющую и не зависит от угла ф. Пер
вый множитель sin Ѳ характеризует направленность 
элементарного источника длины dz, а второй — влия
ние системы источников. Поэтому его называют множи
телем системы * и обозначают буквой f ^F% = S1^Q /j . 

Так как sin Ѳ — относительно медленно меняющаяся 
функция Ѳ, то множитель / по существу полностью 
определяет диаграмму направленности линейной ан

* Или множителем решетки в случае дискретной группы излучателей.

тенны. Его мы и будем ниже называть, для краткости, диаграммой и 
записывать в виде

э-

а
f(u)= ^I(l)e^dl.

—а
(4)

Здесь введены следующие обозначения:

(4a)

Таким образом, 2a есть электрическая длина антенны. Задача син
теза заключается в нахождении распределения тока / вдоль антенны 
по заданной диаграмме /, т. e. в решении интегрального уравнения 
первого рода (4). Оно должно выполняться на сегменте — 1 ^C и ^ 1 
(вещественные углы Ѳ).

Однако, как хорошо известно, подобные уравнения разрешимы не 
для любой заданной левой части /. Поэтому прежде всего укажем 
класс функций f (u), для которых уравнение (4) разрешимо. Это и бу
дет класс реализуемых диаграмм. Рассматривая правую часть выраже
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ния (4) при любых значениях u, в том числе и комплексных, убежда
емся, что она является целой функцией конечной степени <^ о перемен
ного и [4]. Следовательно, и f (u) должна быть целой функцией конеч
ной степени; более того, так как из энергетических соображений выте
кает, что квадрат I (£) абсолютно интегрируем на отрезке — о ^ £ <С о, 
то (вследствие теоремы Парсеваля) и /2 (u) должна быть абсолютно ин
тегрируемой вдоль действительной оси.

Такие функции называются принадлежащими к классу Wa [4]. От
сюда заключаем, что точно реализуемые при помощи к о н e ч н о й ли
нейной антенны диаграммы (множители системы) должны принадле
жать к классу Wa (/ 6 Wa).

С другой стороны, из теоремы Винера — Палей [4, 5] следует, что 
любая функция / £ Wa представима в виде интеграла (4) и ее преобра
зованная по Фурье равна нулю вне сегмента * [— о, а]. Поэтому ре
шение уравнения (4) для реализуемых диаграмм f Q Wa находится прос
тым преобразованием Фурье **

* Почти всюду, т. e. за исключением множества точек меры нуль.
** Формулу (5) в общем случае сжедует понимать в смысле сходимости в среднем 2.

oo
I® = ^\fWe-* udu. (5)

—оо

Это решение абсолютно точное и, на основании сказанного, оно обра
щается в нуль (см. первую сноску) при £ ^> а и g <^ — а. Диаграмма 
f (и) может быть задана на сегменте —1 ^ и <^ 1, и ее следует аналити
чески продолжить на всю действительную ось, прежде чем воспользоваться 
формулой (5). Практически это не представляет труда, так как обычно 
реализуемые диаграммы задаются при помощи аналитического выраже
ния, пригодного для всей действительной оси.
*̂Необходимо  подчеркнуть, что заданная p e а л и з у e м а я диаграм- 
маТоднозначно определяет не только распределение тока (5), но и элек
трическую (а значит и геометрическую) длину антенны, равную длине 
конечного интервала, на котором ток (рассчитываемый по формуле (5)) 
отличен от нуля. Можно дать явное выражение для длины антенны [6] 

kL = hf^) + hf(-^-), (6)

где hf (ф) — индикатор функции / £ Wa, равный [4, 5] 

hf (ф) = Km ^-1п|/ (геіф)|.
r^oo

Антенны с плоским излучающим раскрывом

Рассмотрим плоский излучающий раскрыв 5. Введем декартову и 
сферическую системы координат с общим центром, расположенным на S, 
и общей осью z, нормальной к раскрыву (рис. 4). Ограничимся случаем, 

когда поле $ в раскрыве поляризовано вдоль одного направления, на
пример оси x.

Тогда S = %іх, и формула (2a) для диаграммы запишется так:

F (Ѳ, <p) = [Д иЯп ^- ^ $eikpR‘k2dS. (7)
(S)

Первый медленно меняющийся множитель характеризует направлен
ность элементарного излучателя dS, а второй является множителем си
стемы и, как в случае линейной антенны, определяет направленность
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раскрыва S. Обозначая его через /, придадим ему следующий вид [7]: 

f(u, v) = ^ S(l,rfie^+^dld).

(S')

Здесь введены новые переменные

(8)

u = sin0 cosq); v = sin0 sin^; g = kx\ ц = ky, (8a)

a S' — область, в которую преобразовался раскрыв S в результате за
мены координат x, у на g, ц.

Отметим, что формула (8) для м н о ж и т e л я с и с т e м ы сохра
няется вне зависимости от того, из какой концепции источников, распре
деленных в раскрыве 5, исходить. Ими могут быть магнитные токи, элек
трические, или те и другие (гюйгенсовский источник). Важно только, 
чтобы направление этих токов на 
S не менялось.

Интегральное уравнение (8), 
где / задано, a S ищется, является 
естественным обобщением уравне
ния (5) на случай двух перемен
ных.

Анализ (аналогичныйпровѳден- 
ному для уравнения (5)) с исполь
зованием теории целых функций 
от двух переменных приводит к 
следующим результатам [8].

Уравнение (8) разрешимо, если 
его левая часть f (u, v) удовлетво
ряет условиям:

oo oo

a) ^ ^ I/ (u, v) I2 du dv <^оо;
—oo —oo

б) / (u, v) принадлежит к классу целых функций конечной степени
от двух (комплексных) переменных.

Этими же условиями определяется класс реализуемых, при помощи 
к о н e ч н о г о p а с к p ы Б а, диаграмм f (множителей системы).

Если / принадлежит к указанному классу, то решение уравнения (8) 
может быть получено при помощи двойного преобразования Фурье

oo oo

# <£’ ’l) = 4^- 5 5 f ^’ ^ e~i(u^+v')dudv- (9)

—oo —oo

Величина S’, определяемая формулой (9), обращается (на основании 
теоремы Планшереля — Пойя) в нуль почти всюду вне некоторой к o- 
н e ч н о й области плоскости g, ц. Эта область, зависящая только от за
данной реализуемой диаграммы /, и определяет форму излучающего рас
крыва S' (или S в координатах x, у).

Существует [8] способ непосредственного определения раскрыва S 
по заданной диаграмме /, на чем мы здесь не останавливаемся.

Когда реализуемаядиаграммаимеетвид/(и, v) = f± (u) /2 (v) (Д f РИО1, 
/2 6 ГРО2), то и распределение источников сводится к S’ (g, ц) = ^ (£) S’2 (ц), 
где $х и S^ находятся путем раздельного преобразования- Фурье соот
ветствующих функций /х и /2. Раскрыв 5', естественно, оказывается пря
моугольным, и размер его сторон однозначно определяется функциями /х 
и /2, как и в случае линейных антенн.
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Антенны с плоским круглым раскрывом

Такие антенны являются частным случаем систем, рассмотренных в пре
дыдущем разделе. Однако в случае осесимметричных диаграмм^имеет 
смысл их рассматривать независимо.

Введем сферическую систему координат с центром в центре раскрыва 
S и осью z, нормальной к последнему. Если, как и выше, положить 

8 = Six, где іх — постоянный единичный вектор, лежащий в плоскости 
раскрыва, то остаются справедливыми формулы (7) и (8) предыдущего 
раздела, причем последнюю из них удобно теперь записать в виде [7]

Po 2П
/ = ^ ^ %еікр sin ѳ cos <ф'-ф> k2p dp cfrp'. (10)

0 0

Здесь Ѳ, Ф—угловые сферические координаты точки наблюдения; p, 
ф' — полярные координаты точки интегрирования; р0 — радиус раскрыва.

Ограничиваясь осесимметричными диаграммами (множителями систе
мы), будем считать / и $ не зависящими от ф и ф', после чего (10) можно 
записать так:

Г°
f(u) = 2x^8(r)J0(ur)rdr, (11)

О

где r = Лр; r0 = Лр0; и = зіпѲ; /0 — функция Бесселя.
В работе [9] показано путем сведения (11) к уравнению типа (4), что 

для разрешимости (11) относительно ё (r) необходимо, чтобы / (u) была 
четной целой функцией (аргумента и) конечной степени, удовлетворяю
щей требованию

^ I / (u) |2 и du <^ oo. (12)

о

Этими условиями, таким образом, определяется класс реализуемых, 
при помощи конечных круглых раскрывов, диаграмм /.

Решение уравнения (11) получается при этом при помощи обратного 
преобразования Ханкеля

ос
8(r)=^^f(u)J,(ur)udu. (13)

0

Как и длина, в случае линейной антенны, радиус раскрыва г0 (или р0) 
однозначно определяется заданной диаграммой /, так как выражение (13) 
обращается в нуль при r, большем некоторого значения.

Системы дискретных излучателей

Множитель системы из N дискретных однотипных излучателей, оди
наково ориентированных в пространстве, определяется выражением [3, 7]

f = 2 aneik^‘. (14)

n=0

Здесь n — номер излучателя; pn — радиус-вектор, определяющий поло

жение «центра» тг-го излучателя; 7?x = R/R, где R — радиус-вектор 
точки наблюдения; ап — коэффициент, пропорциональный комплексной 
амплитуде n-го излучателя.
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Зада4а синтеза подобных систем при произвольном расположении 
центров излучателей в пространстве в литературе рассмотрена недо
статочно.

Изучались случаи, когда источники располагались на некоторых за
ранее заданных плоских линиях [2, 10, 11, 12]. Наиболеедетально изуче
ны линейные решетки, у которых центры отдельных излучателей рас
положены на равных расстояниях d вдоль некоторой прямой.

Выражение (14) в последнем случае записывается так:

2V-1

/ = 2 aneinkdcosQ. (14а}
n=0

Множитель линейной решетки по мощности Y определяется как 
l/l2.

Каждому множителю решетки (14a) можно поставить в соответствие 
следующий полином [11]:

N-1
f(z) = 2 °nZn, (15)

n=0

который совпадает с / при z = e<*dcosoe
Задача об определении класса реализуемых, при помощи линейной 

решетки, диаграмм (множителей решетки) тривиальна — это любые 
полиномы от аргумента eikdcosB.

Несколько менее тривиален вопрос о классе реализуемых множителей
Y по мощности. Для них может быть получена, с использованием (14a), 
формула [7]

N-1

4/1 (ѳ) = I /12 = A + 2 2 (An COS Иф + Bn Sin пф}, (16}
n=l

где ф = kd cos Ѳ.
Отсюда следует, что реализуемые Y (Ѳ) принадлежат к классу неотрица
тельных (для вещественных ф) тригонометрических полиномов. Для на
хождения коэффициентов возбуждения (токов) ап отдельных излучателей 
(см. выражение (14)) по заданному (формулой типа (16)) множителк>
Y (Ѳ) поступают [7] следующим образом.

Вводится вспомогательный полином

Ф (z) - 2 Ип - ІВП) z*-i+" + 2Х(Л„ + iBn) Z'V-I-» + Az*-1, (17)

n=l n=l

связанный с (16) соотношением

Т(Ѳ) = |Ф(еіф) (17a)

Легко видеть, что если Ф (zn) = 0, то и Ф (1 / zn*) = 0; кроме того, из 
неотрицательности (17a) следует, что нули, лежащие на единичной ок
ружности, входят только в четных степенях, поэтому можно написать

N-1

Ф (z) = П
n=l

Теперь если ввести полином
N-1 

i(z) = П (Z — Zn), (18)
n=l

то справедливо, с точностью до несущественного постоянного множите-
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ля, равенство
Т(Ѳ) - |/(еіф)|2 = |Ф(еіф)|. (19)

Таким образом, решение задачи синтеза сводится к построению поли
нома (17) (по заданному множителю (16)), нахождению его корней zn 
и, наконец, определению коэффициентов возбуждения ап путем срав
нения выражений (15) и (18) для полинома / (z).

Разделение нулей Ф (z) на две группы zn и Hz*n (n = 1, 2..., N — 1) 
можно провести различными способами; кроме того, каждый из них 
приводит к двум различным распределениям ап, так как можно поло
жить

7 (z) = II (z — Zn) И 7 (z)=n (Z — ДіЛ .
n=l n=l ' Zn

Таким образом, задача синтеза по заданному множителю решетки 
(по мощности) оказывается, как и следовало ожидать, неоднозначной. 
Только когда все нули лежат на единичной окружности |zn] = 1, они 
разделяются единственным образом.

2. ДИАГРАММЫ, НЕ ПРИНАДЛЕЖАЩИЕ К КЛАССУ РЕАЛИЗУЕМЫХ, 
И МЕТОДЫ РАСЧЕТА РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ИСТОЧНИКОВ,

ОБЕСПЕЧИВАЮЩИХ СОЗДАНИЕ ДИАГРАММ, БЛИЗКИХ К НИМ

Аппроксимация заданных диаграмм реализуемыми
Диаграммы направленности антенн выбираются так, чтобы они наи

лучшим образом удовлетворяли техническим требованиям, предъявляе
мым к станциям, в составе которых антейны работают. При этом диаграм
мы задаются, в пределах вещественных углов, при помощи кривых или 
некоторых непрерывных функций. Эти диаграммы, как правило, не при
надлежат к классу реализуемых. Поэтому прежде всего возникает задача 
о достаточно хорошей аппроксимации заданной диаграммы реализуемой.

Возможность такой аппроксимации, с любой заданной точностью, 
в случае линейных антенн вытекает из следующей теоремы [13, 14].

Любая, непрерывная на отрезке — uQ <^ и <С и0, функция g (u) может 
быть аппроксимирована некоторой функцией / (u) £ Wa, так, чтобы вы
полнялось неравенство

I g (u) — / (u) I < e при — и0 < и < и0. (20)
Здесь uQ ^> 0, о ^> 0 и e ^> 0 — любые заданные числа. Отсюда, между 
прочим, следует, что какова бы ни была длина антенны 2a, при помощи 
нее, в принципе, может быть получена диаграмма, аппроксимирующая 
(в интервале вещественных углов) любую заданную с произвольной 
точностью e.

Аналогичная теорема может быть доказана и для непрерывных функ
ций, зависящих от двух переменных, какими, например, являются про
странственные диаграммы антенн с плоским излучающим раскрывом. 
Более того, можно показать, что плоский прямоугольный излучающий 
раскрыв размером 2ox X 2о2 позволяет получить диаграмму, аппрокси
мирующую (в пределах вещественных углов) любую непрерывную за
данную g (и, v) с произвольной точностью e.

Для этого достаточно доказать, что в области Z), соответствующей 
вещественным углам Ѳ, ф,

N
g (u, v) — 2 /n (и) Fn (v)

x n=l

<6 при и, v QD, (21)

где fn (u) € WO1 и Fn (r) £ Waz — соответствующим образом подобранные 
функции.

Действительно, на основании сказанного в § 1, парциальная диа
грамма fn (u) Fn (v) реализуется прямоугольным раскрывом размером
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2ах X 2о2. Поэтому, на основании принципа суперпозиции, результиру- 
N

ющая диаграмма 2 fn (и) Fn (v) также реализуется этим раскрывом и 
n=l

отличается от заданной g (u, v) на величину, меньшую e (21).
Неравенство (21) можно, в свою очередь, получить, обобщив соот

ветствующим образом доказательство неравенства (20), приведенное 
в [14].

Для этого введем две функции * /0 (u) 6 W01 и FQ (r) С WOt, удовлетво
ряющие условиям

* Функции такого типа приведены в [14].

I /0 (u) I > а > 0 при — 1 < и < 1;

I ^o (^) I ^> а > 0 ПРИ — 1 ^C v ^C 1 (22)

и убывающие вдоль действительной оси быстрее любой степени 11 / и\ 
и 11 / v I соответственно.

Будем искать аппроксимирующую функцию в виде /0 (u) F0 (г) PN (u, v), 
где Рх — полином степени N от двух переменных, который следует 
найти из условия

|g(u, v) — /0 (u) F0 (v) PN (u, r)l < e, и, v ^D.

Деля это неравенство на /0 (zz) FQ (v), найдем, учитывая (22),

Ітда^-^^^’к^='- u’viD- (23>

Поскольку функция g (и, v)/f0 (u) F0 (v) непрерывна в рассматрива
емой области/), то на основании теоремы типа Вейерштрасса, для функ
ций двух переменных [15], можно построить полином удовлетворя
ющий неравенству (23). Так как /0 (u) F0 (v) PN (u, v) легко представить 

N
в виде 2 fn (^) Fn (г), где /п g Wfll, a Fn £ Wa2, то доказана и справед- 

n=l
ливость неравенства (21).

В ряде случаев удобнее пользоваться среднеквадратичной аппрокси
мацией заданной диаграммы g реализуемой /, т. e. требовать выполне
ния неравенства

^ I g (“, ѵ) — f {и, v) I2 dudv < e, (24)

b

vp&D — область изменения переменных u, v, в пределах которой произ
водится аппроксимация, или

1
5 |g(u)-/(u)|2du<e (24a)

—1

в случае линейных антенн.
Возможность такой аппроксимации любой непрерывной функции g 

некоторой реализуемой / с любой точностью e сразу следует из приве
денных выше неравенств (20) и (21).

Методы парциальных диаграмм

Этот метод заключается в аппроксимации заданной диаграммы отрез
ком ряда по специальным функциям (парциальным диаграммам), для 
каждой из которых существует и может быть найдено точное решение за
дачи синтеза. При этом искомое распределение источников получается 
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в виде суперпозиции парциальных распределений, соответствующих 
отдельным парциальным диаграммам. Так, например, для линейных 
антенн заданную диаграмму g (u) аппроксимируют на сегменте 
— 1 <^ и <^ 1 с необходимой точностью отрезком ряда

/ (“) = с0/0 (u) + q/i (u) + . . . + Cjv_i/iv_! (u), (25)

где /n (и) С Wa; 2a — размер антенны, а сп — соответствующим образом 
подобранные коэффициенты. Если /п (u) ортогональны, то при средне
квадратичной аппроксимации сп совпадают с коэффициентами Фурье за
данной диаграммы g (и).

Подставляя (25) в формулу (5), найдем распределение источников,, 
реализующих диаграмму / (u):

I (£) = Со/о (£) + Clfl (£) + • • • + CN-ifN-i (£), (26)

где fn (£) — преобразованная по Фурье функция /п (u). В случае антенн 
с плоским прямоугольным раскрывом этот метод следует несколько мо
дифицировать. Заданная диаграмма g (и, v) аппроксимируется (в облас
ти, соответствующей вещественным углам) отрезком ряда

/ (“,v) = 3 Сп^п ^ Fn <ѵ>» (2?)
n=0

где fn (u) £ WO1; Fn (v) £ Wa2; 2ox X 2o2— «площадь» излучающего ' рас
крыва.

Подставляя (27) в (9), найдем

^(^Ti)=S^n7n(&)Fn(n), (28)

n=0

/ и F — преобразованные по Фурье функций / и F,
При выборе функций /п и Fn руководствуются соображениями, свя

занными с простотой аппроксимации заданной диаграммы g минималь

ным числом членов ряда и возможностью выражения /п и Fn через из
вестные функции.

В литературе для решения задачи синтеза методом парциальных 
диаграмм применялись следующие пары функций [16, 17, 18, 19, 20]:

sen (arc cos и, ^-j 
j) fn (^) =

/l-u2

fn (£) = Меп (arc cos ~ , 

где sen — функция Матье;

r
1}(

;*
^n = V^n(0' 1);

H^ — функция Матье — Ханкеля;

■ ( я)Sin 5 и — n ~- fn (и) = У 1

2)

(29)

(30)6(K_n2L)

/n(5)=^7^
fn (и) = Jп (ou)

IJ
(31)
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Jn — функция Бесселя; Tn— полином Чебышева;

1

V ^и
/n (w)

4)
(ou)

fn (I) = К 2Л6

(32)f

J 1 — функция Бесселя полуцелого порядка; Рп — полином Лежанд- 
п + Т

pa.
Все /n(g) определяются указанными выражениями только в интерва

ле (—а, +а); вне его они равны нулю.
Приведем некоторые соображения по поводу указанных парциальных 

диаграмм. Следует заметить, что с весом P^1 — и2 парциальные диаграм
мы (29) ортогональны на интервале (—1, +1). Впервые парциальные диа
граммы в виде функций Матье были предложены в [16]; затем было по
казано [17], что функции Матье являются собственными функциями ядра 
интегрального уравнения (3), приведенного к соответствующим коорди
натам, a кп — собственными числами этого ядра. Таким образом, пар
циальные диаграммы (29) обеспечивают наилучшую среднеквадратичную 
аппроксимацию заданной диаграммы, а коэффициенты сп в силу ортого
нальности функций (29) просто вычислить.

Система парциальных диаграмм (30), рассмотренная впервые Зелки- 
ным и в работе [18], обладает рядом замечательных свойств. Так, напри
мер, аппроксимационный ряд, составленный из этих функций, точно 
совпадает с заданной (вообще говоря нереализуемой) диаграммой в точ
ках и = n^-(n = 0, +1,...). Система этих функций успешно приме

няется как для диаграмм, заданных аналитически, так и графически. 
Система функций /п (30) ортогональна и обеспечивает наилучшую средне
квадратичную аппроксимацию на всей действительной оси (а не в обла
сти вещественных углов |и|<^1).

Что касается парциальных диаграмм (31) и (32), то при помощи их 
заданная диаграмма направленности может быть равномерно аппрокси
мирована отрезком ряда Неймана, состоящим из функций Бесселя.

При решении задачи синтеза распределение источников в антенне 
зависит от характера диаграммы на всей действительной оси — oo^u^oo, 
а не только в пределах вещественных углов —1 ^ и <^ 1 (см., напри
мер, (5)). Поэтому в случае задания нереализуемой диаграммы g (u) 
ее следует также продолжить за пределы вещественных углов на всю 
действительную ось, руководствуясь теми или иными соображениями. 
Часто ее продолжают нулем, так как при этом антенна будет обладать 
меньшей реактивностью (см. ниже).

Вследствие сказанного возникает задача наилучшей среднеквадратич
ной аппроксимации заданной диаграммы g (u) (—сю <^ и <^ oo) реализуе
мой f (u) на всей оси u.

Легко показать [21], используя равенство Парсеваля, что наилуч
шая аппроксимация обеспечивается функцией

я’де

/ (u) = 5 I (I) e^,
—а 

oo

Л£)=4г 5 g(u)e-^du
—оо

(33)
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— ток, распределенный вдоль провода «длины» 2o, реализующий диаграм- 
му /(u).

Таким образом, задача синтеза решается преобразованием Фурье (33) 
заданной нереализуемой диаграммы с последующим отбрасыванием то
ков, находящихся вне отрезка [—cr, о]. Достижимая точность аппрокси
мации определяется при этом выражением

oo —a oo
$ \g(u)-f(u)\2du = ( 5 + J)|Z(g)|Mg, (34).

которое будет мало, если спектр g(u), определяемый формулой (33), 
приходящийся на область |£|>а, достаточно мал.

Остановимся еще на приближенном методе синтеза системыдискрет- 
ных излучателей. Сущность его состоит в том, что приравниваются соот
ветствующие коэффициенты Фурье заданной диаграммы направленности 
и множителя решетки излучателей [10, 12]. Этот метод применим для 
излучателей, расположенных на плоскости произвольным образом. Для 
линейной решетки излучателей диаграмма записывается так:

7V-1
/(Ѳ) = ^Среі(МрсозЬ+Фр)> (35}

P=0

где ср и Фр — соответственно амплитуда и фаза тока в р-м излучателе; 
dp — расстояние р-го излучателя от начала координат. Искомый ряд для 
правой части (35) можно получить, воспользовавшись разложением фун
кцией eikdpCO3Q в ряд Фурье. Коэффициенты этого ряда содержат функции 
Бесселя от аргумента kdp и зависят от амплитуд и фаз токов и взаимного- 
расположения излучателей; следует приравнять их соответствующим 
коэффициентам 6Х, . . . , Ьп разложения заданной диаграммы направлен
ности f (Ѳ) в ряд Фурье. Так, например, для случая, когда антенна имеет 
фазовый центр, получим систему уравнений вида

^2n-l 
2(2zi-l) ’= (— I)"-1 (36)

n = 1, 2, . . . , N, N — четное,

(37}

n = 1, 2, .. ., N, N — четное,
где

mp = kdp, xp = cp cos Фр;

yp = cp sin Фр. (38}

Число членов ряда Фурье, достаточно хорошо аппроксимирующих 
множитель решетки, зависит отТѴ, dp и монотонно растет с увеличением N 
и dp. Число функций Бесселя определяется размером раскрыва (например, 
при 1 = 10 к их требуется примерно 35). Значительно лучшая сходимость 
рядов имеет место, если производить разложение множителя решетки 
не в тригонометрический ряд, а по функциям Матье [12]. Заданную диа
грамму направленности в этом случае тоже надо представить в виде ряда 
по функциям Матье. В этом случае сходимость ряда лучше (например, 
при 1 = 10 к требуется примерно 20 членов).
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3. «СВЕРХНАПРАВЛЕННОСТЬ»

При произвольно заданных диаграмме направленности и размере 
излучающего раскрыва антенны в результате решения задачи синтеза мо
гут получиться быстропеременные распределения источников с очень боль
шими значениями амплитуд. При таких распределениях увеличивается 
протяженность «ближней» зоны индукции, резко возрастают потери в ан
тенне, имеет место большая реактивная мощность и, как следствие, чрез
вычайно резкая критичность диаграммы направленности относительно 
самых малых изменений распределения источников [22, 16, 23]. Подоб
ные системы называются «сверхнаправленными» и их практически не уда
ется реализовать.

Рассмотрим этот круг вопросов на примере линейной проволочной 
антенны. Приведем прежде всего выражения для мощности потерь Wn. 
и комплексной мощности излучения W такой антенны:

а 
W„=^\\lwdl,

(39) 

W = - ^r S £-Г«-

—о

Здесь гх — погонное сопротивление потерь провода антенны; Ez — ка
сательная к проводу составляющая электрического вектора, которую при 
интегрировании во второй формуле (39) следует брать на поверхности 
провода.

Выразим эти мощности через диаграмму / (u). Используя теорему 
Парсеваля [4], напишем сразу, учитывая (4) и (5),

oo 1
H^"=4- S i/(“)M“ = ^Hv<“>1Sd“ + 

—оо —1
—1 oo

+ ~^г( 5 + 5) 11 ^ I2 du' (40>

—оо 1

Выражение для W получить сложнее. Напишем прежде всего вы
ражение для Ez, создаваемой на поверхности провода (радиуса а, дли
ны L) осесимметричным током I, текущим по его поверхности вдоль 
оси [24].

В наших обозначениях, с учетом конечной длины провода,
а со

E* = -8^(^ + !) 5 1 ^ 5 7° ^ Н™^ e~iu^) dud%, 

—а —oo

где ______
v = к У~1 — и2; lm г;^ 0; 70, H^ — цилиндрические функции.

Полагая, что I (£) — непрерывная функция (на оси g), имеющая две 
кусочно-непрерывные производные, придадим Ez следующий вид:

oo
Ez = - 8^ ^ / ^) J° ^ H™ ^ *1 - ц2> e~iUZ du‘ 

—oo

Отсюда следует, что преобразованная по Фурье от Ez равна

£ № = - w / <М> 7» (ѵа) Я»2> <va) (1 - u2)-
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Используя теорему Парсеваля для двух функций I (g) и Ег (g), полу
чим искомое выражение для W (формула (39)):

°°
W = i& 5 I f <“> I2 7° <™> Я»2) ^ (1 - “2) du- (41) 

—oo

Используя соотношение Н^} = JQ — iNQ, разобьем W на веществен
ную и мнимую части:

"'=nsMi^ (•-“’)*“+

—1
1

+ eH* S I/ V> I2 ^o ^ № - !) du +

—1
—1 oo

+ ( ^ + ^ ) [/ (м) I2 J0 (va) Ho} (va) (1 — “2) du] • (42)

—oo 1

При этом мы положили J0 (va) = 1 при | и | ^ 1; так как провод тонкий, 
ка<^1. Первый член (42) равен активной мощности излучения, а вто
рой — реактивной мощности.

Укажем теперь класс диаграмм, реализация которых приводит к сверх
направленности. Для этого введем нормированную на единицу, в преде
лах вещественных углов, диаграмму

J i&)e^dt

fN (u) =-------—о---------- ---------- - (43)
макс I f /(|)еш^|

-1<и<1 _Га 1

Применим к ней неравенство Бернштейна [4], справедливое для 
/G Wa:

Sup I fN (u) I < or Sup I fN (u) |.
—OO<U<OO —OO<U<OO

Из него сразу следует, что диаграмма с большим значением модуля 
производной может иметь место либо при большой электрической длине 
антенны 2o, либо при больших значениях модуля самой диаграммы. 
Так как последняя нормирована на единицу на отрезке —1 <^ u ^ 1» 
то большие значения |/лг|/(и) [ будут находиться вне указанного интерва
ла, что приведет, как это следует из формул (40) и (42), к резкому росту 
(при заданной ваттной мощности излучения) потерь и реактивной мощ
ности.

Последнее, как хорошо известно, приводит к большим пиковым зна
чениям тока, увеличению зоны индукции и уменьшению диапазонности 
антенны. Подобные же выводы можно сделать и для антенн с излучаю
щим раскрывом, если воспользоваться выражением

1 —1 00 
и,-л5і/«І,ГГ=г-‘л(\+і)і/<“>І! ѵ^Й' <44> 

—1 т —oo 1

данным в [18] для плоской задачи. Здесь А — положительный множи
тель.

Рассмотрим еще, с какими распределениями источников — токов 
приходится иметь дело при сверхнаправленности. Дифференцируя (43), 
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легко получить [21] неравенство

J |/(ШІ£|<^

I fN' («) I <--------=^------------------------ . (45)
макс I ^ ^(£)еш^£ I

—1<и<1 1 J 1
— G

Правая часть его может быть увеличена, при заданной длине 2<з, вре- 
зультате применения быстропеременных токов

J(.r^(W >t (46)

так как при этом знаменатель в (45) можно сделать сколь угодно малым. 
Таким образом, для получения диаграмм, производная которых по углу Ѳ 
велика, в частности диаграмм с крутыми скатами или узкими лепестками, 
необходимо либо удлинять антенну, либо применять быстропеременные 
токи.

В последнем случае, усиливая неравенство (46), мы приходим к сверх
направленным системам, так как при этом подчеркиваются амплитуды 
все более высоких частот спектра I (g), т. e. растут значения |/ (м)| вне 
интервала —1 < и <^ 1.

Укажем еще один случай сверхнаправленности, к которому можно 
прийти, улучшая аппроксимацию нереализуемой диаграммы g реализуе
мой /, т. e. уменьшая e в неравенствах типа (20), (21), (24), (24a). Дей
ствительно, улучшая аппроксимацию, мы тем самым увеличиваем число 
осцилляций разности |g(zz) — /(u)| в заданном интервале аппроксима
ции. Это означает, что на нем возрастает f' (и), и тем сильнее, чем мень
ше e. Последнее, на основании сказанного выше, ведет к сверхнаправлен
ности. К этому же выводу можно прийти, аппроксимируя g (и) при по
мощи парциальных диаграмм, например, при помощи функций /п (и) 
типа (29). Увеличивая точность аппроксимации, необходимо использо
вать ряд с большим числом гармоник /п (н), и хотя последние при боль
ших n будут иметь весьма малые коэффициенты, соответствующие им 
парциальные распределения источников /п (g) вследствие наличия в них 
множителяХп (см. (29)), резко возрастающего вместе с n, создадут быстро
переменное распределение тока с большими пиковыми значениями.

4. ОПТИМАЛЬНЫЕ ДИАГРАММЫ НАПРАВЛЕННОСТИ

Оптимальными называются диаграммы, наилучшим образом удовле
творяющие различным практическим требованиям и для реализации 
которых нѳ приходится прибегать к распределениям источников, при
водящих к сверхнаправленности.

Задачи, связанные с нахождением оптимальных диаграмм, можно 
условно разбить на три группы.

1) Нахождение диаграмм, обеспечивающих наименьший уровень бо
кового излучения при заданной ширине главного лепестка, и наоборот, 
т. e. диаграмм с заданным уровнем бокового излучения и наименьшей 
шириной главного лепестка.

2) Построение реализуемых диаграмм, наилучшим (в некотором смыс
ле) образом аппроксимирующих заданную диаграмму специальной фор
мы (типа косекансной и т. n.).

3) Задачи, связанные с обеспечением заданного или максимального
коэффициента направленного действия, при одновременном удовлетво
рении дополнительным условиям, исключающим сверхнаправленность.

Остановимся более подробно на задачах первой группы.
2 Радиотехника ж электроника, К» 2 201
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Дискретиые линейные решетки

Подобные решетки наиболее полно исследованы. В частности, для 
решеток с нормальным излучением (Ѳмакс = 90°) оптимальная диаграм
ма, обеспечивающая минимальный уровень боковых лепестков при за
данной ширине главного, либо наоборот, выражается формулой [25] 

где

^N-l(^02)

TN-1 (Zo)

d — расстояние между излучателями; N — число излучателей; 2Ѳ0 — 
ширина главного лепестка по нулям; а — уровень бокового излучения.

Задав’2Ѳ0, из последнего равенства определим минимальный уровень 
лепестков а, и наоборот.

Выражение (47) справедливо для случая d ^ X/2. Для d<h/2 задача 
о нахождении диаграмм, оптимальных в рассматриваемом смысле, более 
сложна. Математически она эквивалентна отысканию полинома, наиме
нее уклоняющегося от нуля на двух отрезках. В самом деле, интервал 
изменения z в этом случае будет (—1, —zMHH) и (гМИн, 1)» так как ми
нимальное по модулю значение zMHH = cos ^-^>0; для d > Х/2 величи

на z достигает нуля, и поэтому интервал изменения z представляет 
один отрезок, а не два разделенных. Полиномы, наименее уклоняющиеся 
от нуля на двух отрезках, названы полиномами Ахиезера — Чебыше
ва [26]. В случае нечетногочисла излучателей эти полиномы, как пока
зал один из авторов настоящей статьи, переходят в обычные полиномы 
Чебышева; оптимальная диаграмма имеет следующий вид:

, N — i 2z3 — 3 — Y2 //оч
fN = cos ^- arc cos - J_2T2 • (48)

где y2 = cos2^-, a p определяется значением 20o или а (аналогично zo).

При уменьшении d диаграмма, определяемая формулой (48), будет 
иметь все лучшие соотношения между шириной диаграммы и уровнем 
бокового излучения, однако при этом антенна будет обладать сверхна- 
правленными свойствами. Поэтому не рекомендуется в случае оптималь
ных диаграмм такого вида выбирать d существенно меньшим X/2.

Аналогично может быть найдена оптимальная диаграмма для решеток 
с осевым излучением, излучающих под заданным углом к оси [27[. Ком- 

г ^- d cos 0
плексная переменная z = e А в этих случаях лежит на единичнои
окружности, и соответствующее дробно-линейное преобразование пере
водит единичную окружность в отрезок (—1,1) вещественной оси. Далее 
решение в принципе не отличается от рассмотренных выше;как правило, 
при d<^X/2, если максимум диаграммы ориентирован не перпендикулярно 
оси антенны и не вдоль оси, оптимальная диаграмма выражается весьма 
сложно через нетабулированные функции. Задачи подобного типа могут 
быть еще усложнены. Так, например, может быть поставлена задача 
определения реализуемой диаграммы с минимальным уровнем бокового 
излучения при заданных ширине главного лепестка по нулями, например, 
его крутизне в фиксированнойточке или ширинедиаграммы по уровню г. 
Полученное решение [28] сводится либо к полиномам Чебышева (Чебы
шева — Ахиезера), либо к эллиптическим интегралам в зависимости от 
соотношения заданных параметров.
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Непрерывные линейные антенньі

Для получения в этом случае оптимальной диаграммы, подобной 
предыдущим, следует перейти от дискретной решетки к непрерывной си
стеме путем стремления числа излучателей 7V^oo, d^0, так, чтобы 
при этом осталась неизменной длина L = d (N — 1). Оптимальная диа
грамма при этом имеет вид [29]

/ = ch J^^arch у) — г;2, v
09)

/ — cos v при больших r.
Таким образом, уровень боковых лепестков не убывает при |и| ^ oo. 

Для реализации таких диаграмм требуется ток, определяемый преобра
зованием Фурье от /:

(50)

где h (g) — непрерывная функция; S (g) — дельта-функция. Распределе
ние (50) не реализуемо, поскольку нельзя создать на краях антенны два 
бесконечных всплеска тока. Для того чтобы устранить всплески тока на 
краях, предложена [29] квазиоптимальная диаграмма, имеющая вид

/ = ch V* — COS V. (51)

Переход от оптимальных диаграмм к квазиоптимальным сопровождает
ся некоторым расширением главного лепестка; максимальным боковым 
лепестком может быть не первый лепесток. Однако отличие квазиопти
мальной диаграммы от оптимальной, как показали расчеты, несуще
ственно.

Что касается нахождения оптимальных диаграмм, относящихся ко 
второй и третьей группам, то на эту тему пока имеется очень мало работ. 
Вопросы наилучшего приближения к несимметричным диаграммам (на 
определенном участке) приобретают практическое значение из-за новых 
возможностей логического синтеза диаграмм. В работе [30] рассмотрена 
задача,скакой точностью можно воспроизвестинесимметричнуюдиаграм- 
му косекансного типа при помощи решетки из N излучателей. Получены 
результаты, правда в асимптотическом случае, когда N велико, или жѳ 
достаточно велико число парциальных диаграмм (в случаенепрерывного 
распределения), аппроксимирующих в наилучшем смысле заданную. 
Так, например, для косекансной диаграммы, максимум которой направ
лен под углом Ѳ0, диаграмма, имеющая n гармоник (sin9, ..., sinn0), 
обеспечивает наилучшее приближение к косекансной, характеризуемое 
величиной Еп — максимальным уклонением оптимальной диаграммы от 
заданной:

где
(x2 — l)(t+/z2 — l)n ’

1 — cos Ѳ0 ’ 1—cos Ѳо

(52)

В работе [31] развит метод, использующий критерий дифференциаль
ного определения ошибки для каждого значения угла; процесс синтеза 
при этом требует нескольких последовательных приближений.

Задачи третьей группы в отличие от первых двух можно решать ме
тодами вариационного исчисления. Так, например, решены задачи о мак
симальном усилении антенны, распределение поля в которой выражено 
конечным рядом Фурье [32]; о максимальном усилении антенны, излучаю
щей определенную мощность в заданном секторе [28].
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5. СИНТЕЗ АНТЕНН С ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ КАЧАНИЕМ ЛУЧА

Эта задача возникла в связи с необходимостью создавать антенны с бы
стрым качанием луча с частотой порядка 1 Мгц и более. Для этого следует 
электрическим путем менять закон распределения источников в раскры
ве. Так, например, имея антенну с линейным распределением фазы поля 
в раскрыве, можно, меняя угол наклона фазового фронта, без искаже
ния * качать диаграмму.

* При этом, однако, будет иметь место некоторое расширение главного луча,
пропорциональное косинусу угла наклона фронта.

Однако если скорость качания увеличивать, то при периоде качания, 
сравнимом со временем распространения волны вдоль раскрыва, диаграм
ма начнет искажаться и, наконец, рассыпется на ряд одновременно суще
ствующих лепестков, заполняющих весь сектор качания. В связи с этим 
представляет интерес решить задачу синтеза, т. ѳ. найти закон изменения 
распределения источников во времени вдоль раскрыва, при котором реа
лизуется заданная диаграмма на заданной скорости качания. При других 
скоростях допускается существенное искажение ее.

В рядѳѴлучаѳв эта задача может быть решена [33] при помощи пре
образования Фурье.

Рассмотрим случай линейной антенны, в которой задан ток

I = J (z, t) №,

где J (z, t) — периодическая функция t с периодом 2rt/Q0J Qo<^o. Будем 
полагать, что I обладает конечным спектром, точнее спектром, энергия 
которого за пределами конечного интервала пренебрежимо мала. В этом 
случае можно говорить о диаграммах для парциальных составляющих 
тока; они все будут сформированы на некотором конечном расстоянии 
Яо, определяемом наибольшей частотой спектра.

Для R ^ RQ может быть получено [33] следующее выражение для 
поля:

E = Ей = ^- 4г~ sin Ѳ/ (cos Ѳ, [£]), (53)

где
E

f(u, [£]) = (l+^- jpp) J J (z. ІЛ + ^)e^dz (53a) 

L
— Ѵ 

д 
называется мгновенным множителем системы; [£] = t------— — запазды

вающее время.
Обращая формулу для // найдем

oo
J(M)=^- S f(u,t-^er^du. (54)

— 00

Этот переход проще всего провести, разлагая функции / (м, t) и J (z, t) 
в ряд Фурье по второму аргументу и приравнивая соответствующие чле
ны в левой и правой частях равенства (53a). При этом легко убедиться, 
что (54) является строгим решением интегрального уравнения (53a), 
если заданная диаграмма / (и, [£]) принадлежит к классу реализуемых, 
т. ѳ. представляет собой периодическую функцию с конечным спектром 

/ kML
по второму аргументу и принадлежит к классу WaM 1<5м = 2 » ^м =

, №о \
= kQ 4- ^- I по первому аргументу.

204

397



В заключение перечислим вкратце несколько основных задач, решение 
которых представляет, по нашему мнению, существенный интерес для 
теории синтеза антенны.

1. Нахождение распределения поля (или тока) в двумерном плоском
^- ^> 

раскрыве антенны по заданной комплексной векторной (F = FQ iQ + 

+ Рфі<р) диаграмме направленности.
2. Синтез распределения поля или тока на криволинейной замкнутой

или разомкнутой поверхности по заданной диаграмме в случае, когда: 
а) поверхность дана, б) требуется определить также форму поверхности 
(или класс поверхностей) при некоторых дополнительных условиях.

3. Синтез распределения тока вдоль криволинейного проводника по
заданной диаграмме. Эта задача в ряде случаев должна включать и вопро
сы определения формы линейного проводника.

4. Синтез объемного распределения тока по заданной диаграмме.
Авторы не ставили перед собой задачу рассмотреть в настоящей статье

все без исключения вопросы, которые могут быть отнесены к теории син
теза. Поэтому ряд таких вопросов остался неосвещенным.

Список приведенной литературы также нѳ претендует на исчерпываю
щую полноту: нѳ отмечен целый ряд таких интересных работ, как, на
пример, статья Тейлора [34], и т. д.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1964

УДК 621.371.167

ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ НА ДВОЙНЫХ 
ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫХ НЕСИММЕТРИЧНЫХ РЕШЕТКАХ

Я. H. Фелъд

Задача о дифракции на двух несимметричных полубесконечных ре
шетках проводов сведена к связанной парной системе функциональных 
уравнений типа Винера — Хопфа. Путем соответствующего преобразова
ния эта система приводится к двум независимым функциональным урав
нениям и решается методом факторизации. Для частного случая — экс
поненциального закона взаимодействия токов в проводах решетки — 
задача доведена до численных результатов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим дифракцию электромагнитной волны на системе линейных 
проводов, параллельных оси z, образующих две полубесконечные решетки 
(рис. 1).Первая из них расположена в плоскости y = d, а вторая — 
в плоскости у = —d и сдвинута относительно первой на величину xo = nrf, 
в направлении отрицательной полуоси x. Здесь 1 — расстояние между 

осямп соседних проводов, одинаковое для обеих решеток; no — число про
водов второй решетки, расположенных в области x < 0. Перенумеруем 
провода решеток так, как показано на рис. 1, присвоив крайним левым 
проводам индексы нуль. Пусть на эту систему падает первичная волна, 
электрический вектор которой поляризован параллельно проводам. Инду
цированный ею ток в 72-м проводе первой решетки обозначим буквой Рп, 
а второй — 1<®п. Эти токи создают вторичные поля с электрическим век
тором, также параллельным проводам. Условие динамического равновесия 
рассматриваемой системы сводится к равенству нулю электрического век
тора полного поля на поверхности проводов, которые считаются идеально 
проводящими. Мы будем изучать только плоскую задачу, когда все поля 
и токи не зависят от координаты z. Это может иметь место, например, в 
следующих случаях: 1) провода решеток бесконечно длинные и располо
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жены в свободном пространстве (рис. 1); 2) провода бесконечно длинные 
и расположены между двумя металлическими плоскостями, параллельны
ми проводам решеток (плоский волновод); 3) провода решеток имеют 
конечную длину, равную высоте прямоугольного волновода, внутри кото
рого они расположены параллельно боковым стенкам (рис. 2).

Будем вести изложение так, чтобы оно было применимо ко всем пере
численным трем случаям.

Обозначим через Zv^mn — погонное сопротивление, наведенное на тп-й 
провод ѵ-й решетки током n-ro провода ц-й решетки (v, ц = 1,2). Во вто
ром и третьем случаях это сопротивление рассчитывается с учетом влия
ния боковых стенок волновода. Легко сообразить, что величины m и n 
могут входить в выражение для Zx^mn только через расстояние между 
соответствующими проводами, измеренное вдоль оси x, а это расстояние 
зависит только от разности (m — n). Поэтому и наведенное погонное co- 
противлениезависит только от (m — м),иможно вместо Zv^mn всюду 
писать Z^m_n. Из теоремы взаимности вытекает важное для дальнейшего 
соотношение

Z^m-n = Z^n_m (Z^n = Z^_n). (1)

Потребуем еще выполнения следующего равенства:
ZHn = Z22n. (2)

Оно безусловно справедливо в первом случае (решетки в свободном про
странстве) и будет выполняться в остальных двух случаях, если решетки 
расположены симметрично относительно боковых стенок волновода. Обо
значим через Лт1 и Лт(2) величину электрического вектора первичной вол
ны на поверхности яг-го провода первой и второй решеток соответственно. 
Эти величины должны рассчитываться во втором и третьем случаях с уче
том стенок волновода. Если радиус проводов г0 достаточно мал по сравне
нию с длиной волны А и расстояниями 1 и d, то А^т можно считать 
постоянной на поверхности соответствующего провода и равной величине 
электрического вектора на его оси. Используя введенные обозначения, 
можно записать условие динамического равновесия в виде двойной беско
нечной системы уравнений типа Кирхгофа

OO / ч
2 {І^т.п + l(2)nZ12m_n} + Axm = 0 

n=0
§ {PnZ^n + /(2)nZ22m_„} + Л(2)т = 0

n=0

m = 0, 1, 2, . . . . (3)

Система уравнений (3), в которой Zv^m и Л(ѵ)т (v, ц = 1, 2) известные 
величины, принципиально позволяет определить неизвестные токи Z(v)n в
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проводах решеток. Зная эти токй, легко найти, используя стандартную 
методику, вторичное (дифрагированное) поле. Ниже, в процессе вычисле
ний, будем полагать, что среда, окружающая решетки, обладает некото
рыми потерями и, следовательно, ее волновое число к имеет отрицатель
ную мнимую часть (зависимость от времени взята в виде егй)/)- При этом 
обеспечивается абсолютная и равномерная сходимость всех встречающих
ся в работе рядов.

Действительно, благодаря потерям | Zv% | экспоненциально убывают 
с ростом I n I и, следовательно,

p-1 = макс /limV^IZ^nl)^l. (4)
v, Н=1» 2 Xn^oo

Если источники, возбуждающие первичную волну, находятся на конеч
ном расстоянии или на бесконечности в третьем и четвертом квадрантах 
(рис. 1), то, как это следует из физических соображений, величины 7(ѵ)п и 
Л(ѵ)п также экспоненциально убывают с ростом n и для них выполняются 
условия, аналогичные (4):

Ро_1 = максрітУ^|7(ѵ>пП<1, (5)
v=l, 2 Xn^-oo /

рА_1 = максріт^|Л<ѵ)п|\<^1. (6)
v=i, 2 \n^oo /

Легко убедиться, что условия (4) и (5) обеспечивают абсолютную 
сходимость рядов, стоящих в уравнениях (3). Можно также показать, что 
выполнение любых двух из неравенств (4), (5), (6) влечет за собой спра
ведливость третьего.

2. СВЕДЕНИЕ К ФУНКЦИОНАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ

Займемся преобразованием системы уравнений (3), полагая, что из
вестные Zv’%, Л<ѵ)п и искомые 7(ѵ)п числовые последовательности удовлет
воряют условиям (1), (2), (4), (5) и (6). Введем прежде всего следующие 
функции комплексного переменного w\

00 00 / ч
G^W= 2 Z^n, q>v(w)=2Zkv)w«; v,p = l,2. (7)

n=-oo n=0

Как следует из (4), (5), введенные функции голоморфны:

G^ {w} — в кольце p-1 < I w | < p,

Фѵ (w) — в круге I w I < р0; p, р0 > 1.

Из соотношений (1) и (2) вытекает также, что

Gvpi (z^) = Gfiv (1 / w) и Gu(w) = G22(^). (9)

Величины I^n, являющиеся коэффициентами разложения фѵ (w) в ряды 
Тейлора, можно выразить при помощи формул Коши:

Z<v>n=(l/2ra) J v,(w)(^/^n+i). n>0,v=l,2. (10)

(L)

Контур L удобно считать совпадающим с кругом | w | = 1.
Напомним, что интегралы в выражении (10) обращаются в нуль при 

n < 0.
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Не ограничивая общности, можно считать, что величины Л<ѵ>п имеют 
вид

^(v)n = _av/gn+l;V=l,2; |g| >1. (11)

Такие выражения получаются, если первичная падающая на решетки вол
на — плоская иливолноводного типа. В случае иной первичной !ВОлны,Л<ѵ)п 
можно представить в виде суммы (интеграла) выражений типа (11) и 
найти решение методом суперпозиции. Для этого достаточно разложить 
первичную волну на плоские или, что проще, ввести функции gv (В) = 

oo
== 2 ^4(v)n£n — голоморфные при | В | < pA (см. (6)), и выразить через 

n=0
НИХ A^n при помощи формул Коши.

Вернемся теперь к системе (3) и подставим в нее вместо /(ѵ)п и Л<ѵ>п 
выражения (10), (11). Тогда, произведя элементарные преобразования, 
аналогичные проведенным в [1], найдем

§ {фі (w) Gn (w) + ф2 (w) G12 (u>)} (dw / wm+l) = 2nigi /1m+1

<L)
§ {ф! (w) G21 (w) + ф2 (w) G22 (w)} (dw / wm+1) = 2nig2 / Bm+1

<L)

m = 0, 1, 2, . . .

(12)

Так как выражения, стоящие в фигурных скобках, голоморфны на контуре 
L (I w I = 1), то, представляя их в виде рядов Лорана и почленно интег
рируя, найдем

фі (w) Gn (w) + ф2 (^) G12 (w) = F± (w) / (w — В), у 3
<P1 (w) G21 (w) + ф2 (^) G22 (w) = F2 (w) / (w — B), J [

где
Fi(w) и У^О^ — функции, голоморфные при |w|>l,^
Fi(w) и F%(w) равномерно ограничены при |м|^оо, £ (14)
Fr = — gi и F2 = — g2 при w = |. )

Функциональная система уравнений (13), с учетом условий (8) и 
(14), полностью эквивалентна исходным уравнениям (3). Решив ее, опре
делим токи в проводах решеток по формулам (10).

3. РЕШЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

Прежде чем приступить к исследованию системы (13), необходимо по
лучить дополнительную информацию о характере функций G12 и б?2і. Как 
уже отмечалось, m и n входят в Zi2m_n только через расстояние между 
772-м проводом первой решетки и n-м проводом второй, измеренное вдоль
оси x, Оно, очевидно, равно | no + m — n | l. Поэтому можно написать

212п = /12 (I no + n I).

Подставляя это выражение в первую формулу (7), найдем
oo 00

Gn(w')= 3 /12(l"o + nl)w" = MT". 2 /12(l^l)w",

т. e.
00

G^(w) = w-^Q(w),T^eQ(w)= ^ /ia(l"l)^" (і5)
n=—00
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— функция, удовлетворяющая соотношению
Q(w) = Q(i / w). (15a)

Первое из равенств (9) позволяет также получить
С2і (w) = w^Q (w). (16)

В общем случае пока нет методов решения систем типа (13). Однако, 
когда GVg (w) удовлетворцет соотношениям (9), (15) и (15a), можно дать 
эффективный метод их решения. Для этого, предварительно умножив пер
вое уравнение (13) на ып°, сложим его со вторым, а затем вычтем из него 
второе. Тогда получим, учитывая (9), (15), (15a) и (16), систему

{млч<рі (w) + ф2 (w)} {Gu (w) H- Q (w)} = (w^Fj. (w) + F2 (w)) / (w — £), 
(w"^! (гр) — cp2 (w)} {Gu (гр) — Q (гт)} = (w^Fi (w) — F2 (гр)) / (гр — В)

или, вводя обозначения

Gi(w7 = Gu(w) + Q(w), Сг(г^) = Gu(w) — Q(w), (17)
Ф+і(^) = гг;Пофі(гр) +фг(^), ф+2(^) = wn°qt(w) — фг(^), (18)
ф~і(ір) = wn°Fi(w) + F2(w), ф_2(гр) = wn°Fi(w) — F2(w), (19)

запишем ее так:
q+i(w)Gi(w) = ф“і(^) / (tp — £),ф+2(^)£2(гр) = ф-2(^) / (w — g). (20) 

Разрешим равенства (18), (19) относительно фѵ и Fv: 
фі (^) = (72) [ф+і (w) + ф+2 (w)J иг”*, ф2 (w) = (72) [ф\ (w) — ф+2 (гт)], | 
P1 (™) = C/2) [ф"1 (™) + ф~2 (w)] ^"^, F2 (w) = (7s) [ф"1 (w) — ф'2 (w)J. / k 7

* Эго следует из физических соображений. Действительно, легко показать, что 
Сі(егт°г)б;2(егѵ«»г)=0 есть характеристическое уравнение для постоянной распро
странения Yo волны вдоль бесконечных двойных решеток, подобных рассматривае
мым, и при наличии потерь в среде оно не может иметь, вещественных корней 
VnZ.

Теперь найдем дополнительные условия, которым должны удовлетво
рять искомые функции ф+ и ф7 при решении системы (20). Они выте
кают непосредственно из условий (8) и (14) с учетом (21) и формули
руются так:

1) ф+ голоморфны при I w I < 1, а Ф7 — при | w | > 1,

2) (ф+і + ф+г) в точке w = 0 имеет нуль кратности no,
3) (ф”і + ф_2)^_По равна -2gi при w = % и равномерно

ограничена при |zp| ^- 00,

4) (ф_і — ф_2) равна —2g2 при w = g и равномерно

ограничена при |w| ^- 00.

Этп условия необходимые и достаточные; из них, в частности, следует, что 
Ф_і и ф~2 ведут себя как 0(?рПо) при | w | ^ 00. (22a)

По существу переход от функций фѵ, F^ к ф+, Ф7 не привел к полностью 
независимым задачам для ф+і, ф“і и ф+2, Ф~2. Действительно, вместо свя
занной системы (13) мы пришли к независимой (20), однако независимые 
добавочные условия (14) перешли при этом в связанные (22). Все же 
этот переход, как показано ниже, позволяет решить задачу до конца.

Произведем прежде всего факторизацию заданных функций G^(w) и 
G2(zp). Поскольку они (см. (17)) удовлетворяют соотношениям типа (15a) 
и на контуре | w | = 1 отличны от нуля *,  то логарифмы их голоморфны 

(22>
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на этом контуре. Поэтому можно, воспользовавшись стандартной методи
кой [2] факторизации, написать

Gi(w) = G*i(w)G  i(^), Cr2(zp) = G+2(w)G 2(^).

* Исключение составляют наведенные сопротивления вибраторов, находящихся 
в опном сечении.

(23)

Это каноническое представление, в котором G% голоморфны и не имеют 
нулей при I w I <^ 1, a G\ —голоморфны и не имеют нулей при | w | ^ 1 
и -стремятся к единице при | w | ^ 00. Они выражаются через интегралы 
по L [2]. Подставим (23) в (20) и запишем последние так:

(w — l)q\(w)G\(w) = ф i(^) /G ^w), 
(w — ?)ф+2(^)С+2(и;) =q)"2(^)/G"2(zp).

(24)

Левые части этих равенств голоморфны при |w;|<l, а правые — при 
1^1 ^1; следовательно, они представляют собой целые функции, являю
щиеся, вследствие условий (22a), полиномами степени riQ. Обозначив их 
буквами РіПо и Р(2)п0, выразим через них искомые функции

ф\М =P^n0 (w) / (iP -g)G%(w), ф v (w) = G ѵ (н?)РМЯо(гр);
v = 1, 2. (25)

Эти выражения удовлетворяют первому условию (22). По-видимому,всег- 
да можно подобрать коэффициенты полиномов Р(ѵ)По так, чтобы выполня
лись и все остальные условия (22). Действительно, второе из них эквива
лентно обращению в нуль первых по членов при разложении ф+і + ф+2 в 
ряд Маклорена по степеням w, третье сводится к равенству ф~і + ф_2 = 
= —2gi^n° при w = g и, наконец, четвертое — к обращению в нуль пер
вых riQ членов при разложении функции ф“і — ф_2 в ряд по отрицательным 
степеням w и обращению самой функции в —2g2 при w = g. T. e. необхо
димо удовлетворить всего 2n0 + 2 требованиям. Последних как раз доста- 
точнодляопределения всех 2(дг0+1) коэффициентов полиномов P1^ 
и Р<& , которые находятся при этом из решения 2n0 J- 2 линейных 

алгебраических уравнений. Таким образом, система (14) решена.

4. ПРЯМОУГОЛЬИЫИ ВОЛНОВОД С РЕШЕТКАМИ

Рассмотрим подробнее прямоугольный волновод (случай 3), изображен
ный на рис. 2. Сечение волновода a X Ь, где а > Ь. Пусть в волноводе мо
жет распространяться только одна волна Яю. Тогда если расстояние l меж
ду проводами решеток достаточно велико, например больше 0,2 длины вол
ны X, то при расчете наведенных сопротивлений можно пренебречь * выс
шими типами волн и ограничиться основной волной. При этом

Формулы (7), (15), (17) позволяют теперь получить

(26)

Q (w) — ^11 (w) — Zn0 + Z12_n#, G2 (w) — Z“o — z12_nu, (27)
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Факторизация функций G^(w) проводится элементарно и дает 
G+i (w) = p (w — w2) (w — e*lY\ G+2 (w) = a, ) 
G“i (w) = (w — Wi) (w — e_iY9-1» ^ 2 (w) = 1. /

Здесь введены обозначения:
a = ZH0 - Z*2_no, p = ZH0 + Z12-n0 - 2g, Z = (p / 2£) + 1, 

а ^i(|^i|< 1) и 2Р2(|^г|> 1) —корни уравнения 

w2 + 2w(e_W — Z cos yl) (Z — l)-1 + 1 = 0.

(28)

(28a)

уравнений

(30)

(31)

(20)

(29) 

Определим еще величины Лп(ѵ), предполагая, что в волноводе, со стороны 
отрицательных x, на решетки падает волна Лю. В этом случае, при соот
ветствующей нормировке падающего поля,

Лп1 = е~іу1п, Л„(2) = е-^п~п°\

Сравнивая эти выражения с формулой (11), найдем

gi = -В, g2 = -ВПо+1, В = е’Ч I g I > 1.
Формулы (25), (28) и (31) позволяют написать решения 
для рассматриваемого случая:

<P+i (w) = P\ (w) / p (w — w2), ф’і (u>) = [(ы; — wx) / (w — В-1)] P\ (w), |

<P+2 («0 = P{i)n. (M / a (w — B), <P_2 (w) = P{2\ (w). J

Для определения полиномов Р(%0 (zp) применим более простой, чем 
занныйв §3, метод, пригодный, когда Сѵ(ір)—дробно-рациональныѳ 
функции. Из условий (22) с учетом (32) и (31) немедленно следует

a (w — В) Р1Щ (w) + P (w — w2) Pl\ (w) = wn«Px (w), 

(w — wx) P1^ (w) — (w — S'1) P(2\ (w) = @i (w),

(I - ^i) P\ (B) - (B - B-1) P(\ (B) = 2 (B - B"1) В"Л 
(B - wx) P\, (B) + (B - B"1) ^\ (B) = 2 (B - B"1) Bn,+1-

(32)

ука-

(33)

Здесь Pt(w) и Qi(w) —пока неопределенные полиномы первой степени. 
Разрешая первые два уравнения относительно Р(ѵ)л, (w), найдем

[w^ (w — |~г) Рг (w) + P (w — w2) Qi (w)]
^n,(^) = I 

[ (34)

Ia(^-g)(^-g^) + P(w-Wi)(ip-^2)l J

(a(w-g)(w-^) + p(w-W!)(w-W2)J ’ |
pW^(w) = t^ (w — ^i) pi (^) — a (w — %) Qi Ml

Пусть w°i и w°2 — корни знаменателя. Тогда правые части (34) будут по
линомами, если гр°і,2 одновременно являются корнями обоих числителей. 
Для этого необходимо и достаточно выполнения равенств

(w^Y*(w^ — l'!)Pi(w*Y) + P (wv° — W2>^1 (w%) = 0; v = 1, 2. (35)

Неиспользованные пока третье и четвертое уравнения (33) можно преоб
разовать, учитывая первое и второе, к виду

Pi(l) = 0, Qi(%) = 4igno+1sinyZ. (36)

Четыре уравнения (35), (36) позволяют определить все четыре коэффи-
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{(№», - W1) [§ (wOjp - (wO.p-1] + (гго2 _ гРі) ((w0,p-1 - £ (^)"*J) ' J

циента полиномов Pi(w) и Qt(w). Разрешая их, получим

Pi(m)=B(ui-g), Qi(w)=ciw + co, (37)
где

<*- ----
[(^°1 — ^1) (w°i)n‘ — (ц>°2 — Wj) (гу°2)щ] в '

С1 — a (w°l — t£>°2) ’

Сл =
[(zz;02 — ^1) (^2p"1 — (г^°1 — Wi) (и^)™0"1] В IЬ0 ----

a (w0! — ы°2) ’ I

B = -
4za|n°+1 (zz20! — wQ2) sin yZ

(37a)

Таким образом, полиномы (34), а значит и функции (32), полностью опре
делены. Напишем еще окончательные выражения для фѵ (w), используя 
формулы (21), (32) и (34):

^1 (W>> 2a0 (w — w2) ’

/ ч = {<* (^ — S) (^ — Г1) — P (w — ^i) (w — w2)} ^п°фі M + Qi (w)
2k (a(^-g)(^-^) + P(^-^i)(^-^2)l

(38)

Теперь легко найти все характеристики рассматриваемой системы. Напри
мер, коэффициент отражения по основной волне в сечении x = —п§1 вол
новода (см. рис. 2) выражается формулой

R = U'^ f § РпГ^ + § /(2)nFnl

2 Радиотехника и электроника, К» 6

1 n=0 n=0 J

(падающая волна нормирована так, что ее электрический вектор при 
я = 0 и y= ^d равен единице (см. (30)). Учитывая вторую формулу 
(7), это выражение можно записать так:

^ = ^(r^Ti(r) + T2(r1)).

Подставляя сюда вместо фѵ(£_1) их значения, взятые из (38), найдем

7? = ^(^"1 + co) /P(g-1 - u>i) (g-1 - w2). (39)

Напишем еще выражение для токов 7(ѵ)п в проводах решеток. Для этого 
подставим (38) в (10) и произведем интегрирование:

I1
В w2n°

2aftw2n+1 ’
И > n0,n

,(2) = B(w1 — wO1)(uf>1)n’ 1 . <21 (W°2)_______________1 n ^ .

n a (a + P) (w0!- w°2) (ipo^"+1 ^" (a + ₽) (w°i — w°z) (w°2)n+1 ’ °’ -

(40)

При выводе последней формулы предполагалось, что нумерация кОрней 
знаменателя (34) выбрана так, что | zzA | < 1, а | ^°2 | > 1 (напомним, что 
Im k < 0, и только в окончательных формулах потерями можно прене
бречь). Легко также сообразить, что произведение корней w°iU>02= 1, так 
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же как и zP1z^2 = 1. Полученные формулы (40) имеют простой физический 
смысл. В области x ^ 0 вдоль обеих решеток устанавливается бегущая

в направлении положительных x 
волна, распространяющаяся с волно
вым числом, равным ln W2 / il (если 
Im к = 0, оно равно arg w2 /1); при 
этом токи в проводах, расположен
ных в одном и том же сечении x = 
= const, равны между собой.

В области —по^^С^^СО, где на
ходятся только провода второй ре
шетки, вдоль нее устанавливаются 
две бегущие волны — прямая и отра
женная, определяемые соответствен
но вторым и первым членами второй 
формулы (40); обе с волновым чис
лом ln w\ / il, На рис. 3 приведены 
зависимости модуля и фазы коэффи- 

{циента отражения R от числа про
водов по, находящихся в области 
x < 0 (рис. 2). Они подсчитаны по 
формуле (39) для следующих значе
ний параметров: X = 10 см, d —

= 0,25 a, a = 7,2 см, rQ = 0,1 см, 1 = 2,5 см. Наведенные сопротивления 
Zuo и Z^-n , необходимые для расчета, определялись по формулам [3]

Z^0

Z12_n.,

00
120шЛ 2' 1 sjnnn(0,5a — d) 

Л n=l Г*п Л

ил(О,5а + го — ^) 
sin ----- —----- —"------- —

а

. nn(0,5a + d) 
sin ——----- '—- ,

а

где Гп = У(п2л2 / а2) — к2\ 1\ = iy.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Случай, рассмотренный в последнем параграфе, представляет методи
ческий интерес, так как хорошо иллюстрирует изложенную в первых трех 
параграфах методику решения парных функциональных уравнений типа 
Винера — Хопфа (или, что то же самое, Римана — Гильберта), коэффи
циенты которых удовлетворяют условиям (9), (15). Данный при этом ме
тод определения полиномов Р(%о(гр) (ѵ = 1» 2) степени no сводит послед
нюю задачу к нахождению двух полиномов первой степени (т. e. к четы
рем линейным алгебраическим уравнениям) при любом значении п0. Этот 
же прием может быть применен для более интересного случая, когда учи
тывается конечное число высших типов волн в волноводе. Если иіо — чис
ло всех типов волн, которые необходимо учесть при определении наведен
ных сопротивлений Zv%, то полиномы Р(ѵ)По (w) выражаются через два 
полинома степени то. Для определения последних нужно решить 
2(zno + 1) линейных алгебраических уравнений. Поэтому изложенный в 
§ 4 метод определения P^]n (w) следует применять только при n0>m0.
При по < иіо предпочтительнее прямой метод, указанный в конце третьего
параграфа, пригодный также для тпо = 00. В случае континуальных задач
парные функциональные уравнения, аналогичные рассмотренным здесь,
имеют место, например, для задач дифракции на двух параллельных полу
плоскостях, смещенных друг относительно друга. При этом коэффициенты
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G^(w) удовлетворяют условиям типа

Gn(w) =G22(w), G12(zz^) =G21( — ?р), G12(zp) = e^Q(w),

где Q(w) — четная функция, a p(w) — нечетная целая функция. Роль кои- 
тура I w I = 1 играет теперь действительная ось Im w = 0. Приемом, по
добным использованному выше, парные связанные функциональные урав
нения сводятся к двум независимым. Однако вместо полиномов РМп, (w) 
в решение войдут две трансцендентные целые функции, определение кото
рых значительно сложнее.

ЛИТЕРАТУРА

1. Я. H. Ф e л ь д, Радиотехника и электроника, 1958, 3, 7, 882.
2. H. И. M у с x e л и ш в и л и, Сингулярные интегральные уравнения, ГТИ, 1954.
3. Л. Л e в и н, Современная теория волноводов, ИЛ, 1954.

Поступила в редакцию
23 I 1964

408
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1966 № 10

РАСЧЕТ ФАЗОВОЙ СКОРОСТИ ВОЛН 
В ЦЕПОЧКАХ СВЯЗАННЫХ РЕЗОНАТОРОВ *

Я. H. Фелъд, Л. С. Бененсон

При помощи обобщенного метода наведенных магнитодвижущих сил 
(мдс) получено характеристическое уравнение для определения фазовой 
скорости волн в цепочках связанных резонаторов с произвольным чис
лом неодинаковых резонаторов в пределах одного периода цепочки. По
лучены расчетные формулы для собственных и наведенных проводимо
стей, входящих в характеристическое уравнение. Показано, что решение 
этого уравнения стационарно относительно вариаций поля на отвер
стиях связи. В случае одночленной аппроксимации поля в отверстиях 
даны явные формулы для постоянной распространения.

ВВЕДЕНИЕ

На практике часто применяются периодические структуры в виде це
почек резонаторов, связанных отверстиями в их торцовых стенках. Про
стейшим примером такой системы является волновод c металлическими 
диафрагмами. Если диафрагмы одинаковы, эквидистантно расположены, 
а их толщиной можно пренебречь, то все резонаторы оказываются иден
тичными, и в периоде структуры, таким образом, содержится по одному 
резонатору. Если же учитывать толщину диафрагм, то структура будет 
состоять из резонаторов двух типов, отличающихся между собой размера
ми. В общем случае в пределах одного периода структуры может содер
жаться несколько неодинаковых резонаторов разного размера.

Расчет фазовой скорости волн, распространяющихся в цепочках свя
занных резонаторов и диафрагмированных волноводах, имеет большое 
практическое значение и неоднократно рассматривался различными мето
дами [2—11], критический обзор которых дан в работе [20]. В настоящей 
работе для решения этой задачи применяется метод наведенных мдс, по
скольку он дает возможность получить стационарное выражение для фа
зовой скорости и сравнительно простые расчетные формулы. В случае 
тонких металлических диафрагм малой высоты (когда для токов на их 
поверхностях применимы простые аппроксимации) следует использовать 
метод наведенных эдс. При этом для определения фазовой скорости полу
чим такое же характеристическое уравнение, как и в случае искусствен
ного диэлектрика (см. формулы (3) и (15) в [12] и (3)-(7) в [13]). 
В случае относительно высоких и толстых диафрагм проще вводить 

аппроксимацию для поля E в отверстиях диафрагм и пользоваться мето
дом наведенных мдс. Если же резонаторы цепочки неодинаковы по разме
рам в плоскостіи, поперечной к оси волновода, то применение метода наве
денных эдс приводит к трудностям, так как при этом нельзя свести струк
туру к периодической решетке простых излучателей, расположенных

* Данная статья представляет собой переработанный текст доклада, прочитан
ного на юбилейной научно-технической конференции ГКРЭ в 1958 г. и опубликован
ного в Трудах конференции [1]. Появившаяся с тех пор литература показывает, что
результаты настоящей работы не потеряли своего значения и сейчас.

409



1760 Я. H. Фелъд, Л. С. Бененсон

внутри регулярного цилиндрического волновода; при рассмотрении же 
подобных конфигураций методом наведенных мдс не возникает никаких 
осложнений, как это будет видно из дальнейшего изложения.

1. ВЫВОД ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
МЕТОДОМ НАВЕДЕННЫХ МДС

В линейных периодических структурах имеет место квазипериодиче- 
ский процесс, причем на основании теоремы Флоке любая составляющая 
поля А удовлетворяет условию типа

(1)
где z — координата вдоль оси системы; h — фазовая постоянная в направ
лении этой оси; d — период структуры. Отсюда следует, что достаточно 
рассматривать поле в пределах одного периода d.

а

uz

6

Рис. 1. Периодические структуры из резонаторов двух типов:
а — диафрагмированный волновод с диафрагмами конечной толщины; б — цепочка резо

наторов

Рассмотрим прежде всего периодическую структуру из резонаторов 
двух типов (рис. 1). Поместим начало координат в плоскости одного из 
отверстий и пронумеруем отверстия так, как показано на рис. 1. Посколь-^- ^-
ку распределения касательной составляющей e = Et электрического 
поля в плоскостях отверстий заранее неизвестны, то зададим их в виде 

суперпозиций подходящих вещественных функций фп:
,_► N _*
?o = S Pntn на So,

n=l
N (2)

ei= 3 иЛп на 5i,
n=l

где Vn, ип — неизвестные амплитуды, в общем случае комплексные. Be- 
~*

личина ена остальных отверстиях определяется при этом в соответствии—♦ -^
с условием (1). Задав Et на поверхностях sm и полагая на металле Em = 0, 
мы сводим задачу нахождения поля внутри отдельного резонатора пепоч- 
ки к первой граничной задаче электродинамики [14]. Магнитный вектор 
^
H поля внутри резонаторов можно формально записать в виде

^ f Я2тп = Ц {etf~ihmd\ exe~ihmd} для резонаторов номеров 2zn,

Я2т+і = ^i {e!e~ihTnd; eoe“ih(m+1)d} для резонаторов номеров 2m + 1.
(За)

Здесь £0{ } и Li{ } — линейные (по обоим аргументам) операторы,

n
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определяемые в резульгате решения указанной граничной задачи. 
Ьо{ео; еі}, например, численно равен магнитному полю в нулевом резо

наторе, создаваемому сторонними эдс E^ = —е0 и Еіст = —eh распре
деленными на отверстиях $о и $і, которые при этом считаются металлизи
рованными. Учитывая линейность этих операторов и формулу (2), пере
пишем (За) в виде

^ N _* N _*
H2m = e~ihmd 2 Uo{^; 0} + e~ifimd 3 tfnLofO; ^n}, 

n=l

Л2т+1 = e~ihma 2 UnLi Й„; 0} + e-»W £ 7nLx {0; ^„}. (36)

n=l

71——1 71—1

должны быть выбраны так, чтобы выполнялись 

касательной составляющей H при переходе через 
и $і; аналогичные условия для других отверстий

Постоянные Vn, Un, h 

условия непрерывности 
плоскости отверстий $0 
при этом будут выполняться автоматически вследствие (1).

Указанные условия непрерывности H на поверхностях $0 и $і

Ht~ = Ht+ на s0, Ht~ = Ht+ на $х (4)

представляют собой интегродифференциальные уравнения, которые прин

ципиально позволяют определить не только h, но и Et на $0 и s*i (знаками 

минус и плюс обозначены предельные значения H при стремлении к пло

скости отверстия, соответственно, слева и справа). При задании E в виде 
(2) уравнения (4) можно свести к системе 2N линейных однородных
алгебраических уравнений относительно неизвестных амплитуд Ѵ\ ... Ѵм, 

Ui... UN- Для получения этих уравнений умножим (4) векторно на грп 
(n = 1,..., Д’) и проинтегрируем по соответствующим поверхностям: 

^ Un(#о+ — Н-Г)] Zds = 0, § [^(Яі+ — Яо-)] izds = 0, n = 1,..., N. (5)

s0 «і

Эти уравнения являются основными в методе наведенных мдс. Из фор
мул (3) следует, что на $о

Но+ = 2 ^n^o(^nJ 0} + S UnLQ{0; ^л},
n=l n=l

Я-Г = e~'hd S ^1{^; 0} + 3 VnLr {0; ^Д
n=l n=l

(6)

а на $і

Hr+ = 3 СЛАШ 0} + e-iM S ѴпЬг {0; ^„};
n=l n=l

Ho“ — S ^n^0 {Ч’пі 0} + 2j Un^Q {0; ^pn)-
n=l n=l

Подставляя в (5) 
уравнения:

N

3
n=l

величины Н~ из (6), найдем искомые алгебраические

(7)
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N

2 {^п^ОО;ѵп + ^п(Уоі;ѵп+Уо,-1;ѵпвгЛ<*)}=О, V=l,2,...,2V,
n=l

где использованы обозначения

$ [ibA'+i {0; ф„}М», а < Р; а = 0, 1; p = а ± 1;

__ sa
З;уп — - _^ _+ _*

— J [^Дг Ж; 0}] i2 ds, а > Р; a' = f ’ а четное’ 
sa [1, а — нечетное;

— + — С “*“ ”* ~^
aa; vn = Yaa; vn ^- Yаа; ѵп, У aa; vn = \ [4\^а'+1 {0; фп}] i2 ds\

sa

Уаа;ѵп = $ [фАгМм; °}1 ^s.

sa

(8a)

(86)

Физический смысл этих величии следующий: Уар;Ѵп — проводимость, на
веденная n-M распределением на sp на v-e распределение на sa; Fa,-vn — 
правые (У+) и левые (У-) — взаимные проводимости распределений 
номеров v и n на одном и том же отверстии ($«)• Нетрудно убедиться, 

что эти проводимости удовлетворяют со- 
--------- 1----------- 1----------- 1----------- 1------ отношениям:

I I I I взаимности Уар;ѵп = ypajnv, (9а)

ПериОДИЧНОСТИ Уар;ѵп •— У«±2, fJ±2; vn

I I I I (96)

'-■rf, ^" d, ~^ d,^i И симметрии Faa;Vn = Ya±l,a±l;Vn,

Рис. 2. Дифрагмированный волновод Yaa. ѵп — Ya±t, a±i; v„, Yaa; Vn — Ypp; vn- 

c бесконечно тонкими диафрагмами (9в)

Матрица А коэффициентов уравнений (7) может быть записана с уче
том (9) в виде

Y10 + <HMY_10; Yoo
Yoo; Ylo + e1M Y_w

(10)

где Yap означают, в овою очередь, матрицы проводимостей

Ya3 =
Y<;ii • ' • Y a3;iN

Ya~ ; N1 ’ ’ • Ya'; fffi/
(H)

Система линейных однородных уравнений (7) имеет нетривиальные ре
шения при условии обращения в нуль детерминанта матрицы А:

DetA = 0. (12)

Уравнение (12) п есть искомое характеристическое уравнение, опреде
ляющее постоянную распространения h. Характеристическое уравнение 
в случае бесконечно тонких диафрагм легко получить из (7), если поло
жить В НИХ, В соответствии С рис. 2, У10;ѵп= У12;ѵп—Уо,-1;ѵп,

un = Vne~ihdl2, d = 2dii

Det A = 0; A = Yoo + 2 cos hdi Yi0. (13)
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2. ОБОБЩЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
НА СЛУЧАЙ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ЦЕПОЧКИ РЕЗОНАТОРОВ

Характеристическое уравиение (12) легко может быть обобщено на 
случай цепочки связанных резонаторов, период которой содержит произ
вольное число 7И+ 1 вообще неодинаковых резонаторов (см. рис. 3). При 

этом касательные составляющие e = Et электрического поля в отверстиях 
связи следует, очевидно, записать в виде

- £em ~ il ^rnntymn н^ Sm, ^ — ®, 1, . . . , M, (14)
n=l

а уравнения (5) метода наведенных мдс — в виде -

$ [ibnn(#m — #m-i)K<fc = 0; п = 1, . . . , N; m = 0, 1, . . .,M. (15) 

sm ^- ^- ^ ^-
Векторы Hm+, Нт~ являются линейными операторами от ет, ет+і и могут 
быть найдены путем решения первой граничной задачи электродинамики

Рис. 3. Цепочка резонаторов с M + 1 неодинаковыми 
резонаторами в одном периоде

ГП^1 i 1 i
-Л 07 i i
s'l : І ! 'i

s. s.i
S- = 1I : I I J

I Ф___J
L_jJI I I

для соответствующих резонаторов. Было бы нетрудно выписать для них 
выражения, аналогичные (3) и (6). Однако в этом нет необходимости, 
так как искомую систему алгебраических уравнений, получающуюся при 
подстановке (14) в (15), легко выписать сразу, по аналогии с (7), учиты- 

—>■ —► —► _ ~“^"
вая лишь, что в силу условий периодичности(І) e_i = e'hdeM', ем+і = е~гМе°' 
Она имеет вид

N

2 {^оо; Vn ^on + 5^01; vn Fin + ethd ^o, -i, vn Ѵмп} = 0; v — 1, 2 , . . . A 2V, 
n=l

N
2 (^fc, ь-і;vn Vk-i, n + Ykk; vn Vkn + Yk, fe+i; vn ^fe+i, n} = 0;

ѵ = іл...,Л; л = 1А...дл/~1, (16)

#2 {e~zhd i^-io; vn V&n + YMt M-i; vn ^M-i, n + ^мм; vn Кмп} = 0;
n=l

v = l,...,7V.
Система уравнений (16) распадается на три группы. Первая и третья со
стоят из N уравнений каждая (по числу членов ряда в формуле (14)) и 
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описывают, соответственно, взаимодействие первого и последнего отвер
стий одного периода цепочки с двумя соседними (слева и справа). Вто
рая группа состоит из N(M— 1) уравнений и описывает взаимодействие 
каждого внутреннего отверстйя одного периода с двумя соседними. Харак
теристическое уравнение для определения постоянной распространения 
имеет вид (12), где матрица А коэффициентов системы однородных урав
нений (16) записываетсяввиде

Yoo Yoi 0 0 0 0 e^Yo,_!
Yio Yu Y12 0 0 0 0

A =
0 Y21 Y22 Y23 0 0 0 . (17)

0 0 0 0 • • • YM-i; M-2 YjM--ijM-l YjH-l; M
e-iMY10 0 0 0 0 Yjf; M-1 ^MM

Здесь Yap — матрица проводимостей вида (И), характеризующая взаимо

действие между гармониками грп (см. формулу (14)) на отверстиях с ин
дексами a и P (P = a =F 1, a). Отметим, что проводимости Ya&vn выра
жаются прежними формулами (8) и удовлетворяют соотношениям взаим
ности (9а) ипериодичности:

^ap:vn = Yx±(M+i),^±(M+i);vn- (18)

3. ОДНОЧЛЕННАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ПОЛЯ В ОТВЕРСТИЯХ

В тех случаях, когда характер распределения поля в отверстиях при
мерно известен (из экспериментальных или интуитивных соображений), 
рассматриваемая задача может быть сильно упрощена. Действительно, 

при этом можно аппроксимировать E на каждом отверстии только одной 
функцией, положив ів формуле (14) N = 1. Характеристическое уравне
ние, получаемое из (12) и (17), примет вид

Yoo Y01 0 0. .. 0 0 e’hdYo,-i
Y10 Y11 712 0. .. 0 0 0

0 0 0 0.. •YjH-l; M-2 Y M-1; M-1 Y M-1; M
e-iMY_10 0 0 0.. • 0 YM; M-1 Y мм

(19)

где для сокращения записи положено Уар; н = Ya$- Это уравнение легко 
может быть решено, так как неизвестная h входит только в два элемента 
определителя:

ZQshd = (—1)м_1(УооАоо— УоіУіо^4оі;іо— Уо,-і;-іоАо,—і;-ю) /

/ 2У_1ОУоіУ12У23 . . . Ум-1; M, (20)
где 4oo, Аоі;іо, Ао.-і,-ю — миноры детерминанта (19), получающиеся вы
черкиванием соответствующих строк и столбцов. В частном случае обыч
ного диафрагмированного волновода с диафрагмами конечной толщины 
(рис. 1), когда в пределах одного периода содержатся два резонатора 
(Af = 1), выражение (20) принимает особенно простой вид. Действитель

но, при этом Аоі; ю = ^4o, -і; -іо = 1, Aoo =* Уц, Ун = У^оо (последнее 
в силу симметрии) и

созДй = (Уоо2— Уіо2 У—іо)/2УіоУ—іо« (21)
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В случае бесконечно тонких диафрагм в периоде содержится лишь один 
резонатор (M = 0), Лоі;ю = Ло,-і;-ю = 0, Лоо = 1, и формула (20) за
пишется так

cos hd = — Уоо / 2Ую или cos hd = — Уоо+ / Ую. (22)

Можнотакжеполучить (22) из (21),переписав (21) ввиде

cos hd = — 1 4
(Уоо+-Ую) + (Уоо-4-У-іо)

X
(Уоо++ Ую) + (УоО — У-ю)

2У-Ю
(23)

и осуществив в (23) предельный переход d = di + d2 ^- di (d2 — толщи
на диафрагмы) с учетом того, что при этом |У-ю|, |Уоо~|^°°, 
Уоо- / У-ю^-----1. Отметим, что расчет поправок к фазовой скорости, обус
ловленных толщиной диафрагм, если она мала, целесообразно произво
дить по формуле (23).

4. ВЫВОД РАСЧЕТНЫХ ФОРМУЛ ДЛЯ ПРОВОДИМОСТЕЙ

Для нахождения фазовой постоянной из уравнений типа (12) необхо
димо знать проводимости Уаз;Ѵп. Для их определения следует, прежде 
всего, найти поля, возбуждаемые в одиночных резонаторах (ячейках) це
почки при металлизации обоих отверстий связи и распределении на одном-^
из них изнутри сторонней эдс Ест = —e, или, что эквивалентно, поверх
ностного магнитного тока Л’и = [2Гсттг] (n — внешняя нормаль к поверх
ности рассматриваемого резонатора). Поле в таком резонаторе, как изве
стно (см. [15] и [16]), можно представить в виде суперпозиции либо 
собственных колебаний резонатора, либо собственных волн волновода 
(отрезком которого является резонатор). При этом собственные (У?а; ѵп)» 

и наведенные (Уар;ѵп) проводимости представляются в виде сумм пар
циальных проводимостей, обусловленных отдельными колебаниями резо
натора или волнами волновода, т. e. (см. [16], стр. 308)

уДѴп=2^, У^=2Л. (24)

ц, ц
где ц — индекс типа колебания (волны), а (±а) означает право-(+) и 
лево-(—) стороннюю собственную проводимость отверстия номера а.

Приведем вывод расчетных формул для парциальных проводимостей, 
используя представление полей в виде собственных волн короткозамкну
того волновода, при котором получаются более компактные формулы. 
Можно показать (см. [16], стр. 317), что поле, возбуждаемое отверстием 
в правом (относительно этого отверстия) резонаторе (см. рис. 1), пред
ставимо в виде

(E, H)r = S Л {(^, Я) + гц (Я_и, Я_и)}, (25)
tA

Л“ = — (1 — ГцГ_ц)ІѴи S[е ^~* + г_и #ц)1 nds’

3 Радиотехника и электроника, Ks 10
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Здесь е — поле в отверстии; E^, Яц — распространяющаяся в сторону 
z > 0 волна (индекса ц > 0) бесконечного волновода того же попереч
ного сечения, что и у рассматриваемого резонатора; индексами (—ц) от
мечены аналогичные волны, распространяющиеся в сторону z < 0; Гц, 
Г_,а — коэффициенты отражения соответствующих волн от правой и левой 
торцовых стенок резонатора при условии металлизации отверстий, реаль

но имеющихся в этих стенках; ѣ — внешняя нормаль к объему резонатора -^ -^
(на s n = —iz); Sj_ — поперечное сечение резонатора. Для левого резо
натора имеют место аналогичные формулы:

(E, Н)г = 3 В» {(£1и, H_J + Г1и (E^, Н»)}, (26)
И-

^v- ~ 7j г'г- . »г ^ Iе (Нр- + Гр.Н_ц)] n ds,
(1 1 p,l _pJ 7V (X V

^=.?{[^-J — [^-^]}72ds (27)

s±
^- —►

(для левого резонатора на s n = iz).
Рассмотрим теперь одну из ячеек цепочки резонаторов, ограниченную 

отверстиями $0 и $і. В общем случае $0 и $4 неодинаковы. Используя 
формулы (8), (24) — (26), найдем для парциальной проводимости, обус
ловленной волной типа ц

Уы vn = Уѵ; nv = (1 p p ) yy ^ ^Оѵ C^~H + Г_р,Яр,)] iz ds*

«о

• ^ [^іп(Яр. + Гр.Я_р.)] izds. (28a)

«1

Для правосторонней парциальной собственной проводимости отверстия so 
найдем

Ур; vn = (I p p ) 2У ^ 1^Оѵ (Я-р, + Г_цЯц)] г* ^ 5 l^On (Яр, + Гр,Я_р,)] iz ds.

^ ^" ^* So So
(286)

Для левосторонней парциальной собственной проводимости отверстия 
5i имеем, очевидно, формулу, аналогичную (286), с заменой $0 на $і и ^o 

—>
на ^i. Формулы (28) можно упростить, поскольку для поперечных 

(т. e. лежащих в поперечных плоскостях 5j_) компонент Н± волн волно
вода справедливо соотношение

(H^ = -(Hjy*S (29)

(уц — постоянная распространения волны индекса p). Кроме того, по
скольку отверстия в торцовых стенках металлизированы,

Гц = — е~2іѴпР, Г—ц = — е+2іѵи2лв, ГцГ—ц = е—2гѵіА,

где Znp, 2ЛВ — координаты правого и левого торца; di = Znp — 2ЛВ — длина
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резонатора. При этом получим, помещая начало отсчета z на торце s0: 

w(+0) -УѴ, vn —

2ict«\Lf^ „(01) _„(1O) _ 21CSC^L ,(Q),(1)

2V Jp*/pni </n;v* — tf^;nv — yy /р-ѵ/ркп»
И И (30)

2tctg^L $>/$, f$ = $ ftoJ^j 7zds, /$ = J fwLjX ds

So Si
■^

подставляется значение H±Vh взятое для z = 0).

„("» -</p.; vn — ^

(31)

(В формулу ДЛЯ fpn
Представляя поля при помощи однокомпонентных электрического и маг
нитного векторов Герца:

ді*».®^,^''^,

имеем для 2?-волн
N™ = 2&y^ (4£)12^ $ [Ф(£)12^ № = i ^ $ ^m„V±O®ds, (32)

° SJ. ° sm

^ = 2^(X^pZo J [Ф^І2^,/^ = !?^ J lWlW**.

s± 8m

где/о = Уцо/ео, Ф(£»й) и х<£,н) — собственные функции и собственные 

значения соответствующих мембранных задач. Для прямоугольного 
волновода, например,

x^ = XgH)= xip = л^(1/а)2-і-(р/Ь)2, _(E)
Фір = SIH Xj0® sm XopP,

Ф^Р = cos кіох cos %Qpy 0 ^ x ^ a, 0 ^ y ^ b

(a, b — размеры стенок волновода; индекс ц заменен двумя ин

дексами lp). Полагая 4'ш = tymniy, найдем суммарную парциальную про
водимость, обусловленную E- и 77-волнами одних и тех же индексов Zp, 
в виде

(+0) . о . 7 (0) (0) (01) . D , (0) (1)
Уір; vn — lt>ip Ctg У/рЩф/р; ѵф/р; nJ Уір; vn — l&lp CSC УІр^іф/р; ѵф/р; nJ

q>zp?n = J ^mn sin xiox cos xop yds-, Bip = 4(k2 — Xh^)/Zokabefipy'ip-, 

sm
ч/ы----------Г /1’ P ^ 0’

Yip = y*2 — xzp2; ep = | 2 ? = Q

Для нераспространяющихся волн (x/р2 > k2) имеем

УіР'.ѵп = іС/pCth СЬ/рС?іфІ/р;ѵфір; nJ Cip = 4(&2 Ki2)/ZQkabEi8pQLip*

Уір; Vn =^ iClp CSCh О/рС?1ф/р; ѵфір; n CQp == y%Zp2 k^

(33)

(34)

Для проводимостей Уц;ѵп, Уыѵп отверстий so и sb a также для 

собственных и наведенных проводимостей всех остальных отверстий мож
но написать аналогичные формулы. При этом надо будет только в форму
лы (30) — (34) подставить размеры и параметры соответствующих резо
наторов и отверстий (т. e. величины a, b, d, ун> хи» фтп, Фц, sm, Sj_).

3*
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5. О ВЫБОРЕ АППРОКСИМИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ

Интефальные уравнения типа (4) рассматриваемой задачи при точ
ном решении дают, вообще говоря, бесконечное число постоянных рас
пространения h и соответствующих им законов распределения поля в от
верстиях. Однако на практике приходится ограничиваться аппроксима
цией распределений полей в отверстиях конечным числом функций; при 
этом мы находим лишь конечное число различных постоянных распрост
ранения и соответственно различных распределений в отверстиях (равное 
взятому числу функций), причем и те и другие находятся приближенно. 
При N ^- oo и полноте системы гармоник можно ожидать, что результаты 
будут стремиться к истинным. Какие из бесконечного набора собственных 
значений h мы найдем при конечном 2V, будет зависеть в значительной 
степени от выбора системы функций, аппроксимирующих поле в отвер
стиях. При этом, видимо, следует руководствоваться некоторыми данны 
ми о характере распределения поля в отверстиях. Например, если в слу
чае круговых цилиндрических резонаторов использовать лишь осесиммет
ричные аппроксимирующие функции, то, очевидно, при этом не удастся 
получить h для несимметричных волн. Для получения хороших резуль
татов при малом ІѴ необходимо также, чтобы аппроксимирующие функ
ции хорошо передавали особенности поля в отверстиях: компонента элек
трического поля, касательная к краю отверстия, должна обращаться нэ 
этом краю в нуль, а нормальная к нему компонента должна иметь осо
бенность электростатического характера; например, в случае бесконечне 
тонких диафрагм эта особенность, как известно (см. [17]), имеет вид 
[1—(2£/£)2]~,/2, а в случае диафрагм конечной толщины [19] — 
[1 — (2£/ £)2]~,/з (t — ширина отверстия, —t/2 ^Z £ ^ t/ 2). Желательно 
также, чтобы выражения для величин f^n получались возможно более 
простыми. Так для прямоугольного диафрагмированного волновода с раз
мерами сечения a X b при линейных отверстиях связи шириной t и дли
ной а, параллельных стенкам волновода, эти функции можно взять в виде

2 sin(nx/a) 2(п — 1)л£ лх t t
^o = —  ---------------- ; xpn = cos-------------------- sin—; _-^£<^-;

ndyi-да)2 a 2
0<х<а; n = l,2,..., (35)

где о равно двум в случае бесконечно тонких диафрагм и трем — в слу
чае диафрагм конечной толщины. В [11] предложены системы функций 
для цепочек круговых цилиндрических резонаторов с круглыми отвер
стиями связи, учитывающих электростатические особенности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Примененный в настоящей работе обобщенный метод наведенных мдс 
позволяет простым путем получить удобные формулы для расчета фазо
вых скоростей волн в цепочках связанных резонаторов. Полученные ха
рактеристические уравнения имеют значительно более простой вид, не
жели уравнения, получаемые при помощи метода наведенных эдс. Дей
ствительно, если сравнить, например, между собой характеристические 
уравнения, (22) и (30) из [12],соответствующие простейшим аппрокси
мациям распределений поля в отверстиях диафрагм и тока на стержнях, 
то увидим, что уравнение (22) фактически уже разрешено относительно 
фазовой постоянной (Л), тогда как (30) из [12] состоит из бесконечной
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суммы членов, в каждый из которых входит неизвестная h. Объясняется 
это тем, что в первом случае взаимодействуют лишь соседние щелевые из
лучатели (поскольку при расчете наведенных проводимостей все отвер
стия полагаются металлизированными), тогда как во втором случае явно 
взаимодействуют между собой все излучатели структуры.

Обобщенный метод наведенных мдс, примененный для получения ха
рактеристического уравнения (12), по существу, аналогичен методу Га- 
леркина. Упрощенные уравнения (20) — (22) соответствуют обычному ме
тоду наведенных мдс, представляющему собой частный случай метода 
Галеркина, когда решение ищется в виде первого члена ряда.

Решение уравнения (5), а следовательно и полученных из него урав
нений» (12), (13) и др., стационарно относительно вариаций распределе
ния поля на отверстиях (см. Приложение). Вследствие этого применен
ный метод обеспечивает повышенную точность результатов расчета. Рас
четы конкретных систем по полученным выше формулам в общем случае 
должны проводиться на электронной вычислительной машине.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Докажем стационарность решения характеристического уравнения типа (12) от
носительно вариаций распределения электрического поля в отверстиях, связывающих^. _^ 
отдельные резонаторы цепочки. При этом удобно ввести единую функцию Ф = Еи 
характеризующую распределение касательной составляющей электрического поля во 
всех отверстиях s0, ..., sM в пределах периода цепочки. Рассмотрим выражение

м
SS {Ф; h} = ^ [£* (Я+ - Н-)] ^zds, S = 2 «т- (36)

S m=0
^ ->■

<£?{Ф; Ц представляет собой функционал от Ф и обычную функцию от h. Для истин
ного поля, удовлетворяющего граничным условиям задачи, т. e. условиям непрерыв
ности на отверстиях $о, . . ., sM (и вследствие периодичности структуры на остальных 
отверстиях),

#{ф;Л}=0. (37)
Это равенство определяет h как некоторый функционал от Ф. Поэтому условием ста- ->•
ционарности решения уравнения (37) относительно вариаций Ф, т. e. 6h = 0 являет
ся, как это было показано в [12], обращение в нуль вариации 5?, вычисляемой при 
неизменном h. Обозначая такие вариации через А, найдем

(38)

Выведем, прежде всего, соотношение, необходимое для дальнейшего. Для этого pac- 
^- *“>■ “► ->■

смотрим поля Ei, Яі и Е2і Н2, заданные внутри рассматриваемой периодической си
стемы. Пусть они удовлетворяют нулевым граничным условиям на металлических 
поверхностях, условиям квазипериодичности типа (1), а также условиям непрерыв-^> ~^
ности Et на sm. Условиям непрерывности Ht на sm эти поля, вообще, нѳ удовлетворя
ют, т. e. в плоскости sm находятся поверхностные электрические тони — источники, 
равные

К = l(H+ — H-) n], n = —7Z. (39)

-^ -^- —► —>•
Применяя сопряженную лемму Лоренца (см. [18]) к полям E^ Hi и Е2і Н2 внутри 
о&ьѳма У, протяженностью в один период и ограниченного поверхностью S (cU 
рис. 3), имеем

{[£і*Я2] + [^Я/]) nds = — ^ (Ет*Кг + £2Я?) ds.
E S

(40)
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Так как на металлической части поверхности 2 Elt = E2t = 0, а интегралы по тор
цовым сечениям S' и 5" выделенного объема взаимно компенсируются вследствие 
условия квазипериодичности (1), то (40) примет вид

5 {[£• (Я2+ - Я2-)] + й?2 (Яі+ - нгГ ]}«*« = 0. (41)

s

Полагая £і, Яі равным полю E, H, фигурирующему в (38), а Е2, Н2 равным вариации 
—► ~+ ~* ѵ

ДЕ, ДН (соответствующей вариации АФ функции распределения электрического поля 
на отверстиях), получим

^ [£• (ДЯ+ — ДЯ-)]пс?« = — ^ [ДЯ(Я+ — tf-)*)nds.

s s
(42)

Используя это соотношение, убеждаемся, что (см. формулу (38))

Д5? = 2i ^ [Д£* (Я+ — Я-)] nds. (43)
s

Следовательно (см. (4)), для истинного поля Д<2? = 0, что и подтверждает стационар
ность уравнения (37). Доказанная стационарность функционала (36) для истинного 
поля может быть также использована для нахождения распределения Ф, а значит 
и h. Действительно, применяя метод Ритца для решения рассматриваемой задачи 
Д<2?=0, напишем выражение для Ф в виде (14). Подставляя (14) в формулу (36), -^-
получим выражение для функционала <£?{Ф; h} в виде билинейной формы по отно
шению к Утп- Условия стационарности последнего имеют вид

d£ldVmn*=Q; n=l, (44)

Эти равенства представляют собой систему линейных уравнений относительно 
Vmn, которые имеют нетривиальные решения только при равенстве нулю их опреде
лителя. Последнее условие и дает характеристическое уравнение для определения h. 
Система (44) полностью совпадает с системой (16), полученной при помощи метода 
наведенных мдс, эквивалентного методу Галѳркина. Если в (14) ограничиться одним 
членом (что возможно, если заранее приближенно известен закон распределения 
поля в отверстиях), то мы придем к характеристическому уравнению (20).

ЛИТЕРАТУРА
1. Я. H. Ф ѳ л ь д, Л. С. Б e н e н с о н, Труды юбилейной научно-технической конфе

ренции ГКРЭ (1958 r.), Секция антенных систем, 1960.
2. В. В. Владимирский, Докл. АН СССР, 1946, 52, 3, 219; ЖТФ, 1947, 17, 11, 

1277.
3. E. L. Chu, W. W. Hansen, J. AppL Phys., 1947, 18, И, 996; 1950, 21, 4, 454.
4. A. W. L i n e s, С. R. N i с о 11, A. M. W ю о d w a r d. Ргос I. E. E., 1950, pt. III, 97, 

48, 263.
5. Г. H. Рапоп о p т, ЖТФ, 1951, 21, 9, 1076; 1957, 38, 9, 2104.
6. А. И. Ахиѳзѳр, Г. Я. Любарский, ЖТФ, 1954, 24, 1697; 1955, 25, 9, 1597.
7. Ш. E. Ц и м p и н г, Радиотехника и электроника, 1957, 2, 1, 3; 1957, 2, 8, 969.
8. Э. Л. К у л и к о в, Радиотехника и электроника, 1964, 9, 5, 800.
9. И. Ш. Б e л у г а, Радиотехника и электроника, 1964, 9, 3, 459; 1965, 10, 9, 1724.

10. P. M. Л e о нтьѳ в а, Радиотехника, 1957, 12, 12, 36.
11. П. E. Краснушкин, С. П. Ломнев, А. Г. Трагов, Докл. АН СССР, 1964,

159, 3, 528.
12. Я. H. Фельд, Л. С. Бененсон, Радиотехника и электроника, 1959, 4, 3, 417.
13. Л. С. Б eн e нсо н, Радиотехника и электроника, 1961, 6, 7, 1128.
14. Я. H. Ф ѳ л ь д, ЖЭТФ, 1943, 13, 3—4, 110.
15. Л. А. В а й н ш т ѳ й н, Электромагнитные волны, Изд. Советское радио, 1957.
16. Я. H. Ф ѳ л ь д, Л. С. Б e н ѳ нсо н, Антенно-фидерные устройства, ч. II, Изд. ВВИА 

им. H. E. Жуковского, 1959.
17. Я. H. Ф ѳ л ь д, Радиотехника, 1946, 1, 6, 3 (формула (32)).
18. Я. H. Ф e л ь д, Докл. АН СССР, 1947, 56, 5.
19. Г. А. Г p и н б e p г. Избранные вопросы математической теории электрических и 

магнитных явлений, Изд. АН СССР, 1948, стр. 320.
20. П. E. Краснушкин, С. П. Ломнев, Радиотехника и электроника, 1966, 11, 

6, 1051.
Поступила в редакцию

21 II 1966

420



P A Д И 0 T E X H И К A И Э Л E K T P O H И K A

1966 № 7
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О СВЕДЕНИИ ЗАДАЧ ДИФРАКЦИИ
НА НЕЗАМКНУТЬК ПОВЕРХНОСТЯХ К ИНТЕГРАЛЬНЫМ 

УРАВНЕНИЯМ ВТОРОГО РОДА
Я. H. Фелъд, И. В. Сухаревский

Дан метод сведения задач дифракции скалярных и векторых волн 
на незамкнутом криволинейном экране к интегральным уравнениям вто
рого рода для «токов» на поверхности экрана или для поля на допол
няющей поверхности (в отверстии). Предлагаемый подход позволяет 
получить целый класс интегральных уравнений, соответствующих рас
сматриваемой дифракционной задаче.

ВВЕДЕНИЕ

Задачи дифракции скалярных или электромагнитных волн на незамк
нутых бесконечно тонких экранах могут быть легко сведены к интеграль
ным или интегродифференциальным уравнениям первого рода. Однако по 
многим причинам значительно удобнее иметь дело с интегральными урав
нениями второго рода. К последним приведены некоторые задачи с плос
кими экранами ([1, 2]). В работе [3] предложен общий метод вывода 
интегральных уравнений второго рода для токов, основанный на неполном 
обращении интегральных операторов.

В настоящей статье применен иной подход, весьма естественный, как 
в методическом, так и в физическом плане.

При конструировании ядер интегральных уравнений, выводимых ниже, 
могут быть использованы функции точечного источника для свободного 
пространства (этот метод применен в § 1, 2 и приводит к интегральным 
уравнениям, аналогичным уравнениям работы [3]) или же могут быть 
применены функции Грина для некоторых вспомогательных областей (этот 
подход применен в § 3, 4; он позволяет получить целый класс новых инте
гральных уравнений как для токов на экране, так и для поля в отверстии).

1. ПОСТАНОВКА СКАЛЯРНЫХ ДИФРАКЦИОННЫХ ЗАДАЧ. 
ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛЕЙ

Пусть первичное поле фо(^) * дифрагирует на незамкнутой поверхности 
5, краем которой служит контур L (S и L — достаточно гладкие). Искомое 
вторичное поле ф(^) должно удовлетворять уравнению

* Через g, p, g мы будем обозначать точки трехмерного пространства или их 
радиус-векторы.

Ѵ2ф + £2ф = 0 (A: = 2n/X), (1)

во всем пространстве, кроме точек S + L, и граничным условиям на по
верхности 5 [точки L не причисляются к S):

ф+ = ф~ = —фо (условие Дирихле) (2a)
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ИЛИ
5ф+ / дп = дф“ / дп = —дфо / дп * (условие Неймана)’. (26) 

Кроме того, ф(д) нужно подчинить условиям типа Майкснера [4] на кон
туре L и условиям излучения на бесконечности.

Обозначим через *So какую-либо из замкнутых (или же уходящих на 
бесконечность) поверхностей, содержащих 5: 50 = S + S (рис. 1).

Поверхность 50 разделяет пространство на две области Vi и Ѵе; будем 
считать, что орт нормали n направлен внутрь Vi.

По формулам Грина — Кирхгофа имеют место равенства

<(«)*<«)= $ (*+^
So ^

ae(q)^(q)= — f lS~ ^

So V
f^y^-

(4) 
где Лі(^), ae(q) —характеристические функции 
областей Ѵ\, Ѵе (например, at равно единице 
в Vi и нулю в Ѵе);

1 e-ik\p-q\

/ = /<₽'” = ^nF^r-
(4) почленно и приняв во внимание непрерыв- 

” i также тождество fy(q) +

дпр

Сложив равенства (3) и (\ 
ность ф и д^/дп при переходе через S, а 
+ &e(q) = 1, получим (при любом q из Vi или из Ѵ€)

*w=s (^5r-^)*' (5)

где
дф“
дп

В частности, в задаче Дирихле v(p) = 0 и

^(?)= — 5 ^(p)/(p. ff)^p,

s
(5a)

а в задаче Неймана w(p) = 0 и

ty(q)= $ v(p)

S дпр
dp. (56)

О <•’)

v = ф+ — ф~;

Функции v(p), w(p) по своей роли аналогичны поверхностным плотностям 
токов в электродинамике; в случае же цилиндрических экранов при ^-или

♦ n — орт нормали, соответствующий одной из сторон поверхности 5; ф+, дф+ / 
/ дп — предельные значения при переходе на S с той стороны, куда направлен п; 
Ф“, дф” / дп имеют аналогичный смысл при предельном переходе с противоположной 
стороны. В дальнейшем мы будем иногда употреблять символы вида F±, dF± / дп в 
том случае, когда соответствующие предельные значения одинаковы с обеих сторон 

** Символами dp, dq и т. д. мы обозначаем элемент (дифференциал) площади по
верхности в соответствующей точке; точка q в равенствах (3) и (4) не принадлежит 

*iSo.
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Я-поляризации плотность токов на S в точности совпадает с zr(p) или 
v(p) соответственно.

Формулы (5a), (56) выражают, таким образом, поле ф(^) во всем про
странстве через распределение «токов» w, v на S.

2. ВЫВОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО РОДА ДЛЯ TOKOBw,v

Пусть точка q расположена вблизи 5.
Найдем разность производных от (3) и (4) по направлению нормали 

к 5, проходящей через q:

[а<(д)-ае(д)]^-= $ [(ф+ + ^~)
^ So

d2f 

дпядпр

(^+F)Fh

\ UYlp дПр / uYlq J
(6)

В задаче Дирихле имеем (учитывая (2a) и (5a))

4^ + ^- = —2^)о на 5; ^+ + ^>- = -2^ w(g)f(p,g)dg на S;

S

4^+Л1 = ^ „(e)^LdgHaS+2. 

дпр drip j дпр

Поэтому равенство (6) принимает вид

1 г / \ / м ^ д С . / \ ^(^ P) лТ(“'(” - Ms))^- = - ^- J *«^^  - 

-!^і*. й«Ч^І»и 

z ^g^p S So °nQ s

* При этом нужно произвести изменение порядка интегрирований, которое не
трудно оправдать.

drip

df(p,g) , 
dg.

дпр

Взяв в равенстве (7) q сначала в V^ а затем в Ѵе, устремив в 
случае q к некоторой точке на 5 и сложив результаты, найдем * 

^w(q)=^w(g)T(q,g)dg + <$(q), q^S,

S

(7)
каждом

(8)

где

^-^>^+^^r-

^-4rQ^)^4 X9)

— известные функции.
Равенство (8) представляет собой искомое интегральное уравнениевто- 

рого рода для тока w. Ядро T содержит интегралы по S. Однако, как мы 
покажем сейчас, это ядро в действительности от выбора S не зависит. 
В самом деле, пусть ядро T(q,g) получено из T(q, g) путем замены S на 
2 (рис. 2), причем ради простоты мы считаем, что S и S имеют общие
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точки лишь на L. Тогда

где
^=ЦЛ,.,)^-,.,.,)^)*,.

E+S

Направления нормалей на 2 и S показаны на рис. 2. Так как q и g лежат 
на S, а значит обе расположены вне (или обе внутри) замкнутой поверхно
сти S + 2, то, в силу теоремы Грина, Q(^, g) = 0 и, следовательно, 
T(q, g) = T(q, g), что и утверждалось. Более того, ядро T, как нетрудно 
показать, может быть представлено только через интеграл по S. Чтобыбыть представлено только через интеграл по S. Чтобы 

получить это представление, будем непрерыв
ным деформированием неограниченно при
ближать S к 5, закрепив q и g на S(q =^ g). 
При этом второй член в правой части форму
лы (9) исчезнет и в пределе получим 

^<-)^(^«->4- 

(10) 
Предельные переходы, приведшие к фор

муле (10), могут быть обоснованы вполне 
строго.

Интегральное уравнение второго рода для 
v(p) (в случае задачи Неймана) можно полу
чить вполне аналогичным путем: вычитаем 

, , ч ,. заменяем в интегралах ф+ + ^“ и (дф+ / дгі) + 
+ (<?ф~/ дп) их выражениями, выводимыми из (26) и (56), и затем, устре
мив q на S из Vi и из Ѵ€, складываем полученные равенства. В результате 
получаем искомое уравнение

yp(g)=Jp(g)Z(g,g)dg + T(g), q^S,

S

почленно (4) из (3),

drip

(11)

ядро которого T(g,q) отличается от ядра уравнения (8) лишь порядком 
аргументов, a T (q) = ^ (дф0/ dnp)f(q, p)dp — известная функция.

Подобным же образом можно получить интегральное уравнение вто
рого рода в случае краевого условия импедансного типа: 

4?+“*+=^+ачг=-(^+<*)на5’ '121

где а — задано. Вместо (5a) или (56) при этом имеет место интеграль
ное представление
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из которого и нужно исходить при выводе интегрального уравнения для 
функции v(p),

Отметим еще, что в случае плоского экрана ядро T можно записать 
в каждом из следующих видов:

Z'(2,g) = ( Vxg2 + &2) $ /(g,p)/(p,g)dp,
s

T{q,g)=—{\j_q2+^) $ f(q,p)f(p,g)dp,

где V j_2 — двумерный оператор Лапласа, действующий в плоскости экрана.

3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО РОДА С ЯДРАМИ, 
СВЯЗАННЫМИ С ФУНКЦИЯМИ ГРИНА. СКАЛЯРНЫЕ ЗАДАЧИ

В ряде приложений может представить интерес сведение дифракцион
ных задач к интегральным уравнениям второго рода с ядрами, существен
но зависящими от формы поверхности 2 и связанными с функциями Грина 
для областей Vi и Ѵе. Таким образом можно получить целый класс подоб
ных уравнений. Для этого введем функции Грина G1 и Ge ур&вкешія (1) 
для областей Vi и Ѵ€. При этом, как обычно [4], эти функции должны 
удовлетворять на S + S граничным условиям *

* Как и выше, формулы, относящиеся только к задачам Дирихле или Неймана, 
нумеруются цифрами с добавлением буквы а или б соответственно.

<?’> е — 0; 
dG''*Jdn  = 0.

(13a) 
(136).

Заменив в формулах (3) и .(4) функцию / на G’ и Ge соответственно и учи
тывая нри этом (13), получим

(14a)

(146)
В нашем случае 

ф+ =
дп дп дп

(15)

ф+ = ф- = —ф0 на 5; 
дф+ дф“ Зфо ---- = —-— = — —— TJ1
дп дп дпдп дп

(16a)

(166)

Поэтому, подставляя (14a) в выражение w— (дф+/Зп) — (дф~/дп) и 
(146) в выражение v = ф+ — ф~, найдем

(17a)

^)=H^r(^ + ^ + ^), 4^S-
(176)
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Здесь M и N — известные функции:
д /с d(Gi + G') , \±JJW = ~xt?,(Pb 4 dp> '• (18a)

'V(«=S^<G'+G')<J₽' (186)
s p

Найдем прежде всего интегральные уравнения второго ряда для токов w 
и v на S. Для этого подставим в (17a) и (176) выражения для ^ и chp / дпр 
из (5a) и (56)’, предварительно продифференцировав последнее,

w(q) = — J д ^ ^~~ J w(g)f№P)d8dP + M(q), q^s, (19a)

v(q)=—^(G^ + Ge)^v(g)^^dgdp+N(q), qsS. (196)

Меняя здесь, на основании теоремы Фубини [4], порядок интегрирования, 
найдем искомые уравнения

w(q)=\w(g).K(g,q)dg + M(q), q^S-, 

s

v(q)=\v(g)Q(g,q)dg + N(q)t qs=

(20a)

(206)

Ядра определяются формулами

(21a)

Q(g,qj = - ^ (G*(p,q) + G'(p,qYt^—^dP-

2 u^gиПр
(216)

Легко также получить интегральное уравнение второго рода для поля ф 
на 5 в случае задачи Дирихле и для производной #ф / дп на S в случае 
задачи Неймана.

Действительно, подставляя выражения (17a) и (176) в правые части 
формул (5a) и (56), предварительно продифференцировав последнюю по 
n, найдем для g e S,

W)=— \f{q,g} ^ W) 9 дС t„G ^ dpdq— ^ f(q,g)M(q)dq-,

s s апР апч s

(22a)

Меняя порядок Интегрирования, получим искомые уравнения
(226)

^(g)=Jj^(p)X(p,g)dp + 4(g), geZ; (23a)

(236)ge2.
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Здесь

%(p,g) = _ ^f(q,g) d2^tG^dq’ А(ё) = ~ ^f(q,g)M(q)dq-,
g ОПрОПд g

(24a) 

r(p,S)=-J {G'(p.?) + G>(p,S))^^-i5;

s 1 ё

5<*>=$"(”Х^ (24И
Таким образом, знаяфункции Грина (задач Дирихлеили Неймана), можно 
написать интегральные уравнения второго рода как для w или v на S (см. 
(20)), так и для ф или dty! дп на S (см. (23)). Ядра К, Q, X и Y получен
ных уравнений существенно зависят от формы вспомогательной поверхно
сти S. Рациональный выбор последней, в частных ізадачах, может позво
лить упростить эти ядра. Как легко видеть, они имеют существенные 
особенности только на контуре L, разделяющем 5 и S.

4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО РОДА С ЯДРАМИ,
СВЯЗАННЫМИ С ФУНКЦИЯМИ ГРИНА.

СЛУЧАЙ ДИФРАКЦИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ

Изложенная выше методика получения интегральных уравнений вто
рого рода легко переносится и на случай дифракции электромагнитной 
волны на незамкнутом идеально проводящем экране S.

Роль формул Грина (14) играет теперь известная лемма Лоренца. Пер
вичная волна E0, H0 возбуждает на экране S поверхностный ток, двухсто
роннюю плотность которого обозначим буквой J. Вторичное поле E, II 
нетрудно выразить через распределение тока J на S. В частности [5]

Е (р) = 7^? ${A2J (g) “(J (g) Vg) V₽} f (g’p) dg- (25)

S

Роль функции Грина в областях Vi и Ѵе (рис. 1) будут теперь играть вспо
могательные поля E2, H2' и Ее, Не, возбуждаемые магнитным диполем с мо
ментом m, расположенным в Vi и Ѵе соответственно. При определении 
этих полей, которые естественно называть полями Грина, замкнутая по
верхность S + S (рис. 1) предполагается идеально проводящей, т. e. поля 
Грина удовлетворяют условию Ef = 0, Ete = 0 на границе соответствую
щей области. Само собой разумеется, что если область простирается на 
бесконечность, то поля Грина удовлетворяют там принципу излучения. 
Применяя к полям E, H и E2, H2 в области Vi и полям E, H и Ее, Не в обла
сти УеЛеммуЛоренца, получим [6] формулы, аналогичные (3) и (4):

mH(g) - - — ^ {[EH’] - [E’H]} dp, q e Ѵ<,
l0J s'+s

(dp = ndp) 
mH(g) - — \ {[ЕН*] - [E*H]} dp. q e Ѵе

l(O •’
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Учитывая граничные условия Ef — Ete = 0 на S + 2 и Ef = —Е^° на5, 
приведем их к виду

mH(g) = — ДД [E(p)H’(p,g;m)]dp + ^-5 [Е°(р)Н;(р, 2;га)Нр,

ІШ* q^Vit W«

i c 1 f (26)
mH(^) = —\[E(p)He(p,g;m)]dp — — \ [E°(p)He(p, gjm)Jdp,

iG) ^ i0)
2 q G= Ѵе. 3

У полей Грина поставлены три аргумента, так как они зависят от точки 
наблюдения p и точки q, где расположен источник — магнитный диполь с 
моментом m. Так как q и m произвольны, то формулы (26) определяют 
магнитный вектор H во всем пространстве. Определим нри помощи (26) 
скачок mH при переходе через 5:

m (H+(g) — H-(9)) = — — J E (p) I (p, q-, m) dp + 
кв £

+ -^EO(p)I(p,^m)dpf, qe=S. (27)
iG) \ *s

Здесь использовано обозначение

І(РЛ; m) = [{Нг(р,?; m) +№(p,g; m)}npJ. (28)

Введем на S ортогональную криволинейную систему координат zzi, и2 с 
коэффициентами Ляме Лі, h2. Обозначим через ii и i2 единичные орты, 
касательные к координатным линиям Ui и и2, образующие с нормалью n 
правую тройку. Тогда, учитывая, что ток J, индуцированный на 5, равен 
[n(H+ — Н-)], получим при помощи (27) составляющие тока 7i и Л 
в координатах щ и zz2:

A(g) = ^-JjE(p)I(p,gji2)rfp-^-f $E°(p)I(p,g;i2)dp) , 
tG) ^u) \ * /

4 5е\ ± ' (29)
/2(^)=-y-^E(p)I(p,(75i!)dp + y-f \w(p)\(p,q-,ii}dp\ .

U0 •' гсо \ *’ /

Подставляя сюда значение E из (25), найдем

Л (7) = - ^ $ I (P, ?і і2) $ {*2J (g) - (J (g) Vg) Vp} f (g, p) dg dp + At (q),

2 S

л ®=i$1 ^q' ^ S{k2i ^ - <j ^v^ v«} f & p) d$dp+A* ^

s s
(30) 

где

4i = -4/jE0(p)I(p,gji2)dp) ;

iw \ s /

Д2 = —( 5 E°(P)I(P» 9J *i)dp\ — известные величины.
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(32)

(33)

Дифференциальный оператор, стоящий н правой части (30), можно за
писать в виде

( 1 д т 1 д \шйчЧч^+Ч^).-

Поэтому, меняя порядок интегрирования в (30), приходим к искомым 
интегральным уравнениям для J на S

Ji(q)- ^(Ji(g)Gn(g,q) + h(g)Gi2(g,q))dg + Ai(q),

8

q^S
h(q) = 5 {A(g,)Gr2i(g‘, q) + J2(g)G22(gj q)} dg + A2(g), 

s

где

Giv(g, q)=-------^ \ l(p, q; i2) f*2iVg — ^—7^-VpV(g,p)dp,
eG)^ ^, \ nvg uUyg /

G»(ff, 9) = Дг'і 1 (P. 9; М(И“» -^^h V^/<S’ ^

V = 1, 2.
Если ввести вектор A = (Ai, A2) и тензор-матрицу G = ||GVJ|, то систему 
(32) можно записать в виде одного уравнения

S(q)=^G(g,q)J(g)dg + A(^), q<=S. (32a)

Перейдем теперь к нахождению аналогичного уравнения для Ef = ііЕ\ + 
+ і2£2 на S. Для этого подставим (29), с учетом (31), в правую часть (25) 
и, производя преобразования, аналогичные проделанн^ім выше, найдем

Et(g)=J^(p,g)E,(p)dp + B(g), geL (з4)

S
Здесь В = (Si, B2) — вектор с компонентами

By,(g)= --iggS 5 Лѵ(з) ^2іѵ«—^~Т—?<Лж^Ж H = 1,2,
e)e V=1 S 4 hyqUUyq /

a £ = H^vJI — тензор-матрица с компонентами

^vg(p, g) —
1

eco2

J_ d_
h\q dUtq

— Іц(р, q; ii) (*2i2g — ^—d^TVe)}^’ 8^dq-

Решения всех полученных в данной статье интегральных уравнений 
следует искать ів классах функций, удовлетворяющих соответствующим 
условиям типа Майкснера на L, Если при этом области интегрирования 
конечны, то, как можно показать, интегральные операторы в найденных 
уравнениях вполне непрерывны в соответствующих классах функций 
и уравнения принадлежат типу Рисса — Шаудера [7].
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При помощи интегральных уравнений второго рода, полученных выше, 
можно построить устойчивые и эффективные вычислительные схемы для 
расчетов на электронной вычислительной матине. Кроме того, эти урав
нения можно использовать для решения задач дифракции на экранах при 
помощи тех или иных итерационных процедур.

В частности, как показывают расчеты, даже приняв в качестве прибли
женных выражений искомых функций (токов на 5 или полей на S) сво
бодные члены соответствующих интегральных уравнений, можно получить 
в ряде случаев лучшую аппроксимацию, чем при помощи приближения 
Кирхгофа.

Отметим, кроме того, что ядра интегральных уравнений, построенных 
при помощи функций Грина, весьма существенным образом учитывают 
геометрию экрана 5, что может оказаться полезным при отыскании корот
коволновых асимптотических представлений полей или токов при помощи 
интегральных уравнений.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1967 № 2

УДК 621.396.67.095

ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ АМПЛИТУДНО-ФАЗОВЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ 
В ПЛОСКИХ ПЕРИСКОПИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

Я. H. Фелъд

Рассматривается задача о нахождении оптимального распределения 
источников (поля или тока) в плоском раскрыве излучающей антенны, 
являющейся частью перископической системы. Последняя состоит из ука
занной антенны и переотражающѳго плоского зеркала.

Изучается плоская задача, когда протяженность системы в одном на
правлении бесконечна. Даны формулы для амплитудно-фазового распреде
ления, обеспечивающего максимальный коэффициент направленного дей
ствия (кнд), и выражения для диаграммы направленности и кнд. По
строены характерные кривые.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЕЕ РЕШЕНИЕ

Перископические системы широко используются в различных радио
технических устройствах [1]. Основное их достоинство заключается в том, 
что наличие переотражающего (вторичного) зеркала позволяет конструк
тивно удобно размещать основную часть антенной системы, например, у 
основания мачты на земле или на палубе, 
отражающее зеркало размещается на ее 
вершине. Специфика работы перископи
ческой системы состоит в том, что отра
жающее зеркало расположено в зоне 
Френеля основного излучающего уст
ройства, и все основные размеры тако
вы, что имеют место условия, характер
ные для квазиоптических систем [2]. 
При этом естественно возникает вопрос 
об оптимальном амплитудно-фазовом 
распределении поля (или тока) в рас
крыве основного излучающего устрой
ства, при котором обеспечивается мак
симальный коэффициент направленного 
действия (кнд) системы в целом. Разбе
рем этот вопрос на примере идеализиро
ванной бесконечнопротяженной, в направлении оси z, перископической 
системы, изображенной на рис. 1. Слева расположен плоский основной 
излучающий раскрыв шириной 2a, в котором распределено линейно поля
ризованное поле E (электрический вектор, касательный к раскрыву). 
Справа — переотражающее плоское зеркало ширины 2Ь, образующее 
угол а с осью x, Расстояние между центрами раскрыва и зеркала d. Основ
ные геометрические размеры и длина волны А удовлетворяют неравенст
вам, характерным для подобных систем:

а/Л>1, &/%>!, d/a>l, d/b>l, d< (a + b)*lK (1)

в то время как вторичное пере-
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Поскольку при выполнении (1) поляризационные свойства поля практи
чески не сказываются, мы ограничимся рассмотрением одной простейшей 
поляризации, когда ё = ёу.

Как известно [3], при большом раскрыве (а^>%) излучаемое им поле 
может быть, с достаточной точностью, найдено как поле поверхностных 
магнитных токов I = [Еіх], распределенных в плоскости раскрыва.

В рассматриваемом случае
I = Iz = -8 = -8y. (2)

Магнитный вектор поля, возбуждаемого этим током, равен [3]

Н = (graddiv + Л2)П, где П = -(1/4шИ) J W^(kR)dy. (3)

—а
Здесь Я0(2) — функция Ханкеля; к = 2л / X; R — расстояние между 

точкой интегрирования (0, у) и точкой наблюдения; co =i к / Уец; e, ц — 
параметры среды. Учитывая (2) и независимость всех величин от коорди
наты z, найдем

а
н = Н2 - (<ое/4) jj % (у)Нп(2) (kR) dy. (4)

—а

Эта формула определяет, таким образом, магнитную составляющую поля 
основного излучателя. Найдем теперь электрический поверхностный ток К, 
индуцированный этим полем на переотражающем плоском зеркале. Сде
лаем это в приближении Кирхгофа, т. e. учтем только «равномерную» со
ставляющую тока, пренебрегая краевыми эффектами, что вполне допусти
мо в нашем случае (см. (1)). При этом получим

K = 2[Hn];K = (&8/2)^8(y)HP(kR)dy. (5)

—а

Здесь n — нормаль к зеркалу (рис. 1);

R = У(с? + g cos a)2 + (£ sin а — у)2, —Ъ ^ g ^ b. (5a)

Зная распределение тока на переотражателе, легко определить поле, созда
ваемое им в дальней зоне [4] :

л л fc
Н = Hz = — e’<*W

/8л

Q—ihRo 

ikR.
(6)

где 
ь 

f(qp)=sinq^ ^(£)e2^COS(Pd£ 

-b
(6a)

— диаграмма направленности; 7?о — расстояние от центра переотражателя 
до точки наблюдения; ф — угол между плоскостью переотражателя и ра
диус-вектором Ro.

Подставляя в (6a) значение К из (5), найдем, меняя порядок интегри
рования,

a b
F(q)) = (oe/2)sinq) *J g(y) ( How(kR)e^<^^dldy.
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Вводя обозначение
ь

G(y, ф) = (сое/2) $ Я02(*Д)е^созф^ (7)

~Ь

тдр R определяется формулой (5a), запишем диаграмму в окончательном 
виде:

F (<р) = sin ф ^ % (у) G (у, ф) dy. (8)

—а

Формула (8) определяет диаграмму направленности, создаваемую то
ками, индуцированными на переотражателе. Для того чтобы получить 
полную диаграмму всей системы в целом, к (8) необходимо добавить 
диаграмму первичного излучающего раскрыва (приведенную к соответст
вующему масштабу). Однако поскольку мы интересуемся здесь главным 
сектором, в котором поле, излученное непосредственно первичным рас
крывом, пренебрежимо мало, можно ограничиться выражением (8).

Максимум модуля (8), т. e. главное направление этой диаграммы, за
висит от закона изменения комплексной величины поля ё (у) в интерва
ле —а < у < а. Так как нашей задачей является нахождение S (у) из 
соображений получения максимума кнд в некотором направлении, то не
обходимо задать это направление. Естественно задать его в соответствии 
с геометрической оптикой, т. e. потребовать, чтобы главный максимум 
(8) лежал в направлении ср = а (см. рис. 1). Из соображений симметрии
такой же максимум выражение (8) будет иметь и в направлении <p = —а,
однако там он будет скомпенсирован излучением основного раскрыва 2a.

Мощность, излучаемая в главном направлении, пропорциональна 
|J^(a) I2. Полная мощность, излученная основным излучающим раскры
вом, пропорциональна величине *

а 
W= JlW)IW

—а

Очевидно, величина

I P / X 12 I У ^ ^ G ^' a) dy^ I

L {%} = b^J- = sin2 a _^L_--------------------------  , (9)

$\$Wdy
—a

являющаяся функционалом от ё, пропорциональна коэффициенту на
правленного действия всей телескопической системы в главном направ
лении.

Применяя неравенство Коши — Буняковского к числителю правой ча
сти (9), напишем цепь неравенств

sin2 a I J I £(у) G (у, a) | с?у|2 а
L {$} <------------=£--------------------------------< sin2 a ^ IG (у, a) |2 dy.

JI^(Z/)I2^ -

При условии, ^то полѳ в раскрыве локально плоское.
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Таким образом.

L{$}<sin2a ^ |G(y, a)|2dy.

—а

Равенство здесь реализуется при
^(y)=4G*(j/,a), (10)

где А — произвольная постоянная; звездочка — знак комплексного сопря
жения. Простая подстановка (10) в выражение (9) для Ь{%} убеждает 
нас в справедливости сказанного. Следовательно, (10) есть оптимальное 
распределение поля в раскрыве основного излучателя, обеспечивающее 
максимум функционала L, а значит и кнд системы.

Подставляя (7) и (5а) в (10), получим развернутое выражение для 
оптимального распределения

£опт = A ^ Яо(1) (к /(d + gcosafr + (y-gsina)2) е-<* ™ « dg. (11)

-b

Следует подчеркнуть, что это распределение зависит от угла наклона a 
переотражателя. Значение£{$ОПт} найдем, подставляя (10) в (9),

L{^onT} = sin2a ^ \G(y,a)\2dy. (12)

—a

Определим также L для обычного синфазного спадающего к краям рас
пределения

^o = 4cos0y. (13)
При этом получим

L”° 2pa + X(2pa)l S ™№Л^^Я\’- (»4

Относительный кнд телескопической системы с оптимальным распреде
лением по сравнению с системой с распределением (13) очевидно равен

т^ѵ_ 7л{с?опт}__  2pa H- sin (2pa)
А{£о} 2p

У IG (у, a) I2 dy
—а

У cos(Py)G(y,a)tfyl
—а

(15)

Для того чтобы перейти в полученных выражениях к приближению, ко
торое обычно применяется в зоне Френеля, используем асимптотические 
формулы для Н{У (kR) и Но (kR), положив в фазе вместо (5а)

R ~ d + g cos a — g ~ sin a + ^ sin2 a + ^-,
d 2d 2d

а в знаменателе R ~ d.
Тогда получим после элементарных выкладок * 

#01,2) (kR) ~ Ae±ikl^ sln a-^)2/2d]e±^B COS a.
b

£опт = A J ei4«-!0'/2<i]d£; g = 6sin a;

—b

(16)

(17)

♦ Буквой A обозначаютсяразличные нѳ существенные для наших расчетов по
стоянные.

434



Об оптимальных амплитудно-фазовых распределениях 233

2рл + sin(2pa)

2p

А.
а Ъ

е-гЛ[<^-Ѵ)2/2гі] flt dy

(18)

^ cos(Py) ^ e~ih^~y^/2d^ d% dy
a

Интегралы no g выражаются через интегралы Френеля 

ь
J eT«[(W)’/2<i]^= ynd/A:{[C'(i2) + C(«1)]4=i[5(f2) + 5(f1)]}) (17a)

-b
где

я
C(x) + iS(x) = У2/л $ ew dt;

0

ti = yk/2d(b + у); t2 = ^k/2d(b- у).

Из формулы (17) (или (17a)) следует, что характер оптимального рас
пределения g*onT зависит от размера переотражающего зеркала 2b и от 
его угла наклона а, так как b = b sin а. Поэтому при повороте зеркала 
следует, вообще говоря, менять распределение источников на основном 
излучающем раскрыве. С другой стороны легко видеть, что распределение 
(17) на последнем не зависит от его размера 2a. Это следует понимать в
том смысле, что увеличение раскрыва не меняет характера распределения
ё’опт на его первоначальной части.

2. ВТОРОЙ МЕТОД ПОЛУЧЕНИЯ ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 
В «ПРИБЛИЖЕНИИ ФРЕНЕЛЯ»

Основные результаты (в приближении, справедливом для зоны Фре
неля) могут быть получены также при несколько иной, отличной от пре
дыдущей, постановке задачи. Для перископической системы выходным 
излучающим раскрывом является переотражающее зеркало. Будем рас
сматривать последнее как самостоятельную антенну с плоским раскры
вом. Для таких систем, как известно, оптимальным для получения макси
мального кнд является (если исключить «сверхнаправленный» режим) 
равномерное синфазное распределение источников в плоском раскрыве 
антенны, когда максимум нормален к нему, и линейное распределение 
фазы 4> = -k^ cos а ( — Ь ^ | CJ Ь),когда максимум образует с нормалью 
угол (90°— а). Поэтому можно сразу написать оптимальное рапределение 
для тока К на переотражателе:

j^ — Ae~ih^ cos a. (19)

Отличие от постановки задачи, данной в § 1, заключается по существу в 
том, что в § 1 кнд нормируется к полной мощности, излучаемой основным 
раскрывом 2a, а здесь — к мощности, перехватываемой переотражающим 
зеркалом 2b. Подставляя в (19) вместо К его значение из формулы (5), 
получим интегральное уравнение для отпимального распределения поля
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S в раскрыве первичного излучателя

J ё (у) Я0(2) (kR) dy = АегЫ cos а, _ ь < £ < b.

—а

В приближении (16) придадим этому уравнению вид

J # (у) e-i №)(5sin a-V)«dy = А, _ b < g < b. (20)

—а

Вводя обозначения

Ф(у) = 8(y)e^W, Ъ = bsina, (21)

сведем (20) к уравнению, аналогичному фигурирующему в теории син
теза линейной антенны

J ф(у)еі^^ѵау = Аеі^2)1^,—Ь^:І^Ь. (22)

Hl

Так как правая часть его нѳ принадлежит к классу WG (a = ka/d), то 
оно, вообще говоря, не имеет решения [5]. Однако можно все же гово
рить о его решении, например, в следующем смысле. Будем называть

Рис. 2

«решением» (22) функцию Ф(у), для которой левая часть (22) наилуч
шим образом аппроксимирует правую в смысле среднеквадратичного при
ближения на всей действительной оси. При этом мы будем считать, что 
правая часть продолжена нулем на всю действительную ось, левая же 
часть, как это видно из (22), имеет смысл для любых g. Как известно [5], 
такое решение получается в результате применения обратного преобра
зования Фурье к правой части (22)

ьА
ф(у) = Л $ ei(fe/2d)(V-2jy)j^

—ь
(23)
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Переходя здесь к прежним обозначениям (см. (21)), найдем окончательно 

g(y) = A ^e^^(y-^dl.

—ь
Мы получили выражение для оптимального распределения поля, тожде
ственное найденному выше (формула (17)) при несколько иной постанов
ке задачи. Таким образом, в рассматриваемом приближении оптимальное

Рис. 3
распределение источников на основном излучающем раскрыве должно 
обеспечивать равномерное распределение тока с линейным законом изме
нения фазы (19) на переотражающем зеркале.

По формулам (17) и (17a) построены кривые модуля и фазы опти
мального распределения #ОПт в функции аргумента у = ^k/2dy для раз
личных значений параметра £ = У&/2d b (рис. 2 и 3). На рис. 4, 5, 6 при

ведены кривые для относительного кнд (формула (18)) в функции пара
метра g для различных значений 0 и и = а / b.

Все кривые рассчитаны * на электронной вычислительной машине 
«Урал-2».

* Расчетами руководила M. Г. Белкина, за что автор выражает ей свою призна- 
тельнцсть.

Кривые для I <§опт I приведены к единице в центре раскрыва (у = 0), 
и поскольку ё’опт — четная функция у (см. (17) и (17a)), на рис. 2 и 3 
изображены только половины распределений |#опт| и arg^onT, соответ
ствующие положительным значениям у. Интервал изменения аргумента
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и\г?=/,2

ypa-0,0

^- &a=ffs.
v>>JV^

-

pfl-/,0
^^~^_—_-_-

\х^  - —. ^
v X jJfl=/,2<5

В

у, для которого построены законы распределения й’опт, выбран разным 
для кривых, соответствующих различным параметрам £. Это явилось след
ствием того, что максимальное значение x принято при расчете всех кри
вых (рис. 2, 3) постоянным и равным 1, 4. Поскольку уМакс = ^k/2da, то, 
учитывая, что £ = ^k/2db, найдем уМакс = х£, и при разных £ и x = 1,4 
получим разные интервалы 0 ^ у ^ Умакс- Ход всех кривых для модуля 

и фазы й’опт достаточно плавный и в об
щем спадающий от центра к краям рас
крыва (с небольшими осцилляциями).

Напомним, что, как уже говорилось 
выше, каждой кривой, изображенной на 
рис. 2 и 3, можно пользоваться при соот
ветствующей £ для различных значений 
^k / 2d а, удовлетворяющих условию 
^k / 2d a ^ 1,4£. При этом часть кривой, 
лежащей вне отрезка 0 ^ у ^ ^k / 2da, 
следует просто отбрасьгвать. Анализи
руя кривые для относительного кнд 
(рис. 4, 5, 6), легко видеть, что при вы
боре в качестве эталона перископиче
ской системы с косинусоидальным, рез
ко спадающим к краям, распределением 
0a = 1 и Pa = 1,25 выигрыш при ис
пользовании оптимального распределе
ния оказывается меньше 8—10%. Это 

объясняется тем, что оптимальное распределение также является спадаю
щим.

Для эталона с равномерным распределением или близким к нему 
(Pa = 0 и Pa = 0,5) выигрыш получается, естественно, более значитель
ным и растет по мере увеличения x. Так при x = 1,2 он достигает 16— 
19%. При дальнейшем увеличении x(=a/b) выигрыш будет увеличи
ваться, поскольку растет размер основного раскрыва 2a по сравнению с 
вертикальной проекцией переотражателя 2b. У эталона с равномерным 
распределением при этом значительная часть мощности пройдет мимо 
переотражателя, и применение оптимального распределения, при котором 
почти вся мощность фокусируется на переотражателе, приведет к даль
нейшему росту относительного кнд. Кривые £>(£), соответствующие 0a = 
= 0 и 0a = 0,5, для всех x приближаются к единице * при £ ^ 0, так как 
£ опт стремится при этом к равномерному.

Методами, примененными в предыдущих двух параграфах, может быть 
рассмотрена также задача о трехмерной перископической системе, напри
мер о круглом излучающем раскрыве и круглом плоском переотражающем 
зеркале.
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УДК 534.26 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. Н. ФЕЛЬД

0 ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЬПС УРАВНЕНИЙ 
(ВТОРОГО РОДА) ЗАДАЧ ДИФРАКЦИИ 

НА НЕЗАМКНУТЫХ ЭКРАНАХ

(Представлено академиком В. А. Фоком 20 II 1967)

В работе (1) дан метод сведения задач дифракции волн на незамкнутьге 
бесконечно тонких экранах к интегральным уравнениям второго рода 

w(fi=^K(g,4)w(g)dg + &(q), q^S. (1)

s

Здесь S — поверхность экрана (в общем случае состоящая из нескольких 
достаточно гладких поверхностей); q и g — точки на 5; dg — элемент пло
щади в точке g; w — неизвестный «ток» на 5; К и Ф — заданные функции. 
Решение w(q) ищется в классе функций, непрерывных на открытой по
верхности S, поведение которых при стремлении к краю S соответствует 
условиям Майкснера на ребре для соответствующей задачи.

Из вывода уравнения (1) следует, что ток w на S исходной дифракцион
ной задачи удовлетворяет ему. Поэтому, учитывая, что последняя одно
значно разрешима, для доказательства эквивалентности задачи решения 
уравнения (1) и исходной достаточно показать, что (1) имеет только одно 
решение. Для этого следует доказать, что соответствующее однородное 
уравнение

w(q)=^K(g,q)w(g)dg, q(=S, (2)

S

имеет только нулевое решение.
§ 1. Скалярная задача с краевыми условиями Ди-

рихл e. Если первичное поле tpo(tf) дифрагирует на 5, краем которой яв
ляется контур L, то вторичное поле ф(д) удовлетворяет уравнениям*

* ф+, дф+ / дп и ^-, ^ф_ / дп — предельные значения при переходе на S со сто
роны, куда направлен n, н с противоположной. Если они одинаковы, то иногда бу
дем писать F±, dF± / дп.

(V2 + A2)^ = 0, ф+ = ф” = -^o на S, (3)

принципу излучения и условиям Майкснера на L. ^яя этой задачи 
С), (9).(10))

W--^*̂tf'  »-^-£: 

^=^(^'^Г «^> = і& 
s

(см.

(4)

(5)

Докажем, что (2) при Ф и К, определяемых выражениями (4) и (5), 
имеет только нулевое решение.

Рассуждая от обратного, будем считать, что (2) имеет некоторое реше
ние Wo(q). Введем функцию

\ ^о(р)/(Р, q)dp. (6)
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Она, очевидно, удовлетворяет уравнению (V2 + &2)ф = 0 и условию 
<p+ = ф_ = qp на S (ср. с (3)) *.  Поэтому, повторяя преобразования, проде
ланные в (1), для получения (1), найдем

• функция qp(g) удовлетворяет также принципу излучения и условию Майксне- 
pa на L. Это всегда будет иметься в виду ниже при рассмотрении волновых потен
циалов простого и двойного слоев.

(7)

Здесь Фі отличается от Ф заменой фо(р) на —<р(р), поскольку в этом 
«заключается различие между краевыми условиями для ф и ф на S (см. 
выше). Так как Wo(q) по определению удовлетворяет уравнению (2), то 
жз (7) следует, что (см. (4))

Фі(9) = 4эгб ф (р)Э/'дп ^-dp)*  = °> ?e5- (8)

« § >

Рассмотрим теперь функцию
V (Q) = Jj Ф (P) - g?n’yP) dp. (9)

Для нее справедливы, как это следует из (8), условия dV+)dn = 
= дѴ~ / дп = 0 на S, Таким образом, V является волновым потенциалом 
двойного слоя с нулевым краевым условием типа Неймана на S и вследст
вие теоремы единственности V(q) =0. Отсюда следует, что и ф(р) = 0 
на 5, поскольку скачок (9) при переходе через S равен ф в точке перехода. 
Функция ф(^) — волновой потенциал простого слоя (см. (6)) и, как толь
ко что было показано, удовлетворяет краевым условиям ф+ = ф" = ф = 0 
на S. Поэтому, на основании теоремы единственности ф(д) = 0 всюду. Из 
последнего немедленно вытекает, что wo(q) = 0 на 5, ибо wQ(q) равно 
скачку нормальной производной (6) при переходе через S. Таким образом, 
(2) не имеет решения, отличного от нуля.

§2.Скалярная задача с краевыми условиями Ней-
м а н а. Эта задача отличается от предыдущей только заменой условий (3) 
на следующие:

#ф+ / дп = дф“ / дп = —дгро / дп на S (10)

и тем, что теперь w = ip+ — гр~. Уравнение (1) для этой задачи имеет 
ядро, отличающееся от ядра (5) только перестановкой аргументов, и сво- 
бодныйчленвида (см. (1))

^(9) = 4^J^/(9,p)dp- (11)

Полагая что (2) для рассматриваемой задачи имеет решение w^(q), 
введем функцию

Ф (q) = ( wo (?)df^' р} dp. (12)
S ?

ф(д) — волновой потенциал двойного слоя и, следовательно, удовлет
воряет уравнению Гельмгольца и условию

дф+ / дп = дф“ / дп = дф / дп на S. (13)

Поэтому для Wo также справедливо уравнение (1), с тем отличием, что 
в свободном члене (11) дхро/дпр заменено на —дф/ дпр, в соответствии с 
аналогичным отличием (10) и (13). Так как wo, кроме того, по определе
нию, удовлетворяет (2), то соответствующий свободный член (см. (11)) 
должен обращаться в нуль

—4\^f(q,p)dp = 0 aaS. (14)

821

440



Введем теперь функцию
V(q)= '^S+^P^P'

s

являющуюся волновым потенциалом простого слоя и удовлетворяющую^ 
учитывая (14), условию V+ = V~ = 0 на 5.

На основании соответствующей теоремы единственности отсюда сле
дует, что V(q) = 0 всюду. Из последнего заключаем, что 5ф / дп = 0 на 5, 
поскольку скачок нормальной производной (15) при переходе через S pa- 
вендф/ди.Функцияф(#) (см. (12)) является волновым потенциалом 
двойного слоя и, как только что было показано, удовлетворяет (см. (13)) 
условию

дф+ / дп = дф~ / дп = дф / дп = 0 на S.

Поэтому, на основании теоремы единственности, ф(д) =0 всюду. Из* 
этого следует, что wQ(q) = 0 на 5, так как w0 равно скачку ф(^) (см. (12)) 
при переходе через S. Следовательно, и для настоящей задачи (2) нѳ имеет 
решения, отличного от нуля.

§З.Скалярная задача с краевыми условиями Ди
рихле; интегральное уравнение с ядром, связанным 
с ф у н к ц и я м и Г p и н а. Эта задача, тождественная рассмотренной в 
§ 1, может быть также сведена к уравнению (1) с ядром и свободным чле
ном (см. (1) (18a) и (21a))

к^ q) = - S X^ f ^ P) dP, ф ^ = - Д 6 *0 (p) "(G2/e) rf'
E s (16) 

Здесь S —некоторая поверхность, дополняющая S до замкнутой, в част^ 
ности она может уходить на бесконечность. Поверхность S + S делит про- 
странство на две области Vi (куда направлен n) и ve. G*(p, q) и Ge(p, q) — 
функции Грина уравнения Гельмгольца для этих областей с нулевыми 
граничными условиями. Полагая, что и в этом случае (2) имеет решение 
wQ(q), построим функцию типа (6). Тогда, повторяя рассуждения § 1, 
придем к равенству типа (8), которое теперь, учитывая выражение (16) 
для свободного члена, запишется так:

д (G* + Ge) 
дпр q^S. (17)

Определим в Vi + ѵ€ функцию V(q) при помощи равенств

V(Q)=^(P)^-dp, q^Vi, V(q) = -^(p)^-dp, q^v,. (18>

s p s р

Она, очевидно, удовлетворяет в Vi + ѵе уравнению Гельмгольца и усло
виям

V+ = V- = 0 на S, V+ = V- на S, dV+ / дп = дѴ~ / дп на S.

Первые два следуют из того, что G* и Ge являются функциями Грина 
для областей Vi и ѵе, а последнее вытекает из (17). Поэтому, учитывая 
теорему единственности, V(q) = 0 всюду. С другой стороны, из (18) сле
дует, что V+ = V~ = ф на 5, значит, и ф(^) = 0 при q^S. Повторяя 
теперь рассуждения последнего раздела § 1, убеждаемся что и wo(q) = 0 
на S, т. e. и в рассматриваемом случае (2) имеет только нулевое решение.

§ 4. Д и ф p а к ц и я э л e к т p о м а г н и т н о й в о л н ы. Для этой за
дачи ток w на S удовлетворяет векторному уравнению типа (1), в котором;
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ядро — тензор (см. (1), (33)), а свободный член имеет вид ♦

Ф (g) = Л- [в, ^ {Н* (g, p; P) + He (q, p- Р)} dp]. (19)

Здесь P= [npE°(p)J; Е° — электрический вектор первичной, падающей 
на S волны; H*(g, p; P) и He(#, p; P) — магнитные векторы вспомогатель
ных полей, возбуждаемых в vt и ѵе (см. § 3) соответственно; три аргумѳи- 
та у них означают: q — точку наблюдения, p — точку, где расположен 
источник — магнитный диполь с моментом P. При расчете этих полей по
верхность S + S предполагается идеально проводящей. Полагая вновь, что 
(2) имеет решение Wo, введем вектор

i (?) = ^jj <^о (£) — (Wo (g) Vg) ѵр} / (g, p) dg. (20)

S ^ ^- ^
Для него, очевидно, справедливы условия [п#+] = [п$_] = [п$] на

5. Поэтому, повторяя рассуждения § 4 работы (1), можно показать, что Wo 
удовлетворяет (1) с тем отличием, что в свободном члене (19) E0 должно 

быть заменено на —$. Учитывая, кроме того, что Wo удовлетворяет (2)t 
получим (см. (19)) равенство
Jn^H*(g,p:Pi) + H4g,PjPi)MpJ = 0, gs5, Px = -[n^(p)].(21) 

Определим теперь в рг- + ѵе поле e, h:
e(g) = 5E*(g,pjP!)djP, h(g)=$Hl(g,p;Pi)dp, ?Е^. (22)

S s
e(q) = —^Ee(q,p;Pi)dp, h(g) = -^H4g,p,Px)dp, q^ve

S s

Оно, очевидно, удовлетворяет краевым условиям

[ne+] = [пе~] = 0 на S, [ne+] = [пе“] на S, [nh+] = [nh“] на S.

Первые два являются следствием специального выбора полей Е\ H* ж 
Ее, Не, а последнее вытекает из (21). Поэтому, на основании теоремы един
ственности, поле e(q) = h(g) = 0 всюду. Отсюда сразу заключаем, что и 

—►
[п$]=0 на S, поскольку из верхней строки (22) следует (2), что [пе+] = 

= [пе~] =—io)Pi = ito[n^J на S. S (см. (20)) есть электрический 
вектор поля, регулярного всюду вне S и удовлетворяющего условию 
[n# ] = 0 на S. Следовательно, это поле тождественно равно нулю, а зна
чит, и ток wo(g) = 0 на 5, так как он совпадает со скачком магнитного 
вектора при переходе через S.

Центральный научно-исследовательский Поступило
радиотехнический институт 13II1967
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Формулы (31) из (1) легко приводятся к виду (19).
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РАЗВИТИЕ ТЕХНИКИ АНТЕННЫХ УСТРОЙСТВ

3L. Д. Бахрах, А. А. Пистолькорс, Я. H. Фельд

Дается краткий обзор достижений советской науки и техники в об
ласти антенн за 50 лет. В первой части рассматривается развитие теории 
антенн, в которую советским ученым удалось внести существенный 
вклад.

В связи с наличием обзорной статьи по теории за 40 лет [1] преиму
щественное внимание уделяется работам, выполненным за последние 
10 лет. Во второй части излагаются основные этапы развития советской 
техники антенных устройств в области радиовещательных и телевизион
ных антенн и антенн для радиоастрономии.

Описание этих антенн достаточно ярко характеризует общий уровень 
советской антенной техники и темпы ее развития.

Вместе с бурным ростом советской радиотехники быстро развивалась 
и отечественная техникаантенных устройств. Необходимой предпосылкой 
для успешного развития этой области радиотехники является овладение 
теорией антенн. Здесь советские ученые имеют немалые заслуги. Велика 
роль наших ученых и инженеров и в разработке и строительстве новых, 
подчас уникальных, антенных сооружений. Цель настоящей статьи — дать 
сжатый обзор наших достижений в области теории и техники антенн за 
50 лет, прошедших со дня Великой Октябрьской социалистической рево
люции.

I. РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ АНТЕНН

Исключительно большой объем материала и наличие работы [1], осве
щающей достижения советской теоретической науки в области антенн за 
период до 1957 r., побудили авторов уделить преимущественное внимание 
развитию теории антенн за последнее десятилетие.

В статье в первую очередь рассматриваются разделы теории, имеющие 
общий характер. Таковы разделы: проблема синтеза антенн, прямые и 
вариационные .методы теории антенн, вопросы дальнейшей разработки тео
рии тонких и толстых вибраторов. Затем цзлагаются основные достиже
ния теории антенн, находящих сейчас наибольшее применение. К ним от
носятся зеркальные антенны и фазированные решетки. К этой группе 
вопросов примыкает и теория антенных обтекателей. Специальный раздел 
посвящен статистической теории антенн, играющей большую роль в воп
росах создания современных антенн с их высокими техническими показа
телями. Далее рассматриваются вопросы теории антенн, основанных на 
обработке информации, полученной от составляющих их элементов, и ме
тоды такой обработки.

В заключение этой части дается обзор работ по теории перископиче
ских антенных систем, открытых линий, резонаторов и антенн оптическо
го диапазона волн.
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ТЕОРИЯ СИНТЕЗА АНТЕНН

Синтезом антенн, как известно, принято считать класс задач, связан
ных с нахождением законов распределения излучающих источников — 
токов и полей в антенне, обеспечивающих создание заданной диаграммы 
направленности. Вопросы синтеза антенн всегда находились в центре 
внимания отечественных ученых. Достаточно указать на основополагаю
щие работы Рамма, Пистолькорса, Вольмана, Фрадина, которые еще в 
конце тридцатых — сороковых годах сформулировали математически ос
новные задачи синтеза, наметили методы их решения, такие, как метод 
парциальных диаграмм, метод интеграла Фурье, а также выявили некото
рые характерные моменты, с которыми приходится иметь дело при реше
нии проблемы синтеза, например, явлением «сверхнаправленности». 
В дальнейшем поток работ по решению общих и частных задач синтеза не 
ослабевал ни у нас, ни за рубежом. Примечательно, что многие работы 
последнего времени посвящены уточнению принципиальных положений 
теории синтеза, но, пожалуй, основное внимание все же было направлено 
на решение новых задач синтеза, ибо сама проблема синтеза сильно рас
ширилась. Во-первых, ставились задачи синтеза не только применительно 
к линейным антеннам, но и к антеннам других конфигураций: криволи
нейным, поверхностным и даже объемным. Очевидно, что эти задачи име
ют большое значение не только научное, но и практическое. Не менее 
важный комплекс задач синтеза антенн был связан в последнее время с 
созданием оптимальных диаграмм направленности, наилучшим образом 
удовлетворяющим различным практическим требованиям. Эти задачи осо
бенно актуальны в связи с оптимизацией радиотехнических и радиолокаци
онных устройств. Наконец, в самое последнее время были сформулирова
ны задачи синтеза, существенно отличающиеся от тех, с которыми имели 
дело раньше. Речь идет о синтезе фазовых диаграмм и о так называе
мых смешанных задачах синтеза, когда задано в антенне либо распреде
ление амплитуд токов (полей) либо фазовое их распределение. В статьях 
Я. H. Фельда, Л. Д. Бахраха [2] и А. А. Пистолькорса [3] дан обзор сов
ременного состояния синтеза антенн. В превосходной монографии 
E. Г. Зелкина [4] отражены многие актуальные вопросы современной тео
рии синтеза антенн. Для линейной антенны с непрерывным распределени
ем тока вдоль нее найдены условия точно реализуемых диаграмм и 
развиты методы расчета распределения тока, обеспечивающие их созда
ние. E. Г. Зелкин [4], Л. Б. Тартаковский [5] и В. П. Яковлев [6] уста
новили, что для точной реализации при помощи линейной антенны диаг
рамма направленности должна быть представлена целой функцией конеч
ной степени с интегрируемым квадратомвдоль дейіствительнойоаи. Весьма 
интересная работа, посвященная этому же вопросу, опубликована Ко
вачем и Солимаром [176]. Заданная реализуемая диаграмма определяет 
нѳ только распределение тока, но и длину антенны. В. И. Поповкин [7] 
получил в явном виде выражение для длины антенны, формирующей за
данную диаграмму. Однако диаграммы часто задаются в пределах веще
ственных углов, исходя из технических требований, и, как правило, не 
принадлежат к классу точно реализуемых. В этих случаях возникает за
дача хорошей аппроксимации заданной диаграммы реализуемой. Здесь 
задача не однозначна, и для ее решения применяются различные ме
тоды. Л. Б. Тартаковский [5], например, использует в основе метода пре
образование Фурье и строит затем соответствующий итерационный про
цесс. E. Г. Зелкин [8] последовательно использует систему парциальных 
диаграмм, каждая из которых просто реализуется, В. П. Яковлев [9] за
дачу решает с позиций теории целых функций. Продолжаются попытки 
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предложить новые системы функции для парциальных диаграмм 
(Б. M. Минкович [10, 11]). В то же время собственные функции интег
рального уравнения линейной антенны — функции Матье, конечный ряд 
которых обеспечивает контролируемое минимальное среднеквадратичное 
уклонение от заданной диаграммы, используются еще мало из-за того, что 
они недостаточно протабулированы. В последние годы за рубежом для 
синтеза антенн применяются аналогичные функциям Матье сфероидаль
ные функции [177].

На пути аппроксимации заданной диаграммы нас может подстерегать 
неприятное явление сверхнаправленности, характеризуемое быстропере
менным распределением токов с большими значениями амплитуд. Ряд по
следних работ [12, 13] показывает, что с явлением сверхнаправленности 
мы сталкиваемся нѳ только тогда, когда стремимся чрезмерно увеличить 
кнд или сузить ширину диаграммы ніапраівлепности, но и когда хотим 
неоправданно уменьшить боковые лепестки или чрезвычайно прибли
зиться к заданной (нереализуемой) диаграмме направленности. Для ис
ключения «аверхнаправленных решений» интегрального уравнения ан
тенн могут быть использованы методы теории некорректно поставленных 
задач математической физики [ 14].

Что касается синтеза диаграммы при помощи линейной системы дис
кретных излучателей, то условия, накладываемые на точно реализуемую 
диаграмму, достаточно просты. Для аппроксимационной задачи E. Г. Зел- 
киным разработан метод, использующий интерполяционный полином [15], 
а В. И. Поповкин [16] путем исследования полюсов соответствующих ана
литических функций находит местоположение излучателей и комплексные 
амплитуды токов в них.

Вообще говоря, указанные методы синтеза дискретных линейных ре
шеток применимы и для синтеза неэквидистантных решеток, которые в 
последнее время привлекают большое внимание [3]. Это обусловлено тем 
обстоятельством, что в случае неэквидистантных решеток при небольшом 
числе излучателей можно достаточно хорошо приблизиться к заданной ди
аграмме. Надо в этой связи выделить интересные работы E. В. Бакланова, 
В. А. Покровского и Г. И. Сурдутовича [17], в которых предлагается рас
считывать неэквидистантную решетку при помощи соответствующей 
эквидистантной решетки, параметры которой известны, и работу 
Ю. M. Жидко [18]. За рубежом теории и расчетам неэквидистантных ре
шеток уделяется большое внимание; развиты численные методы расчета 
таких решеток, изложенные, например, в работе Брюса и Инза [178].

Перейдем к задачам синтеза антенн других конфигураций и прежде 
всего к синтезу плоской антенны, теория которой была разработана в по
следние годы. В частности, Б. M. Минкович [19] при помощи теории це
лых функций определил условия, которым должна удовлетворять диаг
рамма направленности для того, чтобы она могла быть реализована пло
ским раскрывом, и показал, что она определяет и форму раскрыва. Метод 
расчета антенн с плоским раскрывом с учетом поляризации поля разрабо
тал E. Г. Зелкин [20]. Законченный вид приобрела теория синтеза антенн 
с круглым раскрывом: она в большой мере аналогична теории синтеза ли
нейной антенны. Л. Д. Бахрах и В. M. Гришина [21] решили задачу син
теза для осесимметричного случая, в дальнейшем Б. M. Минкович [22] п 
E. Г. Зелкин [4] получили решение для общего случая. Задача синтеза
плоского криволинейного излучателя для диаграмм, заданных в сечениях,
перпендикулярных к плоскости излучателя, также решена E. Г. Зелки-
ным [23] и С. Д. Кременецким [24]. Хуже обстоит дело с синтезом криво
линейной антенны, для которой диаграмма задана в ее плоскости (задача
синтеза направляющей цилиндрической антенны). Здесь являются обна

4 Радиотехника и электроника, Ke 11
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деживающими работы В. И. Поповкина [25]; они основываются на ис
пользовании свойств аналитических функций, ибо сама задача синтеза 
антенны рассматривается им как граничная задача теории аналитических 
функций. Полезная работа выполнена Э. И. Крупицким [26] по синтезу 
круговых решеток. Вопросы синтеза объемного распределения тока по 
заданной диаграмме затронуты в работе В. H. Дымского [27]. Однако об
щие задачи синтеза поля или тока на криволинейной поверхности ис
следованы еще мало.

Вопросам, посвященным синтезу оптимальных диаграмм направлен
ности, в последние годы уделяется много внимания. Первая группа задач, 
связанных с нахождением оптимальных диаграмм, относится к определе
нию диаграмм, обеспечивающих наименьший уровень бокового излучения 
при заданной ширине главного лепестка, и наоборот. Первая работа Доль
фа [179], использующая полиномыЧебьппева для расчетатакихдиаграмм, 
относилась к случаю синфазных дискретных излучателей, когда расстоя
ние между ними больше или равно полволны. Для случая, когда излуча
тели расположены на меньших расстояниях, была разработана методика 
расчета таких оптимальных диаграмм В. Л. Покровским [28], им же по
строена теория так называемых дольф-чебышевских антенн для общего 
случая, когда излучатели несинфазны [29, 30]. При создании теории син
теза оптимальных антенн были в полной мере использованы методы кон
структивной теории функций, разработанные советской математической 
школой; в свою очередь работы по синтезу стимулировали чисто математи
ческие исследования, например, важный класс полиномов, наименее ук
лоняющихся от нуля на двух отрезках, был исследован В. Л. Йокровским 
[31]. Для антенн с непрерывным распределением тока — линейныхипло- 
ских — были исследованы так называемые квазиоптимальные диаграммы, 
обеспечивающие оптимизацию в смысле Дольфа — Чебышева и в то же 
время не приводящие к сверхнаправленности. Первыми работами были 
статьи И. Ф. Соколова и Д. E. Вакмана [32] и Тейлора [180], позднее ин
тересные исследования квазиоптимальных в дольф-чебышевском смысле 
диаграмм проведены Б. M. Минковичем с сотрудниками [33] и В. П. Яков
левым [9]. К теоретическим работам, посвященным проблеме уменьшения 
лепестков, относятся статьи В. И. Бекетова [34], В. Д. Кузнецова, 
В. К. Парамонова [35] и других.

За последние годы задачи синтеза оптимальных антенн были сильно 
расширены. Условия оптимизации касались и величины кнд, ставились 
условия оптимизации при неравномерном уровне боковых лепестков в раз
личных угловых секторах, оптимизации диаграмм направленности спе
циальной формы и т. д. Например, Л. Д. Бахрах [36] рассмотрел задачу 
наилучшего приближения к диаграмме косеканского типа при заданном 
кнд. Ю. M. Жидко решил несколько интересных задач по синтезу опти
мальных антенн с различным уровнем боковых лепестков [37], антенн 
оптимизирующих отношения сигнала к шуму [38] и оптимизирующих 
определение угловой координаты объектов [39]. Теории синтеза оптималь
ной разностной диаграммы, используемой в моноимпульсной радиолока
ции, посвящена работа Э. И. Крупицкого [26]. Как видим, все эти задачи 
непосредственно связаны c практикой.

До последнего времени в основном интересовались амплитудными ди
аграммами направленности. Сейчас внимание исследователей привлека
ют также фазовые диаграммы. Выяснению свойств фазовых диаграмм и их 
синтезу посвящены работы A. P. Вольперта [40], E. Г. Зелкина [8], 
Л. Д. Бахраха [41] и других. В частности, в работах [44,5] показано, что, 
варьируя фазовую диаграмму, можно упростить распределение тока 
при синтезе антенны с заданной амплитудной диаграммой. Л. Б. Тар- 
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таковским и В. К. Тихоновой [42] была рассмотрена задача синтеза для 
случая, когда заданы амплитудная диаграмма направленности и распреде
ление амплитуды поля в раскрыве. Эта задача относится к так называе
мым смешанным задачам синтеза антенн. Как уже было сказано, в случае 
смешанных задач синтеза задаются одна из характеристик диаграммы на
правленности (амплитудная или фазовая) и одно из распределений поля 
(амплитудное или фазовое) в антенне. Математически задачи эти весьма 
сложны, так как они сводятся к решению нелинейных интегральных урав
нений. Некоторые вопросы теории смешанных задач синтеза даны в 
работах Л. Д. Бахраха, С. Д. Кременецкого, В. И. Троицкого [43, 175]. 
В последней работе решение смешанных задач синтеза производится ва
риационным методом с использованием последовательных приближений. 
Вариационный метод использовался и за рубежом в работе Проктора и Аб- 
лова [181]. Надо заметить, что разработка методов смешанных задач син
теза еще только начата.

ПРЯМЫЕ И ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ В ТЕОРИИ АНТЕНН И ВОЛНОВОДОВ

К прямым методам относится широко применяемый в антенной техни
ке (главным образом к вибраторным системам) метод наведенных эдс 
(см. обзорную статью [1]). Для щелевых систем в работах Я. H. Фельда 
[78] был развит метод наведенных мдс.

Эти методы, в которых в качестве неизвестных фигурируют электри
ческие или магнитные токи (напряжения) в клеммных сечениях вибрато
ров или щелей, являются, по существу, частными случаями прямого ме
тода Галеркина, когда в последнем ограничиваются первым членом ряда. 
Методы наведенных эдс и мдс получили свое естественное развитие, при
менительно к антенным и волноводным задачам, в ряде работ, где они 
часто называются обобщенными методами наведенных эдс и імдс. По су
ществу это методы типа Галеркина (Ритца), в которых неизвестное 
распределение токов или напряжений ищется в виде ряда по подходящей 
полной системе функций.

Применительно к системе отверстий или щелей, прорезанных в боко
вой поверхности волновода, возбуждаемого изнутри, обобщенный метод на
веденных мдс подробно изложен в книге [79]. Ключевая часть задачи 
определения поля в подобной системе сводится к решению линейной алгеб
раической системы из M уравнений с M неизвестными. Последними явля
ются амплитуды первых M распределений (некоторой бесконечной полной 
системы функций), при помощи которых аппроксимируется тангенциаль
ная составляющая электрического поля на отверстиях. Коэффициенты 
при неизвестных имеют физический смысл наведенных проводимостей, 
а правые части уравнений — магнитодвижущих сил, что и обусловило 
название метода. Каждое распределение задается на всех отверстиях; 
в частном случае оно может отличаться от нуля только на одном из них. 
Число M может быть значительно больше числа отверстий N. При M^ 
~> oo в ряде случаев можно получить точное решение задачи.

Подобный же прием был применен ів работах [80—84] для нахождения 
характеристического уравнения фазовой скорости в диафрагмированных 
волноводах и цепочках резонаторов. При этом в работах [81, 84] доказана 
стационарность решения характеристического уравнения относительно 
вариаций распределения поля в отверстиях связи, а в работах [82, 83] 
применены разложения поля на отверстиях, каждый член которых удов
летворяет условиям Майкснера на контуре отверстий, что резко улучша
ет сходимость процесса. Таким способом в последних работах решена за
дача о симметричных волнах в круглом диафрагмированном волноводе и 
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получен большой расчетный материал, позволивший установить основные 
закономерности поведения фазовой скорости. Простой и обобщенный ме
тоды наведенных эдс применялись [85, 86] и для расчета фазовой скорос
ти в трехмерных решетках металлических стержней (искусственный ме
таллодиэлектрик). Интересно отметить, что в методе наведенных эдс и 
мдс переход от основного интегрального уравнения задачи к конечной си
стеме линейных уравнений с постоянными коэффициентами может быть 
произведен двумя *способами:

1) подстановкой вместо тока его разложения в ряд по системе аппрок
симирующих функций фп (n = l,2,...,Af) с последующим умножением 
на одну из них <pm (1 ^ m ^ M) и интѳгрцрованием по основной области,

2) проведением тех же операций с тем отличием, что вместо умноже
ния на фш производится умножение на комплексно-сопряженную величи
ну фтп.

В первом случае мы приходим к системе уравнений с постоянными 
коэффициентами — наведенными сопротивлениями (или проводимостя
ми), удовлетворяющими принципу -взаимности Zmn = Znm (Ymn = Ynm)i 
но не имеющими четкого энергетического смысла, т. e. не совпадающими 
с наведенными сопротивлениями (проводимостями), фигурирующими в 
формулах для мощности излучения.

Во втором случае эти коэффициенты имеют четкий энергетический 
смысл, но не удовлетворяют принципу взаимности. Очевидно, в случае, 
когда все функции фп вещественны, оба метода совпадают. Для комплекс
ных фп преимущество одного из этих способов может быть установлено 
только в результате исследования вопросов сходимости решения при 
M^- сю.

В теории антенночволноводных систем применяются также вариацион
ные методы. При этом используются два различных приема. Первый из 
них -заключается в сведении рассматриваемой задачи к некоторой вариа
ционной, т. e. к построению функционала, стационарное значение которого 
достигается на функции, являющейся решением исходной задачи. Эта 
функция находится обычно одним из прямых методов, чаще всего мето
дом Ритца.

Для внешних и внутренних задач электродинамики подобный стацио
нарный функционал был впервые построен Г. В. Кисунько [87]. При этоАм 
он исходил из интегрального уравнения рассматриваемой задачи. Различ
ные стационарные функционалы для внутренних задач электродинамики 
(полые резонаторы, регулярные и периодические волноводы) с изотроп
ными и анизотропными средами, а также при наличии потерь получены 
в работах Ш. E. Цимринга, В. В. Никольского, Э. Л. Куликова и И. Ш. Бе
луги [88—91].

Замена исходной задачи (формулируемой обычно в терминах диффе
ренциального или интегрального уравнения) эквивалентной вариационной 
с последующим решением последней при помощи какого-либо прямого ме
тода не дает существенных преимуществ по сравнению с применением 
прямых методов, например метода Галеркина, непосредственно к исходно
му уравнению. При этом по существу не используются до конца возмож
ности, связанные с наличием стационарного функционала, и сходимость 
процессов получается относительно медленной.

В теории антенных и волноводных систем обычно интересуются раз
личными параметрами задачи, такими, например, как кнд антенны, коэф
фициент отражения, сопротивление, диаграмма направленности * и т. п.

♦ Последнюю можно рассматривать как параметр, поскольку она нѳ зависит от 
основных переменных, функцией которых является ток на металле или поле в рас
крыве.
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Всѳ эти параметры являются интерральными характеристиками распреде
ления тока (или поля), точнее — линейными функционалами тока. При
ближенное вычисление распределения тока и последующее нахождение 
по этому току указанных параметров приводит к (малой точности или тре
бует учета большого числа членов ряда в выражении для тока. Гораіздо 
лучший результат, в смысле точности расчетов, дает следующий прием, 
предложенный Швингером и использовавшийся в работах его сотрудни
ков [92].

Строится функционал от тока (или поля), удовлетворяющий двум тре
бованиям: 1) он должен достигать стационарного значения на функции, 
являющейся решением исходного уравнения задачи, т. e. сводить послед
нюю к вариационной, 2) стационарное значение этого функционала долж
но совпадать с искомым параметром.

Подставляя в такой функционал приближенное значение тока, найдем 
соответствующий параметр со значительно большей точностью. Повыше
ние еѳ может быть достигнуто путем увеличения числа членов ряда в вы
ражении для тока, определяемого, например, при помощи метода Ритца, 
примененного к рассматриваемой вариационной задаче. Таким образом, 
найденный функционал используется дважды — один раз для нахождения 
тока, а другой — для расчета искомого параметра.

Если требуется определить различные параметры рассматриваемой за
дачи, то необходимо уметь строить различные стационарные функциона
лы, соответствующие, в указанном выше смысле (требование 2), этим па
раметрам. Ток можно при этом определять, иапользуя только один из них, 
а сами параметры вычислять при помощи различных функционалов.

Значение плотности тока в некоторой фиксированной точке х$ очевид
но можно также рассматривать как некоторый параметр задачи, являю
щийся линейным функционалом распределения тока I(x) на поверхности 
металла s. Чтобы убедиться в этом, следует, использовав обобщенную 
дельта-функцию Дирака, представить ток в точкеяоприпомощи интеграла

І(х0)= ^I(x)&(x-XQ)ds.

8

Таким образом, описанная выше вариационная методика позволяет так
же определять ток в любой точке х$.

•Стационарный функционал, удовлетворяющий требованиям .1) и 2) для
параметра, совпадающего с 7(яо), был дан в интересной работе 
Л. А. Вайнштейна [93] и применен им для уточнения закона распределе
ния тока вдоль тонкого вибратора. При этом в качестве первого прибли
жения для тока использовалось выражение, получаемое в результате 
приближенного решения известного интегрального уравнения для вибра
тора путем выделения быстро осциллирующих множителей и нахождения 
медленно меняющихся амплитуд (метод, аналогичный методу параболи
ческого уравнения).

В статье Фельда [94] описан общий прием построения стационарных 
функционалов, удовлетворяющих требованиям 1) и 2) для любого пара
метра А, являющегося линейным функционалом решения исходной зада
чи, т. e. представляемого формулой

h = (I,F).

Здесь справа стоит билинейная форма переменных I и F; I — решение ос
новного уравнения исходной задачи вида GI = f (G — линейныйонератор,
/ — заданная функция), a F — произвольная заданная функция. При этом
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результаты работы [93] обобщены в двух направлениях: на случай урав
нений с несимметричным оператором G (коцда (Gu, v) ^ (u,Gv)) и на 
случай гильбертовой метрики (когда (u,v) = (y,w), черта — знак комп
лексного сопряжения).

Вариационные методы расчета различных параметров применялись в 
ряде работ, посвященных вопросам антенноволноводной техники. Из них 
отметим статью В. С. Ильина и В. M. Дашенкова [95], в которой опреде
лялись параметры элементов эквивалентной схемы для диафрагм конечной 
толщины в волноводе, и работы И. Б. Левинсона и П. Ш. Фридберга [96] 
по расчету элементов матрицы рассеяния в системе волноводов со ще
левой связью.

ТЕОРИЯ ТОНКИХ И ТОЛСТЫХ ВИБРАТОРОВ
Состояние теории вибраторов на 1957 г. освещено в обзорной статье 

[1]. Поэтому мы остановимся только на отечественных работах, выпол
ненных за последние 10 лет.

Группа работ Л. А. Вайнштейна [97, 93], которые уже частично отме
чались в связи с вариационными методами, посвящена изучению распре
деления тока в тонких цилиндрических вибраторах. В них рассматрива
лись приемные и передающие вибраторы с «идеальными» и импедансны
ми граничными условиями. Исследовался также входной импеданс 
передающего вибратора. Методика, используемая в [97], отличается от 
обычной. Сущность ее заключается в том;, что выражение для распределе
ния тока «конструируется» так, как это следует из теории длинных линий, 
с той только разницей, что постоянные амплитуды у бегущих волн заменя
ются медленно меняющимися функциями координат.

Близко к рассмотренным примыкает работа П. Я. Уфимцева [98]. 
В ней методом краевых волн изучается дифракция плоской волны на тон
ком цилиндрическом вибраторе. При этом метод краевых волн применяет
ся непосредственно к полям, а не <к токам. Даны явные выражения для 
рассеянного поля, цригодные для любых направлений облучения и наблю
дения, с учетом всех краевых волн.

Задачу о тонком вибраторе рассматривает также A. T. Фиалковский 
[99] методом, аналогичным развитому M. Д. Хаскиндом и Л. А. Вайн
штейном [100].

При этом составляются два функциональных уравнения для некоторой 
функции, через которую выражается поле. Используя метод факториза
ции, удается перейти от них к интецральному уравнению, аналогичному 
уравнению второго рода. Последнее решается методом итераций. Резуль
тат совпадает с полученным П. Я. Уфимцевым [98] методом краевых волн 
и позволяет, таким образом, обосновать и оценить его погрешность.

Исследованию вопросов, связанных с законностью идеализаций и при
ближений, допускаемых в теории тонких вибраторов, таких, <как «дельта
возбуждение» передающего вибратора, влиянием статической емкости на 
входной импеданс и ряда других, посвящена обстоятельная работа 
M. И. Конторовпча и H. О. Соколовой [101]. В ней, в частности, показано, 
что аппроксимация сингулярного ядра в уравнении Халлѳна регулярным 
приводит к его неразрешимости, если сторонняя приложенная эдс не при
надлежит к классу аналитических функций.

Следует отметить, что в одной из своих последних работ [204] Халлен 
дал строгое решение интегрального уравнения для тока в вибраторе в 
виде ряда волн, близких к краевым.

Наряду с тонкими вибраторами продолжалось также интенсивное изу
чение так называемых «толстых» вибраторов, поперечное сечение кото
рых не мало по сравнению с длиной волны. Предложенные для этого мето
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ды нѳ привели (к сожалению) к обозримым аналитическим результатам, 
анализируя которые можно было бы качественно нарисовать общую кар
тину имеющих здесь место закономерностей. Большинство из этих мето
дов требует для установления указанных .закономерностей и получения 
численных результатов серьезных расчетов с применением электронной 
вычислительной машины. Так, вапрпмер, в работе Фельда [102] развит 
метод для нахождения токов на системе из N металлических тел, возбуж
даемых падающей волной или сторонней ѳдс, приложенной к их поверхно
сти. Решение дается в виде рядов по специальным ортонормированным 
•функциям с окончательно определенными коэффициентами. Метод про
иллюстрирован яа примере системы из JV параллельных ■фубчатых вибра
торов. Однако для построения указанной системы функций необходимо
произвести специальную ортонормировку, которая требует расчетов на
электронной вычислительной машине.

Несмотря на отсутствие эффективных чисто аналитических методов 
современное состояние электронно-вычислительной техники позволяет ус
пешно решать различные задачи, связанные с толстыми вибраторами. 
Для решения на электронной вычислительной машине задач о возбужде
нии вибраторов особенно удобным оказался аппарат интегральных урав
нений для плотности тока на вибраторе. В работах H. H. Говоруна [103, 
104] п, особенно, E. H. Васильева и его сотрудников [105—1109] решен
целый ряд подобных задач для вибраторов типа цилиндра, конечного ко
нуса и т. п. При этом наряду с обычными интегральными уравнениями 
первого и второго рода применялись уравнения первого рода с разными
областями изменения для точек интегрирования и наблюдения. Такие
уравнения получаются, если потребовать, чтобы поле обращалось в нуль
на некоторой линии [104] или поверхности [108, 109], проведенной внут
ри вибратора. В случае несимметричного возбуждения вибратора двумер
ное интегральное уравнение сводилось к нескольким независимым одно
мерным уравнениям для азимутальных гармоник плотности тока [104,
105, 108], которые решались численными методами на машинах. Состав
лены универсальные программы для электронной вычислительной маши
ны, пригодные для любых тел вращения. Проведенные расчеты показали, 
что подобные численные методы эффективны для вибраторо'в длиной не
более десяти волн. К указанному классу задач примыкают вопросы о воз
буждении металлического шара большого диаметра и вытяну
той сфероидальной импедансной антенны, исследованные Г. T. Мар
ковым и его сотрудниками [110, 111]. В обоих случаях используется раз
ложение составляющих поля по полной системе собственных функций;
основное внимание уделяется возбуждению указанных тел кольцевой 
щелью и вопросам получения желаемой диаграммы направленности.

ТЕОРИЯ ЗЕРКАЛЬНЫХ АНТЕНН

Зеркальные антенны были и продолжают оставатЫся наиболее распро
страненным типом остронаправленных антенн в сантиметровом и деци
метровом диапазонах волн. Это объясняется главным образом принци
пиальной цростотой их радиотехнической схемы, возможностью получе
ния высокой направленности, широкополоісностью, малыми активными 
потерями, простотой конструкции. При помощи зеркальных антенн удоб
но создавать диаграммы направленности различной формы и управлять 
ими. В последнее івремя теория зеркальных антенн развивалась, главным 
образом, в следующих двух направлениях: наследовались вопросы, связан
ные с тонкой структурой диаграммы направленности, прежде всего, 
с уровнем бокового излучения зеркальных антенн; большое вниманиеуде- 
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лялось исследованию новых типов зеркальных антенн, главным образом, 
многозеркальных.

Что касается уровня бокового излучения зеркальных антенн, то до 
последнего времени более или менее удовлетворительно рассчитывались и 
обосновывались только ближайшие к главному максимуму боковые лепе
стки. Дело в том, что широко распространенный апертурный метод расче
та, когда поверхность антенны заменяется эквивалентной апертурой и 
поля на ней определяются приближенно в основном геоме^рооптическим 
путем, дает удовлетворительное описание поля только в области главного 
лепестка іи прилегающих к нему первых боковых лепестков.

В последние годы JL Б. Тартаковский и Б. E. Кинбер провели обшир
ные и довольно успешные исследования, позволившие выяснить природу 
бокового излучения и зависимость его уровня от различных факторов.

В работах Л. Б. Тартаковского іи его сотрудников [112, 113, 114] для 
определения бокового излучения и вообще тонкой структуры поля антен
ны используется токовый метод, т. e. но токам на поверхности зеркала 
рассчитывается поле в дальней зоне. Основную трудность здесь представ
ляет определение истинных токов на поверхности зеркала. Для этого пред
лагается учитывать поправки к распределению токов, вызванные: блнж- 
ним полем облучателя, кривизной отражателя, краевым эффектом кромки 
отражателя, взаимодействием краевых волн противоположных кромок. 
Метод краевых волн в физической теории дифракции, развитый 
П. Я. Уфимцевым [98], учитывает многократную дифракцию волн на 
кромках и на ребрах тел, эти дифракционные волны проникают в область 
тени и полутени. За рубежом для исследования подобных вопросов исполь
зовались работыКеллера [182].

Токовый метод и сам по себе без дифракционных поправок дает зна
чительно большую информацию, чем апертурный метод, однако можно 
отметить случаи, когда без дифракционных поправок он дает мало нового 
по сравнению с апертурным. Наименьший уровень дальнего бокового и 
заднего излучения можно получить в случае реализации в апертуре плав
ного распределения поля с нулем первого порядка на краях раскрыва. 
В области тени краевые токи, перпендикулярные ікромке, несколько уве
личивают заднее излучение, а токи, параллельные кромке, его уменьша
ют. В работах Б. E. Кинбера [116, 117, 118] дается физически наглядная 
интерпретация явлений, обусловливающих боковое излучение антенн. Ме
тод краевых волн он применяет непосредственно для определения струк
туры поля в дальней зоне. Интерференция краевых волн, в основном, вы
зывает боковое излучение зеркальных антенн. Из работ Кинбера следует, 
что при слабом уровне облучения краев зеркала — порядка —10 дб и ме
нее — ответственными за рассеяние энергии (боковое излучение) являются 
тяги и облучатели. В работах Б. E. Кинбера [118] и В. П. Нарбута [119] 
получены соотношения между диаграммами по основной и кросс-поляри
зационной компонентам излучения. Для зеркальных антенн типа парабо
лоидов вращения в последние годы был детально выяснен вопрос об иска
жении диаграммы направленности при небольших смещениях излучателя 
из фокуса. В этой связи следует отметить монографию В. M. Гинзбург и 
11. H. Беловой [120], которыми, кстати, впервые были использованы быст
родействующие вычислительные машины для расчета диаграмм зеркаль
ных антенн. Зеркальные антенны специальной формы применяются также 
для создания веерных диаграмм, диаграмм косекансного вида и т. д. Одна
ко зеркала двойной кривизны, рассчитанные для этих целей методами
геометрической оптики, давали значительные осцилляции в диаграмме
направленности. Л. Б. Тартаковюкому удалось существенно усовершенст
вовать методику расчета зеркал двойной кривизны [115] путем уточне
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ния расчета кривой центрального сечения зеркала двойной кривизны. 
При этом осцилляции амплитуды и фазы поля в раскрыве уменьшаются и, 
в результате, значительно улучшается приближение к заданной диаграм
ме направленности.

Важный этап в развитии зеркальных антенн за последние 10—15 лет 
связан с появлением и быстрым развитием многозеркальных антенн. У нас 
первые публикации по многозеркальным антеннам появились в начале 
50-х годов, например, работы [183]. Позже и за рубежом появились ста
тьи, посвященные многозеркальным антеннам; одна из наиболее обстоя
тельных—статья Ханнана, опубликованная в 1961 г. [184]. Многозер
кальные антенны имеют большее число степеней свободы, позволяют 
решать более широкий класс задач. Отметим несколько важных свойств мно- 
гозеркальных антенн. Первое, имеющее принципиальное значение, состо
ит в том, что многозеркальные антенны позволяют достаточно точно ре
ализовать заданную диаграмму направленности. Многозеркальные антен
ны открывают новые возможности для более широкоугольного и удобного 
способов управления лучом. То обстоятельство, что облучатель у этих ан
тенн можно располагать непосредственно у вершины главного зеркала, 
оказывается исключительно благоприятным для упрощения конструкции 
антенн различного назначения, а для малошумящих антенн — радиотелес
копов это обстоятельство является принципиальным, так как отпадает не
обходимость в длинном фидерном тракте, являющемся основным источ
ником шумов. Исследование многозеркальных антенн проводилось как в 
общетеоретическом плане, так и применительно к отдельным конкретным 
типам многозеркальных антенн. К общим вопросам теории многозеркаль
ных антенн относится рассмотрение возможности обеспечения заданного 
распределения амплитуды и фазы поля в раскрыве при помощи двух зер
кал. В работах Л. Д. Бахраха [121, 41] и Б. E. Кинбера [122, 123] не 
только выявлены принципиальные возможности многозеркальных антенн 
с точки -зрения решения задач синтеза, но и разработаны конструктив
ные методы расчета двухзеркальных антенн, обеспечивающих, в частно
сти, оптимальные характеристики, например, большой кнд. К общим во
просам теории многозеркальных антенн относится также исследование 
корректности геометрооптических методов расчета этих антенн и дифрак
ционных поправок. Эти вопросы отражены в упомянутой выше работе 
[41] и в статье A. E. Саломоновича и H. С. Соболевой [124]. Из зарубеж
ных работ в этой связи следует упомянуть работу Раша [185]. В опреде
ленном смысле задачи переизлучения от одного зеркала к другому ® мно
гозеркальной антенне родственны задачам квазиоптики. Из отдельных 
типов мнотозѳркальных антенн следует упомянуть о двухзеркальной ан
тенне с большим зеркалом сферической формы (рис. 1). В такой системе 
качание осуществляется перемещением малого зеркала, и сектор качания 
и коэффициент использования поверхности большого зеркала не зависят 
ни от ширины диаграммы направленности, ни от длины волны, как это 
показано в работе Л. Д. Бахраха и И. В. Вавиловой [125], в которой дана 
теория антенн такого типа. Из работы Холта и Бауха [186] видно, что 
этот класс антенн привлекает внимание и за рубежом.

Антенны со сферическим зеркалом могут быть использованы в качест
ве радиотелескопов; возможности их с этой точки зрения исследованы 
П. M. Геруни [126].

Большое распространение получили двухзеркальные антенны с пово
ротом плоскости поляризации (рис. 2). Такие системы расширяют воз
можности многозеркальных антенн, поскольку ограничения на размеры 
переднего зеркала, связанные с его экранирующим влиянием, отнадаютг 
если зеркало сделано решетчатым. Теоретические исследования подобных 
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систем касались расчета поляризационного фильтра на переднем зеркале 
и устройства, обеспечивающего поворот плоскости полцризации на боль
шом зеркале. В работах [41, 127] дап анализ таких зеркал.

Одним из .вариантов двухзеркальных антенн с поворотом плоскости 
поляризации являются двухзеркальные антенны ic управляющим плоским

Рис. 1. Рис. 2.Рис. 1.
Рис. 1. Схема двухзеркальной сферической антенны

Рис. 2. Схема двухзеркальной антенны с поворотом плос
кости поляризации

зеркалом, которые позволяют удобно качать луч при неподвижном и пре
дельно простом волноводном тракте. Весьма интересны апланатические, 
бифокальные и многолучевые двухзеркальные антенны, которые значи
тельно расширяют возможности качания луча. В апланатических двужзер- 
кальных антеннах, например, можно путем выноса облучателя из фокуса 
системы значительно отклонить диаграмму направленности при минималь
ных искажениях последней. В работе В. И. Пономарева [128] и в работе 
[41] рассэдотрѳна теория таких систем и методы расчета зеркал. Особое
место занимают работы, относящиеся к расчету многозеркальных антенн,
предназначенных для целей радиоастрономии и дальней космической свя
зи. Дело в том, что такие антенны должны иметь не только большую
действующую площадь, но и низкую шумовую температуру, поскольку
сни работают совместно с малошумящими усилителями. В работе
Л. Д. Бахраха и К. И. Могильниковой [129] выяснены основные аспек
ты работы малошумящих антенн с большой действующей площадью и по
казано, что оптимальные характеристики с этой точки зрения имеют мно-
гозеркальные антенны, в частности, потому, что значительная часть
мощности рассеивается в малошумящую часть пространства (вверх), тог
да как у обычных параболических однозеркальных антенн диаграмма на
правлена вверх, а облучатель часть мощности рассеивает в сторону зем
ли, что обусловливает заметную шумовую температуру.

В заключение этого раздела следует упомянуть о теоретических рабо
тах, посвященных сетчатым зеркалам. Здесь интересная работа выполне
на M. И. Конторовичем, M. H. Астраханом и M. H. Спириной [130], в ко
торой при помощи усредненных граничных условий рассматривается ди
фракция электромагнитных волн на .сетках и решетках.

Следует отметить детально разработанную теорию антенны перемен
ного профиля, предложенную С. Э. Хайкиным и H. Л. Кайдановским 
[131]. Такая система, описанная ниже .во II части, позволяет осуществить 
радиотелескоп высокой разрешающей силы. Путем перемещения отра
жающих элементов и облучателя максимум диаграммы радиотелескопа 
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может быть ориентирован в любом направлении. В работах H. А. Есепки- 
пой и других [132] исследованы облучатели для преобразования сфериче
ской волны в цилиндрическую и затем в плэскую при помощи зеркала 
переменного профиля.

Создание больших зеркальных антенн потребовало разработки новых 
методов измерений их параметров. Были обоснованы и йсследованы ра
диоастрономические методы измерений параметров антенн. Эти работы 
обобщены в монографиях А. Д. Кузьмина, A. E. Саломоновнча [133] и 
H. M. Цейтлина [134]. Оісобо следует отметить оригинальный метод изме
рения диаграммы направленности зеркальных антенн в зоне Френеля пу
тем перефокусировки облучателя, предложенный H. А. Есепкиной [135],
а также метод исследования антенн по радиоизлучению искусственных
источников типа «черного» диска, предложенный В. С. Троицким и
H. M. Цейтлиным [136].

АНТЕННЫ ТИПА ФАЗИРОВАННЫХ РЕШЕТОК

Синфазно возбуждаемые решетки излучателей — полуволновых вибра
торов — начали применяться в качестве высокоэффективных направлен
ных антенн еще в 20-х годах для диапазона коротких волн. Однако по
скольку они использовались в основном как антенны без качания луча, то 
вследствие сложной системы питания и настройки, относительно малой 
диапазонности и дороговизны они не могли конкурировать, например, 
с ромбическими антеннами в диапазоне коротких волн и зеркальными в 
сантиметровом и дециметровом диапазонах.

В последнее время решетки излучателей переживают свою вторую мо
лодость, но уже в качестве антенн с быстрым электрическим качанием 
луча. Возможность возбуждения или съема энергии с отдельных элемен
тов решетки позволяет управлять фазой тока в них и осуществлять кача
ние луча, создавать оптимальные диаграммы, применять различные спо
собы обработки сигнала, самонастройку (самонаведение) и направленное 
переизлучение, а также повышать излучаемую мощность за счет установ
ки в каналах отдельных излучателей СВЧ^усилителей.

Одним из цростых способов качания луча в решетках является частот
ное качание, т. e. перемещение луча за счет изменения частоты в антент 
ных решетках, выполняемых на базе частотно-чувствительных элемен
тов — замедляющих структур резонансного типа с высокой дисперсией, 
либо структур c высоким эквивалентным коэффициентом замедления, 
обусловленным большой длиной фидера между излучателями. Этот 
способ предложен [67, 68] и достаточно обстоятельно разработан [69] 
Л. H. Дерюгиным, Л. Д. Бахрахом, А. И. Ардабьевским и M. Г. Кузне
цовым.

Частотный метод позволяет осуществлять не только одномерное ка
чание луча в широком секторе углов, но и двумерный строчный обзор 
пространства. Для этого необходимо обеспечить высокую частотную чув
ствительность фидеров, питающих отдельные ряды излучателей решетки, 
и согласованную с ней несколько меньшую частотную чувствительность 
общего фидера, питающего ряды. При этом главный максимум диаграммы, 
прочертив одну строку, уходит в область мнимых углов, а на смену ему 
появляется следующий главный дифракционный максимум и чертит сле
дующую строку [70]. Подобные системы, особенно для двумерного кача
ния, имеют относительно низкий кпд и слабую помехозащищенность. По
этому в последнее время при построении приемных антенн с частотным 
качанием частотно-чувствительные элементы используются на промежу
точной частоте, что резко снижает потери. При двукратном преобразова-
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нии частоты удается также сделать диаграммы частотноннечувствитель- 
ньми.

Болеѳ перспективным, позволяющим качать луч как в приемных, гак 
и в передающих решетках, является метод управления фазой тока в от
дельных излучателях при помощи фазовращателей. Этому вопросу посвя
щена обширная литература за рубежом [196, 197] и у нас.

Наиболее простой способ управления фазой предложен [71] и иссле
дован [69] Л. H. Дерюгиным и его сотрудниками. Это так называемый 
дискретно-коммутационный метод, суть которого заключается в дискрет
ности установки фазы при небольшом числе градаций и в применении 
фазовращателей, в которых фаза может принимать только необходимые 
дискретные значения, а переход от одного значения к другому осуществ
ляется методом коммутации. Особенно перспективен и прост этот способ 
в случае осесимметричных решеток, когда неизменное фазовое распреде
ление должно просто поворачиваться вокруг оси решетки.

При разработке фазированных решеток основные трудности связаны 
нѳ только с созданием управляющих элементов, но и с отличием фаз, ре
ально устанавливающихся в излучателях, от необходимых. Действитель
но, фазовращатели управляют лишь фазой падающих волн в питающих 
фидерах, тоцца как фазы излучающих токов или полей вследствие отра
жений и взаимной связи между элементами решетки будут иными. Для 
того чтобы учесть эти факторы при определении необходимого .сдвига фаз 
в фазовращателях для обеспечения неискаженного качания луча, необхо
димо уметь рассчитывать входное сопротивление отдельного излучателя 
и его диапрамму с учетом влияния остальных излучателей. Это весьма 
сложная задача, которой посвящен в последнее івремя ряд работ [72, 73г 
198, 199, 100]. К сожалению, в большинстве из них не учитываются крае
вые эффекты, т. e. решетки предполагаются состоящими из бесконечного 
числа излучателей типа вибраторов, щелей и волноводов. Несколько особ
няком стоит работа [74], в которой изучается взаимодействие двух плос
ких волноводов.

В связи с тем, что в настоящее время (проектируются и применяются 
антенные решетки с качанием луча и весьма высокой направленностью, 
возникает весьма существенный вопрос о (минимально необходимом для 
этого числе управляющих элементов. Первое исследование этого вопроса 
было проведено в работе Вендика [75], который, исходя из заданных сек
тора качания Ѳо и ширины луча ДѲ, получил следующую формулу для 
минимально необходимого числа элементов, независимо управляемых по 
фазе (в случае линейной равномерной решетки):

В интересной работе M. И. Конторовича и В. Ю. Петрунькина [76} 
число N связывается с величиной телесного утла Q, в пределах которого 
происходит качание луча, и значением коэффициента усиления антенны 
D в этом угле при помощи формулы

2V = (l/4n) ^DdQ,

справедливой для любой антенны. Она переходит в N = DQ/4n, если Z>
постоянно в пределах угла Q.

До последнего времени применялись только эквидистантные антенные
решетки. При этом остронаправленные системы содержат очень большое
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число элементов — излучателей. Применение неэквидистантного разме
щения излучателей, при заданном общем размере решетки, позволяет рез
ко сократить их число. Коэффициент усиления, который пропорционален 
числу излучателей, у таких систем падает, а общий фон боковых лепест
ков несколько возрастает. Однако главный лепесток сохраняется почти 
неизменным. Поэтому неэквидистантное размещение имеет смысл приме
нять, главным образом, в приемных антеннах, когда для повышенияраз- 
решающей способности необходимо сузить главный лепесток, не увели
чивая числа излучателей. Для передающих систем неэквидистантноераз- 
мещениѳ менее приемлемо вследствие более низкого усиления. Из ряда 
работ по неэквидистантным решеткам следует отметить статьи M. Б. Зак- 
сона и В. В. Меркулова [77]. В них рассмотрены линейные и двумерные 
решетки со случайно расположенными элементами. Найдены вероятност
ные характеристики диаграмм направленности при различных законах 
распределения элементов на единицу длины или площади решетки. Не* 
эквидистантным решеткам посвящено также большое количество зару
бежных работ, обзор которых дан в гл. 3 книги [201].

ТЕОРИЯ ОБТЕКАТЕЛЕЙ

Диэлектрические колпаки — обтекатели — широко используются для 
укрытия антенн как наземных, так и самолетных, причем в последнем 
случае к обтекателям предъявляются серьезные требования в отношении 
их аэродинамической формы. Разработка теории обтекателей, проводив
шаяся у нас в последнее время, включала исследование диэлектрических 
стенок обтекателя и вопросов, относящихся к взаимодействию волн, из
лучаемых антенной, с обтекателем. За рубежом теории и технике обте
кателей уделяется значительное .внимание. В этой связи следует упомя
нуть работу Туреля [187].

Для расчета многослойных диэлектрических стенок В. А. Каплун 
использовал методы теории передающих линий [137]. Им же были 
исследованы диэлектрические стенки с согласующими решетками ввиде 
проводов и вибраторов [138, 139, 140]. Такой метод «просветления»сте- 
нок обтекателя может применяться и при согласовании линзовых антенн. 
При разработке методов расчета слоистых структур стенок обтекателя су
щественно выяснить фазовые характеристики электромагнитных волн, 
прошедших через эти диэлектрические слои. Этот вопрос исследован вра- 
боте [141].

Наиболее трудным является выяснение влияния обтекателя на диаг
рамму направленности антенны. Точное ірешение этого вопроса до сих пор 
нѳ получено. Исследования отдельных вопросов теории обтекателей помо
гают выяснить механизм явлений. К этим теоретическим работам следует 
отнестиисюледование Ю. Г. Гукасова и И. В. Сухаревского [142], которые 
получили асимптотическое решение для волн, проходящих через тонкие 
диэлектрические слои. В работе А. А. Пистолькорса, В. А. Каплуна, 
Л. В. Князевой [143] рассмотрен вопрос дифракции на диэлектрической 
полуплоскости и клине. Дело в том, что учет дифракционных явлений на 
этих простых телах позволяет сделать некоторые выводы о характере 
влияния обтекателя.

Для сравнительно простых форм обтекателей влияние их на диаграм
мы направленности выяснено достаточно подробно. Примером могут слу
жить обтекатели допплеровских навигационных станций, представляю
щие собой корытообразные диэлектрические короба [144].
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ВОПРОСЫ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ АНТЕНН

Статистическая теория антенн сформировалась в последнее десятилетие. 
Появился ряд работ у нас и за рубежом, посвященных проблеме статисти
ки антенн. Например, большое влияние на развитие этого направления 
имели работы Робье [188], Рондинелли [189]. Развитие статистических ме
тодов стимулировалось разработкой больших зеркальных антенн, а также 
многоэлементных антенн (фазируемых решеток с разветвленной системой 
питания и коммутацией отдельных элементов). В больших антенных по
лотнах флуктуации параметров антенн, обусловленные, прежде всего, не
точностью изготовления, установки и настройки, ограничивают возможно
сти антенны. Весьма важным фактором при сооружении больших антенн 
является их стоимость, которая связана с допусками на изготовление. 
Поэтому обоснование разумных допусков на изготовление антенн имеет 
первостепенное значение; сделано же это может быть лишь статистиче
скими методами. Основные вопросы статистической теории антенн свя
заны с определением характеристик антенн: кнд, ширины диаграммы 
направленности, уровня боковых лепестков и т. д. ів зависимости от ста
тистических параметров амплитудно-фазового распределения. Статистика 
амплитудно-фазового распределения обычно предполагается заданной или 
каким-либо образом известной. Теоретическое же определение статистики 
амплитудно-фазового распределения поля в антенне требует решения 
внутренних антенных задач, которые весьма сложны и практически реше
ны только для нескольких частных случаев. У нас общая теория статисти
ки поля антенны многим обязана работам Я. С. Шифрина и его сотрудни
ков [145, 146].

В монографии [147], посвященнойстатистикелинейныхантенн, по су
ществу дается общая теория статистики антенн. Первая задача статисти
ки антенн связана с определением средних характеристик антенн — сред
ней диаграммы, среднего кнд, ширины средней диаграммы. Зарубежные 
исследования в основном ограничиваются рассмотрением именно средних 
характеристик антенн и определением допусков в предположении, что 
ошибки в амплитудно-фазовом распределении малы. Радиус корреляции 
ошибок также считается малым по сравнению с линейными размерами? 
антенны. В работах Я. С. Шифрина таких ограничений нет.

Первые его исследования были посвящены статистике синфазных ан
тенн, для которых радиус корреляции постоянен [145]. Для антенн бе
гущей волны радиус корреляции ошибок меняется вдоль антенны, и ис
следования усложняются. В работе В. И. Таланова и H. M. Шероновой 
[148], затем и в других работах рассматривалась статистика антенн бе
гущей волны.

В работах Я. С. Шифрина рассматриваются не только средние харак
теристики антенн, но дается анализ флуктуаций амплитуды и фазы поля 
в определенных направлениях, флуктуаций кнд и главного максимума. 
Для некоторых задач потребовалось рассмотрение более тонких статисти
ческих характеристик антенны — корреляционных функций поля антен
ны [149]. Создание единообразного аппарата для исследования статисти
ки антенн и родственных вопросов позволило использовать его для анали
за работы различных антенн, например, с синтезированным раскрывом, 
фазируемых решеток, антенн оптического диапазона и приемныхантенн, 
работающих в случайном поле. Интересная работа по статистике антенн 
выполнена A. E. Саломоновичем [150], который статистическим путем 
оценил влияние точности и жесткости антенны радиотелескопа на ее па
раметры. При этом попользовалось то обстоятельство, что статистиче
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ские характеристики распределения фазовых ошибок из-за неточности из
готовления и из-за деформаций, как правило, существенно отличаются 
друг от друга. В работе Б. В. Брауде, H. А. Есепкиной, H. Л. Кайданов
ского, С. Э. Хайкина [151] исследовано влияние случайных ошибок на 
электрические характеристики остронаправленных зеркальных антенн 
с отражателем переменного профиля.

Для фазируемых антенных решеток были применены статистические ме
тоды анализа в связи с тем, что вероятность выхода из строя отдельных 
фазовращателей при большом их числе велика. В отличие от статистиче
ской теории допусков антенн здесь локальные ошибки в распределении 
амплитуды и фазы поля на антенне значительны. Рассмотрению этого 
вопроса посвящена работа Л. Г. Содина [152]. Статистические оценки 
смещения луча системы излучателей получены в статье О. Г. Вендика 
[153]. Для очень больших антенн, в частности радиотелескопов, возни
кает вопрос, сколь большими их имеет смысл делать, поскольку неодно
родности ів атмосфере могут уже влиять на эффективность таких 
антенн. В свое время высказывались опасения, что флуктуации показа
теля преломления атмосферы лимитируют возможности создания очень 
больших антенн. Исследования, проведенные статистическими методами 
Я. С. Шифриным и Л. Г. Корниенко [154] с одной стороны и H. А. Есеп
киной, Б. Г. Кузнецовым, С. Э. Хайкиным [155] с другой, выяснили ис
тинную картину «опасности», которая грозит сооружению очень больших 
антенн.

Выводы оказались обнадеживающими, т. e. в сантиметровом диапазо
не волн антенны с апертурами, составляющими несколько сотен метров 
и единицы километров, строить еще целесообразно.

ТЕОРИЯ АНТЕНН С ОБРАБОТКОЙ СИГНАЛОВ

В последнее время за рубежом и у нас уделяется значительное вни
мание вопросам обработки сигналов, поступающих от различных элемен
тов антенны. Наиболее полную информацию можно получить, раздельно 
обрабатывая эти сигналы. Наблюдается тенденция рассматривать антенну 
нѳ изолированно, а в общей цепи обработки информации. Этим же вопро
сам родственны методы оптической обработки и голографии, которые на
чали применяться в антенной технике. Надо сказать, что по нелинейным 
методам обработки, таким, как перемножение или корреляционная обра
ботка сигналов, поступающих с различных частей антенны, у нас опуб
ликовано мало работ, в то время как за рубежом внимание к этим вопро
сам велико. Достаточно указать на работы Ксиенского, Вилсби и Цукера, 
Линдера [190, 191, 192]. Все же целесообразность применения нелиней
ных методов обработки сигналов не ясна, исключая, пожалуй, радиоастро
номические задачи. Большое внимание у нас привлекают линейные мето
ды обработки сигналов. К ним, ів частности, относятся вопросы создания 
многоканальных, многолучевых антенн, в которых информация приттима- 
ется одновременно с различных направлений. Принципиальным вопросам 
энергетики многоканальных антенн посвящена работа Л. Д. Бахраха и 
С. Ф. Брянцева [156]. В частности, в этой работе исследуются зависимо
сти уровня пересечения соседних диаграмм от коэффициента усиления по 
каждому каналу.

Несколько лет тому назад большие надежды возлагались на антенны 
с изменяющимися во времени параметрами и последующей обработкой 
сигналов: из зарубежных публикаций можно указать статьи Шенкса 
[193] и Хевиса [194]. Однако возможности этих устройств оказались нѳ
столь велики, как это вначале казалось. Интересная работа H. Г. ^Понома
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рева [157] посвящена исследованию диаграммы направленности при 
очень быстром изменении распределения тока вдоль антенны, сравнимом со 
скоростью распространения волны вдоль раскрыва. Представляют инте
рес исследования, относящиеся к рассмотрению пространственно-времен
ных распределений сигналов и шумов.

В работе Л. M. Прокунина [158] рассматриваются частотные диаграм
мы направленности, которые характеризуются тем, что каждому направ
лению соответствует определенная частота колебаний; показана эквива
лентность частотных диаграмм, возникающих при движении антенны и 
при переключениях элементов в решетке.

Следует отметить также работу В. Г. Пошехонова [159], в которой 
рассматриваются вопросы построения антенн для приема широкополос
ных сигналов.

Весьма перспективны для целей радиолокации и радионавигации ан
тенны с так называемым синтезированным раскрывом. Теория такихси- 
стем вначале развивалась за рубежом, например, в работе Катроны [195]. 
Антенны с синтезированным раскрывом представляют интерес и для ра
диоастрономии, где они применяются.

В этих антеннах осуществляется последовательный прием сигналов 
отдельными элементами антенны. В конечном счете ряд из идентичных 
элементов заменяется одним перемещающимся, последовательно выполня
ющим функции каждого. Сигналы, принимаемые им при его отдельных 
положениях, затем когерентно обрабатываются. Вопросы теории антенн с 
синтезированным раскрывом рассмотрены в статье С. Г. Рудневой [160]. 
Обработку сигналов, принятых станцией с синтезируемой апертурой, це
лесообразно вести оптическими методами.

Вообще применение методов когерентной оптики и голографии к за
дачам антенной техники оказалось перспективным [161]. Так, например, 
эти методы уже применяются для моделирования антенн СВЧ и исполь
зуются для восстановления диаграмм направленности антенн СВЧ по из
мерениям поля в зоне Френеля [162].

ПЕРИСКОПИЧЕСКИЕ АНТЕННЫЕ СИСТЕМЫ, 
ОТКРЫТЫЕ ЛИНИИ И РЕЗОНАТОРЫ

В последнее десятилетие широкое развитие получили так называемые 
квазиоптические системы; эти системы строятся, исходя из геометроопти
ческих принципов, однако действие их существенно зависит также отяв- 
лений дифракции, т. e. от волновой природы поля.

Пользуясь геометрооптической терминологией, можно сказать, что 
поле в подобных системах имеет вид длинных и узких пучков Z/a S> 1, диа
метр ісечения которых а на много больше волны (a/%^*l). Отношение 
этих параметров а2 / ZX может быть вообще говоря любым, однако в большин
стве практических іслучаев оно порядка единицы, т. e. для квазиоптичѳских 
систем характерно расположение одного элемента в зоне Френеля сосед
него. Типичным примером квазиоптической системы в антенной технике 
является перископическая антенна. Она широко применяется в ретранс
ляционных станциях, позволяя размещать основную часть антенной си
стемы и аппаратуру у земли, а поднимать на мачту только (вторичное) 
дереотражающее зеркало. Ряд статей [44—47] по анализу работы таких 
систем, расчету электрических параметров и выбору формы и размеров 
излучателя и переизлучателя опубликован A. M. Покрасом, Б. E. Кинбе- 
ром и Л. Б. Тартаковским. Результаты этих и других работ по переско- 
пическим системам обобщены в книге A. M. Покраса [48].

460



Развитие техники антенных устройств 1929

Можно отметить также работу Я. H. Фельда [49], в которой изучены 
оптимальные амплитудно-фазовые распределения в раскрыве основного 
излучателя, обеспечивающие максимальный кнд системы в целом.

При переходе к миллиметровым и субмиллиметровым азолнам обычные 
канализирующие устройства становятся неприемлемыми из-за больших 
потерь и ювелирной сложности изготовления волноводов и узлов дляних.

7

1

Рис. 3. Зеркальная линия передачи

На смену им приходят квазиоптические линии. Такая линия впервые 
предложена в 1948 г. E. H. Майзельсом и А. В. Даниловым [50]. Она 
состоит из ряда расположенных вдоль некоторой оси длиннофокусных 
линз. Каждая линза фокусирует падающий на нее пучок волн и направ
ляет его к следующей линзе. При этом пучок вначале сходится, а затем

Рис. 4. Перископическая 
зеркальная система

вновь расходится и часть энергии проходит мимо линзы, приводя к ра
диационным потерям. В указанной заявке [50] для крепления линз пред
лагалась металлическая труба, при этом естественно расширение пучка 
приводило бы не к радиационным, а к тепловым потерям в трубе. Ана
логичные линии были независимо предложены в США [202, 203]. Б. 3. Ka- 
ценеленбаум [51] и H. Г. Бондаренко и В. И. Таланов [52] предложили 
вместо диэлектрических линз применять для построения линии металли
ческие зеркала, переотражающие и фокусирующие волны вдоль линии. 
Существует большое число схем построения зеркальных линий. Простей
шая из них изображена на рис. 3. Форма зеркал выбирается такой, чтобы 
наряду с переотражением пучка волн обеспечивалась фазовая коррекция, 
исправляющая фронт падающей на зеркало волны. Весьма интересная 
схема перископической зеркальной линии (рис. 4) предложена в работе 
[53]. Она обладает повышенной устойчивостью и менее критична отно
сительно небольших отклонений формы и положения зеркал.

Весьма близкими к открытым линиям, как по характеру физических 
процессов, так и по методам расчета, являются открытые резонаторы;их 
предложили одновременно A. M. Прохоров [54] и ПІавлов и Таунс [55]. 
Появление открытых резонаторов (как и открытых линий) вызвано тем, 
что при переходе к субмиллиметровому и особенно оптическому диапазо
нам обычные закрытые полые резонаторы неприменимы. Требования элек
трической прочности, высокого кпд и возможности практического изго
товления приводят к необходимости резкого увеличения размеров резо
натора по сравнению с длиной волны. При этом приходится работать на 
колебаниях высших типов, в области которых спектр собственных частот 
закрытого резонатора резко сгущается, резонансные кривые «наезжают» 
друт на друга и избирательные свойства резонатора практически теряются.

5 Радиотехника и электроника, № 11
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В отличие от этого открытые резонаторы, представляющие собой си
стему из двух расположенных друг против друга плоских или криволи
нейных зеркал, апертуры которых параллельны (рис. 5), обладают су
щественно разрешенным спектром. Объясняется это тем, что радиацион
ное затухание, вследствие излучения наружу, для большинства типов

Рис. 5. Оптичеекие резо
наторы

колебаний весьма велико и резонансные свойства у них практически от
сутствуют. Только относительно небольшое число типов колебаний сма- 
лым радиационным затуханием является высокодобротным. Это те коле
бания, для которых, в случае плоских зеркал, коэффициент отраженияот 
края по модулю близок к единице, а в случае криволинейных зеркал об
разуются каустические поверхности, за пределами которых поле экспонен
циально убывает.

При изучении открытых систем, так же, как и в случае закрытых, 
основной задачей является нахождение собственных колебаний (волн) и 
соответствующих им частот.

Существуют различные методы решения указанной задачи. Один из 
них, впервые примененный в работе Фокса и Ли [56], проще всего пояс
нить на примере открытой линзовой линии. Поле на выходной апертуре 
одной линзы выражается через поле на выходной апертуре предыдущей. 
Этот переход проводится в два этапа. Сначала находится, при помощи ин
тегральной фоРмУлы Гюйгенса — Кирхгофа, поле на входной апертуре 
линзы через поле на выходной апертуре предыдущей. Затем поле с вход
ной апертуры пересчитывается чисто геометрическим методом на выход
ную апертуру той же линзы. С другой стороны поскольку линзоваялинпя 
является периодической системой, то поля в соответствующих точках 
соседних линз должны отличаться только постоянным (комплексным) 
множителем %. Учитывая эти два вида связи между полями в выходных 
апертурах соседних линз, легко написать интегральное однородноеурав- 
нение второго рода. Его собственные функции определяют распределение 
поля в апертуре линзы для различных типов собственных волн в линии, 
а соответствующие им значения собственных чисел % характеризуют фа
зовую скорость и затухание этих волн вдоль линии. В общем случае ре
шение интегрального уравнения проводится при помощи электронной вы
числительной машины. Этот метод широко использовался в работах 
Б. 3. Каценеленбаума [57] и его сотрудников при изучении различных 
типов открытых линий, и ими были получены важные принципиальные 
и практические результаты [58, 59].

Иные методы решения аналогичных задач, главным образом приме
нительно к теории открытых резонаторов, были развиты в работах 
Л. А. Вайнштейна [60, 61].

Не имея возможности подробно останавливаться на них, отметимтоль- 
ко, что в основном из них эллиптическое волновое уравнение для компо
нент поля приближенно заменяется более простым параболическимурав- 
пением. Решая последнее уравнение, с учетом соответствующих гранич
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ных условий, непосредственно или сводя его к эквивалентному 
интегральному уравнению, Л. А. Вайнштейн исследовал ряд открытых ре
зонаторов с различными формами зеркал.

Свои многочисленные работы по открытым системам, а также некото
рые работы других авторов, он подытожил в недавно вышедшей обстоя
тельной монографии [62].

Ряд важных результатов по теории открытых систем был получен 
В. И. Талановым и его сотрудниками [63]. Отметим один из них, относя
щийся к оптимальным свойствам конфокального резонатора, зеркала ко
торого представляют собой части сферических поверхностей с центрами, 
расположенными в середине противоположных зеркал. Ими показано, что 
подобный резонатор формирует пучок с наименьшими возможными ра
диационными потерями при заданных частоте, апертуре зеркал и рас
стоянии между ними.

Если задачи о нахождении собственных колебаний (волн) открытых 
линий и резонаторов хорошо разработаны в приближении, вполне доста
точном для практики, то значительно хуже обстоит дело с задачами о вы
нужденных колебаниях. При нахождении полей, возбуждаемых задан
ными источниками в открытых системах, нельзя представить их в виде 
разложения в ряд по собственным колебаниям дискретного спектра, как 
это имеет место в случае закрытых систем. Объясняется это тем, что соб
ственные колебания открытых систем (обладающие вследствие излучения 
комплексными частотами) не образуют полной системы функций. Поэто
му приходится вводить так называемые собственные функции непрерыв
ного спектра, и задача сильно усложняется. Попытка создания такого 
метода решения задач о возбуждении предпринята ів работе [64] (см. так
же [62], где приводится ряд примеров). Шнвидимому, можно ограни
читься более привычным аппаратом для решения подобных задач, если 
искать не поле во всем пространстве, а токи на металле или вектор поля
ризации в диэлектрике линз. При этом для них могут быть составлены 
неоднородные интегральные уравнения второго рода [65, 66], методика 
решения которых более разработана.

К рассмотренным выше вопросам примыкают задачи, касающиесятео- 
рии антенн оптического диапазона, которые начали развиваться в связи 
с появлением лазеров. В работе Ю. В. Тыжнова и Г. X. Фридмана [163] 
отражены специфические вопросы разработки антенн оптического диапа
зона.

Настоящий обзор естественно не является исчерпывающим и его мож
но было бы дополнить рядом работ из других разделов теории антенн, кро
ме уже рассмотренных. Не имея возможности увеличивать и так уже 
большой объем статьи, ограничимся упоминанием лишь некоторых из 
них. Так можно указать на работы Г. T. Маркова и его сотрудников 
[164, 165] по возбуждению импедансных полос на полуплоскости и кли
не и О. H. Терешина [166, 167], касающиеся синтеза плоских и рельеф
ных импедансных антенн по заданной структуре поля.

На этом мы закончим обзор работ в области теории антенн.

II. АНТЕННАЯ ТЕХНИКА ЗА 50 ЛЕТ

В этом разделе авторы хотели бы кратко охарактеризовать развитие 
советской антенной техники за истекшие 50 лет. В сжатом очерке невоз
можно подытожить всю большую работу, которая была проведена по ан
тенным системам в различных областях радиотехники, таких, как корот
коволновая или радиорелейная связь, радиолокация, радионавигация,ра- 
диооборудование самолетов, ракет, искусственных спутников Земли икос-

5*

463



1932 Л. Д. Бахрах, А. А. Пистолъкорс, Я. H. Фельд

мических кораблей. Поэтому мы ограничимся несколько более подробным 
рассмотрением лишь трех областей антенной техники, по нашему мнению 
достаточно ярко характеризующих общий уровень отечественной антен
ной техники и темпы ее развития. Это — антенны радиовещательных 
станций, телевизионные антенны и радиотелескопы.

АНТЕННЫ ТЕЛЕВИЗИОННЫХ СТАНЦИЙ*

К антеннам радиовещательных станций предъявляются следующие 
специфические требования: 1) иметь достаточно высокое сопротивление 
излучения для того, чтобы обеспечить хорошую частотную характеристи
ку станции и избежать перенапряжений на концах проводов антенны, 
2) на средних волнах иметь диаграмму направленности, прижатую кзем-
ле, в целях ослабления фэдинга (замирания), вызываемого волнами,от-
раженными от нижних ионизированных слоев атмосферы, и ненаправлен
ную или слабо направленную диаграмму в горизонтальной плоскости
(если этого требует география обслуживаемой области).

Первая советская радиовещательная станция (мощностью 12 квт), по
строенная по прямому указанию В. И. Ленина, начала работать на волне 
3000 м в 1922 г. Она находилась в Москве, недалеко от Курского вокзала. 
Антенна у нее была Г-образная, подвешенная на двух деревянных мач
тах высотой 150 м. В 1927 г. вошла в строй новая радиовещательная стан
ция («Большой Коминтерн») мощностью 40 квт, установленная вМоскве 
на Шаболовке; ее рабочая волна была 1450 м. Одной опорой Т-образной 
антенны служила башня высотой 150 м, построенная в 1921 г. В. Г. Шу
ховым, второй — деревянная мачта высотой 120 м. Характерным для ан
тенны являлся подвешенный на уровне двух этажей развитой противо
вес, имевший целью защитить от токов высокой частоты расположенные 
иод ним пути сообщения и здания.

Обе эти радиостанции были созданы Нижегородской радиолаборато
рией под руководством M. А. Бонч-Бруевича при непосредственном уча
стии П. А. Острякова и A. M. Кугушева.

Дальнейшим шагом на пути создания мощных радиовещательных 
передатчиков явилась вступившая в эксплуатацию в 1929 г. под Москвой 
100 кв радиовещательная станция им. ВЦСПС, построенная под руко
водством А. Л. Минца. 7-образная антенна этой станции была подвешена 
на двух деревянных мачтах высотой 150 м. При длине волны порядка 
1500 м такая антенна обладала достаточно большим сопротивлением излу
чения для того, чтобы избежать перенапряжений на концах проводов 
и обеспечить станции хорошую частотную характеристику.

Такая же антенна была принята для серии 100 киловаттных радио
станций, построенных затем в различных городах Советского Союза.

В 1931—1933 г.г. под руководством А. Л. Минца была создана500«вт 
радиовещательная станция им. Коминтерна. Большая мощность пере
датчика потребовала специальных мер для увеличения сопротивленияиз- 
лучения антенны. Решение было найдено в виде подвешенной начетырех 
двухсотметровых мачтах антенны с большой горизонтальной частью и 
тремя одинаково настраиваемыми снижениями (рис. 6). Три сниженияза 
счет наводимых друг на друга электродвижущих сил позволили поднять 
сопротивление излучения антенны до 80 ом. Правда, одновременно они 
придали излучению антенны слегка направленный характер, который при
шлось учесть при расположении антенны на местности.

В 1942—1943 г.г. в тяжелых условиях военного времени под руковод
ством А. Л. Минца была построена 1200 квт радиовещательная станция,
являющаяся до сих пор самой мощной в мире. Ее антенна, разработан-
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пая M. С. Нейманом и Б. В. Брауде, представляет собой две системы, ка
ждая из четырех изолированных от земли стальных башен высотой200ж 
в системе для более длинных и 150 м для более коротких волн (рис. 7). 
Когда все башни питаются синфазно, антенна работает как ненаправлен
ная. Для направленного излучения питание подают на две башни, адру-

Рис. 6. Антенна 500 квт радиовещательной станции

гие две выполняют роль пассивного рефлектора. Как активные, так и 
пассивные башни имеют каждая свои элементы настройки, рассчитанные 
на диапазон волн 750—1500 м и управляемые дистанционно.

Рис. 7. Антенна 1200 квт радиовещательной станции

Параллельно с созданием уникальных антенн для сверхмощных ра
диовещательных станций совершенствовались и антенны для радиовеща
тельных передатчиков средней мощности, работающих на среднихидлин- 
ных волнах. Для борьбы с ближним фэдингом надо было решить задачу 
регулирования распределения тока в антенне, обеспечивающего преиму
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щественное излучение вдоль земли. Эту задачу решает разработанная 
в 50-х годах под руководством Г. 3. Айзенберга антенна [168], схема 
которой показана на рис. 8. Регулирование распределения тока производит
ся в ней путем перемещения короткозамыкателя К, соединяющеговнеш- 
ний экран питающего коаксиального кабеля с землей. При изолирован
ных от земли мачтах высотой 250—300 м можно соответствующим выбо-

Рис. 8. Радиовещательная антенна с регулируемым распределением тока

ром места установки короткозамыкателя практически перекрыть весь 
вещательный диапазон 200—550 и 750—2000 м, обеспечив для средних 
волн подавление излучения под углами выше 45—55°.

Параллельно с радиовещанием на длинных и средних волнах разви
валось и радиовещание на коротких волнах. Первой мощной станцией это
го рода была радиостанция РВ-96 мощностью в 120 квт, построенная в 
1936—1938 г.г. под руководством А. Л. Минца. Перед проектировщиками 
антенн для нее была поставлена задача обеспечить возможность переме
щения по азимуту диаграммы направленности, обслуживающей сравни
тельно широкий сектор. Такой сектор потребовал применения относитель
но небольшого числа полуволновых вибраторов, которые во избежание 
перенапряжений было предложено выполнить в виде алюминиевых ци
линдров диаметром в 1 м с закругленным концом (рис. 9). Поворот диаг
раммы достигался сложением с соответствующим сдвигом фаз излучения 
от систем излучателей, укрепленных на двух отдельно стоящих опорах.

В течение послевоенных лет техника коротковолновых радиовещатель
ных антенн получила у нас дальнейшее развитие.

В последние годы для вещания на коротких волнах широкое распро
странение получили диапазонные многоэтажные синфазные горизонталь
ные антенны с апериодическим рефлектором [169]. Такой рефлектор до
пускает подвеску двух антенных полотен по обеим сторонам от него. 
Антенны с апериодическим рефлектором могут эффективно использовать
ся в двукратном диапазоне волн.
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Рис. 9. Антенны 120 квт коротковолновой радиовещательной станции

АНТЕННЫ ТЕЛЕВИЗИОННЫХ СТАНЦИЙ *

Хотя первые телевизионные станции начали работать в Советском 
Союзе в 1938 г. (сперва в Ленинграде и затем в Москве), однако прак
тически разработка техники антенн для этих станций началась только 
после Великой Отечественной войны.

В начале 1946 г. Б. В. Брауде был предложен плоскостной вибратор 
для телевизионных антенн, обеспечивающий высокое согласование с фи
дером в широкой полосе частот [171]. В 1948 г. вибраторы этого типа 
были использованы в трехэтажной антенне Московского телевизионного 
центра [170] (рис. 10), обслуживавшей при помощи разделительных 
фильтров одновременно телевизионный и звуковой передатчики.

Для ненаправленного излучения в горизонтальной плоскости была 
применена, как обычно, турникетная схема (со сдвигом фаз между пле
чами в 90°), еще в 1929 г. предложенная советскими авторами [172].

К началу 50-х годов в СССР были введены в эксплуатацию еще два 
телевизионных центра: в Киеве и Ленинграде, оборудованные такими же 
антеннами; их коэффициент направленности был порядка трех. По своим 
широкополосным свойствам и вмещаемой мощности эти антенны опере
жали зарубежную технику.

В дальнейшем, по мере развития многопрограммного вещания и уве
личения высоты опор, на которых ставились телевизионные антенны, при
ходилось решать две основные задачи: устранять фидерное эхо и обеспе
чивать хорошую диаграмму направленности при большом сечении теле
визионных башен.

♦ При составлении этого раздела авторами в значительной степени была исполь- 
зовапа работа Д. M. Трусканова [170].
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При плохом согласовании антенны с фидером излучается только часть 
подводимой к антенне энергии, а другая часть отражается. Отраженная 
энергия идет обратно к передатчику и возвращается к антенне через не
который промежуток времени после отражения от передатчика. В рѳзуль-

Рис. 10 Рис. 11
Рис. 10. Трѳхэтажная антенна Московского телевизионного центра с ши

рокополосными вибраторами Б. В. Брауде
Рис. 11. Антенна Ленинградского телецентра

тате этого явления, еще в 1939 г. предсказанного M. С. Нейманом [173] 
п называемого «фидерным эхо», на приеме получается двухконтурноѳ 
изображение. В настоящее время устранение фидерного эхо достигается 
применением спепиальной схемы питания вибраторов, обеспечивающей 
такое соединение излучателей различных этажей, при котором достигает
ся многократная компенсация отражений подводимой энергии [170]. Та
кой способ позволяет получать кбв, равный 0,9 в тридцатипроцентной 
полосе частот.

Что касается диаграммы направленности, то ее форма в горизонталь
ной плоскости зависит от разноса излучателей, а разнос этот растет вместе
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c увеличением сечения опоры, несущей вибраторы, выбираемого из со
ображений механической прочности. При многопрограммном телевиде
нии, когда ряд антенн располагается на общей опоре одна над другой, от
падает возможность применения одних только турникетных антенн ипри- 
ходится иметь дело подчас 
с очень большими сечени
ями несущих конструк
ций, определяющих раз
нос вибраторов. Различ
ные типы антенн, разра
ботанные для таких слу
чаев, должны учитывать 
также необходимость со
здания прижатой к земле 
и лишенной побочных ле
пестков диаграммы на
правленности коюѳканюно- 
го типа в вертикальной 
плоскости.

Примерами антенн, от
ражающих современный 
уровень развития отечест
венной телевизионной тех
ники, являются введен
ный в действие в 1962 г. 
комплекс антенн Ленин
градского телецентра и 
комплекс антенн только 
что введенной в эксплуа
тацию уникальной Остан
кинской телевизионной 
станции в Москве.

В Ленинграде общая 
высота башни с антенна
ми (рис. 11) составляет 
316 ле, из которых 116 м 
заняты антеннами, распо
ложенными снизу вверх в 
следующем порядке. На 
призме сечением 6 X 6 м2 
(что соответствует l,4A, X 
X l,4X) смонтирована ан
тенна для УКВ ЧМ вещания, далее на призмах сечением 3,5 X 3,5 л«2 и 
2,3 X 2,3 л<2 установлены антенны 1-го и 3-го каналов телевидения, ра
ботающие в диапазонах 48,5—56,5 и 76—84 Мгц. На самом верху башни 
на трубчатом основании диаметром 245 мм смонтирована турникетная ан
тенна 8-го канала (190—198 Мгц). Все антенны имеют по 8 этажей, раз
несенные на 0,75 %. В антенне ЧМ вещания применены волновые вибрато
ры, питаемые синфазно; в антеннах 1-го и З^го диапазонов—полуволно
вые вибраторы при квадратурном питании по схеме с многократной 
компенсацией отражений. Кбв для всех антенн порядка 0,92—0,94, нерав
номерность горизонтальной диаграммы направленности ± 2 дб.

Комплекс аятенн станции телевидения в Останкине установлен насво-
бодностоящей железобетонной башне общей высотой 525 м (вместе сан-
теннами). Антенны укреплены на цилиндрическом основании высотой

04OOO
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140 м, состоящемиз ряда ступеней диаметрами 4,0; 3,0; 2,6; 1,725 иО,72л« 
(рис. 12). Антенны Останкинской башни обслуживают 1-й, 3-й, 8-й,11-й 
(214—222 Мгц) и 33-й (566—574 Мгц) каналы телевидения и шесть про
грамм ЧМ вещания (в диапазоне 67—73 Мгц). Первые три ступени не
сущего цилиндра заняты антеннами УКВ вещания, 1-го и 3-го каналов. 
Ввиду большого диаметра ступеней здесь применены новые антенны — из 
радиальных вибраторов — по 8 вибраторов в этаже. Число этажей в ан
теннах указано на рисунке. Антенны 8-го и 11-го каналов смонтированы 
на четвертой ступени цилиндра. Они составлены из четырех полуволно
вых вовобратороів с настроенным рефлектором, расположенных вокруг опо
ры с тангенциальным едвигом. Антенна 33-го канала содержит 50 эта
жей по четыре волновых вибратора в каждом. Все ее вибраторы заключе
ны в 28 іпанелей, покрытых кожухами из стеклопластика для защиты от 
атмосферных осадков и гололеда.

Схемы питания всех антенн обеспечивают многократную компенса
цию отражений, необходимый наклон максимума излучения и устранение 
нулей в вертикальной диаграмме направленности.

Главные фидеры, длиной 450—500 м, соединяющие антенны с пере
датчиками, выполнены герметизированными с подкачкой сухого очищен
ного воздуха. Внутри свободностоящей башни имеется лифт, доходящий 
до отметки 500 м (до антенны 33-го канала).

Высота свободностоящей опоры, протяженность антенн и их коэффи
циент усиления делают антенный комплекс телевизионной станции в Ос
танкино уникальньгм сооружением. Достаточно сказать, что общая высо
та телевизионной башни телецентра в Монреале, построенного в 1967 г. 
к открытию Всемирной выставки и рассчитанного, как и Московский те
лецентр, на 5 телевизионных и 6 УКВ вещательных программ, составляет 
всего 110 м.

РАДИОТЕЛЕСКОПЫ

Перед антеннами для радиоастрономии ставится задача получения 
большой эффективной площади, острой направленности и низкой шумовой 
температуры. Эффективная площадь зависит не только от размеров ан
тенны, но и от тщательности выполнения ее зеркальной поверхности; от-

Рис. 13. Большой Пулковский радиотелескоп

клонения этой поверхности от расчетной на величину, превышающую 
0,1 длины принимаемой волны, уже сильно снижают эффективную пло
щадь. Недостаточно тщательное изготовление зеркала повышает также 
шумовую температуру антенны вследствие возрастания уровня побочных 
лепестков.

Одним из путей повышения точности воспроизведения заданной по
верхности зеркала является конструктивная привязка антенны к земле.
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На этом принципе основан Большой Пулковский радиотелескоп (БПР) 
Главной астрономической обсерватории, построенный в 1955 г. по проек
ту С. Э. Хайкина и H. Л. Кайдановского [174]. Он представляет собой 
систему из 90 установленных на бетонном фундаменте плоских отражаю
щих щитов (высотой 3 и шириной 1,5 ле), образующую узкую ленту, вы
резанную из поверхности параболоида вращения (рис. 13). Форма этой 
ленты меняется в зависимости от угла над горизонтом, который образует 
наблюдаемый источник, прохода через 
меридиан. При установке радиотелеско
па на определенный угол места прихо
дится перемещать щиты в радиальном 
направлении и менять их угол наклона, 
а также перемещать облучатель, уста
навливая его в фокусе соответствую
щего параболоида.

На этом радиотелескопе, дающем 
на сантиметровых волнах ножевидную 
диаграмму, шириной в 1—2 мин по 
азимуту при эффективной площади 
60—100 л*2, был получен ряд замеча
тельных результатов, касающихся стро
ения Галактики. В настоящее время, 
после замены плоских щитов цилиндри
ческими, БПР приспособлен для прие
ма миллиметровых волн.

В 1958 г. был івведен в действие 
полноповоротный зеркальный радиоте
лескоп РТ-22 Физического института 
им. П. H. Лебедева АН GGGP (рис. 14), 
сооруженный по проекту П. Д. Калаче
ва. Как известно, минимальная рабо
чая волна подобных радиотелескопов 
определяется точностью воспроизведе
ния поверхности зеркала и жесткостью 
конструкции. РТ-22 является одним из 
наиболее точных радиотелескопов в мире. Он представляет собой 22^мет- 
ровый параболоид с угломестно-азимутальной подвеской, работающий в 
диапазоне сантиметровых и коротких дециметровых волн. Точность изго
товления зеркала обеспечивает эффективную площадь антенн на волне 
3 см 170 м2 и позволяет работать даже на волне 8 мм с уникальной для 
этой волны эффективной площадью порядка 100 м2.

Второй радиотелескоп типа РТ-22 введен в эксплуатацию в 1966 г. в 
Крымской астрофизической обсерватории.

Появление у нас искусственных спутников Земли и быстрый прогресс 
техники дистанционно-управляемых космических кораблей поставилина 
очередь срочное создание антенн с большой эффективной площадью для 
приема сигналов телеметрии и другой информации, передаваемых с этих 
кораблей.

В 1960 г. для этой цели была построена специальная приемная антен
на. Для ускорения ее сооружения быти использованы разработанные ранее 
антенны с параболическим зеркалом диаметром 16 м и фокусным расстоя
нием 7,17 м. 8 таких антенн, вращающихся по углу места, расположены 
в 2 этажа на опоре, позволяющей поворачивать антенну по азимуту. Пара
болические антенны соединены синфазно; такая схема соединения позво
ляет обслуживать лишь сравнительно узкий диапазон в районе фиксиро
ванной волны, в качестве каковой была взята волна 32 см. В дальнейшем 
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были построены еще одна такая же приемная антенна, образующая с пер
вой интерферометр с базой 471 м, и одна передающая того же типа.

Указанные антенны успешно использовались не только для космиче
ских линий связи, но и для радиолокации планет.

Радиоастрономические наблюдения в диапазоне метровых волн про
водятся у нас на крестообразном интерферометре Физического инститѵта 
им. П. H. Лебедева близ Серпухова. Линия восток — запад этого интерфе-

Рис. 15. Линия восток — запад крестообразного интерферометра Физического 
института

Рис. 16. Северное плечо декаметрового радиотелескопа УТР-1 

рометра (рис. 15) была введена в строй в 1965 г. Она представляет собой 
систему из 288 синфазных вибраторов, расположенных совместно с контр
рефлектором вдоль фокальной линии цилиндрического параболического 
зеркала с раскрывом в 40 м. Это зеркало — длиной в 1008 м — может вра
щаться вокруг горизонтальной оси.

Линия север — юг — длиной 1000 м — состоит из 626 вибраторов. 
Перемещение в вертикальной плоскости луча, создаваемого этой линией, 
осуществляется методами частотного сканирования совместно с системой 
фазовращателей. Интерферометр рассчитан на работу в диапазоне 2,5— 
10 м и по сравнению с другими аналогичными антеннами является уни
кальным как по своей диапазонности, так и по эфффективной площади 
(порядка нескольких тысяч квадратных метров). На волне 3 м сечение
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главного луча по половинной мощности определяется телесным углом 
10' X 10'.

Декаметровые радиотелескопы, работающие в диапазоне 10—40 Мгц, 
созданы Институтом радиофизики и электроники Украинской академии 
наук. Первый такой радиотелескоп-интерферометр площадью в 8000 лс2, 
построенный вблизи Харькова, начал работать в 1961 г. в диапазоне 20— 
40 Мгц. С 1965 г. в эксплуатации находится радиотелескоп УТР-1 диапа-

Рис. 17. Южное плѳчо декамѳтрового радиотелескопа УТР-2

зона 10—25 Мгц. Он состоит из двух антенн общей площадью 15 000 л<2, 
образующих букву T: антенны С — Ю (однорядной) длиной 600 м из 
80 широкополосных излучателей (рис. 16) и антенны В — 3 (двурядной) 
длиной также 600 м из 128 излучателей. Перемещение главного луча 
производится дистанционно в течение долей секунды. Для обеспечения 
широкополосности применяется временная система фазирования с дис
кретными двоичными фазовращателями. Луч перемещается скачкообраз
но, занимая одно из положений, предусмотренных программой. Радио
телескоп УТР-1 имеет 512 положений луча по склонению в секторе ±90° 
и 7 положений по прямому восхождению в секторе ± 20°.

В настоящее время находится в процессе наладки грандиозный радио
телескоп УТР-2 площадью 150000 ле2, работающий в том же диапазоне 
10—25 Мгц. Он также состоит из двух антенн размерами 54 X 1800 м2 
(С — Ю) и 45 X 900 м2 (В — 3) c общим числом 2040 излучателей (рис. 
17). Число фиксированных положений луча составляет 2048 по склоне
нию (в секторе ±90°) и 1024 по прямому восхождению (в секторе ±56°). 
Антенна может управляться вручную или от специализированной элект
ронно-вычислительной машины, обеспечивая слежение за любым косми
ческим источником радиоизлучения в течение нескольких часов.
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УДК 538.5G6

ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ ЗАДАЧ ДИФРАКЦИИ 
НА НЕЗАМКНУТЫХ ЭКРАНАХ

Я. H. Фелъд, И. В. Сухагревский

Показано, в каких классах функций следует искать решение интег
ральных уравнений второго рода, к которым могут быть сведены [1] за
дачи дифракции волн на незамкнутых экранах с граничными условиями 
типа Дирихле и Неймана.

Проведена частичная регуляризация этих уравнений, позволившая 
получить новые уравнения, отличающиеся от исходных тем, что их сво
бодные члены принадлежат к указанному классу функций, а интеграль
ные операторы преобразуют этот класс функций в себя. На примере дву
мерных задач исследованы ядра новых уравнений и их особенности. 
Приведены соображения о методах эффективного решения указанных 
уравнений.

ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] задача дифракции волн на незамкнутом экране была 
сведена к различным типам интегральных уравнений второго рода.

Ядра и свободные члены этих уравнений имеют в ряде случаев суще
ственные особенности на крае экрана.

Выяснение характера этих особенностей, приведение уравнений к воз
можно более «регулярной» форме и установление класса функций, в кото
ром следует отыскивать решение,— все это играет важную роль для эф
фективного решения рассматриваемых дифракционных задач при помощи 
уравнений работы [1].

Изучению перечисленных вопросов и посвящена настоящая статья, 
которую можно рассматривать как продолжение работы [1]. Ниже исполь
зуются обозначения и некоторые формулы последней; при ссылках на эти 
формулы перед их номерами ставится цифра 1.

1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ИСХОДНЦХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим прежде всего уравнение (1.8) с ядром и свободным членом 
(1.9) (задача Дирихле), содержащими существенные особенности.

Выведем сначала одно вспомогательное соотношение. Изучим интеграл 

L

1 p-iklp-ql

(1)

где, как и в [1]

а функция U(p) определена во всем пространстве и удовлетворяет всем 
условиям, которые необходимы для дальнейших преобразований. Введем 
произвольную поверхность S, опирающуюся на контур L. Тогда при

2 Радиотехника и электроника, № 10
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q G 2 4- L
I = J [nV (Z7/)] dp = 5 [n {/V U + C7V/}] dp*,

* Здесь и в дальнейшем мы условимся не ставить индексов у операторов диф
ференцирования по координатам точки интегрирования, а также нѳ указывать аргу
мента у функций, зависящих только от точки интегрирования; у функции / мы не 
указываем аргументы там, где это нѳ может вызвать недоразумений.

І S
причем орт нормали n образует с направлением обхода контура L правый 
винт.

Пусть ng — какой-либо единичный вектор, определенный в точке q 
и переходящий в орт нормали к S при стремлении q к точке этой поверх
ности. Тогда при gs2 + L

ng rot, I = 5 Пд rotg {[nV U] /} dp + ^ С/Пд rotg [nV f\ dp. 

S X
(2)

Очевидно,
Пд rotg(fnV^ /} = Пд [V g/ [пѴ ЭД = (n, [пѴЭД V/; 

Пд rotg [nVf] = Пд {п diVg V/ — (nVg) V/} = 
d2f= Пд {k2nf - (nV) V g/) = k2fnnq - ^-,

uYb uJZq

так как

Поэтому (2)
divg V/ = —Vg2/ = k2f (q #= p).

можно записать в виде
Пд rotg I = j[Пд [nV Z7]J V/ dp + k2 j Ufnnq dp — J U ^^— dp.

* OTb OYln2 2 2 4

Разрешая это равенство относительно последнего интеграла, одновре
менно подстаівляя вместо I выражение (1), найдем интересуюшее нас 
соотношение:

\ C7^-dp = J(ngtnVqiV/dp + ^J C7/nngdp-

•' дп drin J J2 1 2

— Пд rotg ^ UfdLp

L

2

(^6 2+L). (3)

При q стремящемся к S , будем иметь в пределе

U/tg 2 иГС

dp ) = ( ^ [Пд [пѴ ЭД V/ dp^ + k2 ^ ЭДпПд dp —

4 2 2

-ngT0tgft7/dLp (gGS). (4)

Преобразуем теперь уравнение (1.8) так, чтобы сократились суще
ственно сингулярные части, содержащиеся в ядре и свободном члене. Для 
этого прежде всего перепишем выражение (1.9) для ядра T(q,g), заменив 
в нем первый член по формуле (3), причем в последней следует положить 
U(p) = f(p,g), рассматривая g как некоторый фиксированный параметр 
(g G S + L). Тогда получим

T(q,g)- ^(5,^) + ngT0tgf f(p,g)f(q,p)dLp, (5)

L
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где
T(q,g)= — J(nJnV/(p,g)flV/(^p)dp-

z

— &2p(p,g)/(g,p)nn9dp + J _dJli,pld^p,g)_dp. (6)
z s+z q

Преобразуем теперь свободный член Ф(^) [см. (1.9)]. Для этого запи
шем его в виде

™--£№УМ^- s ^- <’> 

q s z q s+z q
Справедливость последнего равенства устанавливается так:

1) сначала доказывается, что правая часть его не зависит от выбора
поверхности 2, опирающейся на L; делается это методом, тождественным 
изложенному в [1] для ядра T(q,g) в форме (1.9), с учетом уравнения 
(Ѵ2 + *2)Я)0 = 0;

2) затем непрерывным деформированием приближаем S к S и убеж
даемся, что правая часть (7) переходит в левую. Заменяя теперь пред
последний интеграл в (7) по формуле (3), где следует при этом положить 
f/(p) = гро(р),найдем

(D(2)=0(g)-nqrotgfwdLp- (8)

L
Здесь

<b(9)=^[MnV4'O]]V/dpH^2^o/nnQdp— ^ ^L^dp. (9) 

i 2 2;s^dn
Подставляя теперь в уравнение (1.8) вместо ядра T(q,g) выражение (5), 
а вместо Ф(^) его значение (8), получим

A^(g) = j'w(g)f(g,g)dg + 6(g)-ngrotg^ ^o/dLp +

S L

+ n,rotg Jw(g) § /(p,g)/(g,p)dLpdg.

6’ L

Меняя в последнем члене порядок интегрирования и учитывая формулу 
(1.5a), а также условие *ф = —фо на Z, убеждаемся, что последние два 
члена сокращаются, и мы приходим к интегральному уравнению

Z^(g)- fyv(g)T(q,g)dg + &(q) (q&S). (10)

S

Поскольку T(q,g) и Ф(^) не зависят от выбора вспомогательной по
верхности S (см. (1.10) и (1.9)), то на основании соотношений (5) и (8) 
T(q,g) и Ф(#) также не зависят от выбора 2. Поэтому можно, прибли
жая S к 5, получить вместо (6) и (9) следующие выражения:

T(q,g)=&^nngf(q,p)f(g,p)dp + ( $[ng[nV/(g,p)]]V/(g,p)dp) , 

s 4 s
(11) 

Ф(5)= — £2УппдФоМр — ($[Пд[пѴ^оВѴуйр) . (12)

s ' s

2»
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Этот результат можно было бы получить сразу, применив формулу (4) 
для преобразования T и Ф, записанных в форме (1.10) и (1.9).

Очевидно, решения всех рассматриваемых здесь интегральных урав
нений следует отыскивать среди функций, удовлетворяющих условиям 
Майкснера на L. Однако, как оказывается, интегральный оператор с ядром 
T (g, g) (в уравнении (1.8)) не преобразует, вообщеговоря, такиефункции 
в функции того же класса. В преобразованном же уравнении (10) оператор 
с новым ядром T(q,g) отображает указанный класс функций в себя (это 
будет показано на примере двумерной задачи ниже).

Кроме того, и ядро Z(g,g), и свободный член Ф(д) получены из 
T(q,g) и Ф(д) исключением главных сингулярных членов и, следователь
но, имеют менее существенные разрывы на Z, чем T (q, g) и Ф (q).

Что касается интегрального уравнения (1.11), соответствующего задаче 
Неймана, то его преобразование к нужной нам форме осуществляется впол
не элементарно и будет проведено ниже (в § 3) на примере двумер
ной задачи. Аналогичным образом могут быть преобразованы (регуля- 
ризированы) и все остальные интегральные уравнения, полученные
в[1].

2. ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ.
ИССЛЕДОВАНИЕ ЯДЕР И РЕШЕНИЙ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В двумерных дифракционных задачах интегральное уравнение (10) 
имеет ядро T(q, g) и свободный член Ф(д), выражаемые прежнимифор- 
мулами (11), (12), в которых под f(p,q) следует понимать поле нитевид
ного источника:

f(p,q)=(i/^i)H^(k\p-q\)t

а под S и S — сечения рассматриваемых цилиндрических поверхностей 
плоскостью, перпендикулярной к их образующим.

Пусть на линии S дуговая координата l изменяется от —1 (на одном 
конце) до +1 (на другом конце дуги). Тогда, введя обозначения

(13)

имеем при p и q па 5

f(P, Q) = —(1/2л) ln|^ — Z| + /o(^,Z), (14)

где /о (x, l) — непрерывно-дифференцируемая функция.
Воспользовавшись формулой (6) и приняв во внимание, что

[п9Ѵ/(5,р)]=-[пдтд]^^

[ПдТд] = [ПТ],

где т — орт касательной к линии 5, получаем
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Здесь многоточием заменены непрерывные члены. В силу (14)

f^=-^^T^d‘+f^^

= ^7^-4^1H + ^'^ <15>4л2(я—£) Ll-rrl + gJ

где Тв — непрерывное ядро.
Аналогично, из (9) следует

- 1 , 1 + x
Ф(д)=—гро(^)1п-----------КФо(я) J5a)

2л 1 — x

(Фо — непрерывная функция). Таким образом, формулами (15), (15a) за
вершено выделение особых членов из T (q, g) и Ф (q).

Перейдем теперь к изучению того, как воздействует оператор T (ин
тегральный оператор с ядром T(q, g)) на функции, удовлетворяющие 
условиям Майкснера.

Так как этими условиями функции w(q) = w(x) разрешено иметь 
лишь интегрируемые особенности на краях, то естественно рассматривать 
классыТИа [ — 1, 1] функций гг(^), представимых в виде

ІР(гг) = G)(^) / (l-^2)a (16)

где а < 1, a w(^) — функция. непрерывная при —1 ^ x ^ 1 
(o(x)ec(-i,ij).

Покажем, что если w(x) € Л/«[—1,1], то и
7'«;6Л/а[-1,1]

при том же значении а.
Вследствие (15) достаточно рассмотреть лишь оператор 1\ с ядром

Ti(x, £) = In
14-хІ-Г

. 1 — X 1+ g.
(17)

При помощи замены переменных
(1 + x) / (1 — x) — у, (1 + g) / (1 — g) -- Z/T]

можно получить

)*p (18)уц — 1 

yy\ + 1

Так как | о | ^C C, то, как нетрудно показать, модуль подынтегральной 
функции мажорируется функцией

СІпц/ (ц — 1)цР,

где P = а при ц ^ 1 и 0 = 1 — а при ц > 1. Таким образом, интеграл 
в (18) сходится равномерно при у ^ 0 (что соответствует x 6 [—1, 1]) и, 
следовательно, представляет собой функцию, непрерывную по x на 
[ — 1,1]. Этим доказано, что

fipG^a[-l,l].

Нетрудно показать, что уравнение (10) может иметь решение лишь 
при a = V2. Допустив, что существует решение w(x) в классе Ма при 
некотором a и представив w(x) по формуле (16), домножим обе части (10) 
на (1 — x2)0, и устремим x к 1 либо —1. После соответствующих выкладок 
получим

<о(±1) [1 —p(a)] = 0, (19)
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где

Функция p(a), как легко установить, принимает значение 1 лишь при 
a = V2, и поэтому, если со(±1) #= 0, лишь при a = V2 имеет место ра
венство (19),вытекающееиз (10).

Заметим теперь, что равенство (5) в двумерном случае имеет вид

Отсюда и из (15) следует

T(q, g) = ti (x, В) + T2 (x, £) + То(х, |), (20)

где7’о(я,£) —непрерывное ядро, ti(x,%) определяется выражением (17),a

^'"'^=i^'"**+5'-^'1-^-

* Норма функцип w(x) 6ЛГа[—1,1] определяется по формуле

II w|| = макс I (1 — я2)аш(x) I.
1*1^1

** Замечание, сделанное в конце статьи [1] о том, что оператор T вполне непре
рывен, является неверным.

(20a)

Вполне очевидно, что интегральный оператор с ядром T2(x,Q переводит 
функции класса Ма в функции с разрывами неинтегрируемого порядка 
1 / (1 ^x). Отсюда вытекает, что, в отличие от 7, оператор T переводит 
функции из Ма в функции с более сильными особенностями на краях.

Перейдем к обсуждению возможных подходов к эффективному нахож
дению решений уравнения (10).

Прежде всего заметим, что оператор Ti ограничен (его норма в метрике 
пространства Л/а, как можно показать, равна !А) * **.

Однако, как оказывается, вполне непрерывным этот оператор не яв- 
ляѳтся**, и, следовательно (см. (15), (17)), ядро T(q,g) уравнения (10) 
не может быть аппроксимировано с любой точностью вырожденным. Таким 
образом, пужно искать иные приемы решения этого уравнения.

Легко видеть, что интегральный оператор (V4)# — 7"i (E — единичный 
оператор) имеет обратный ((*/i)E  — 7i)-1, который можно записать в яв
ном виде (при помощи решения электростатической задачи для ленты). 
Это позволяет сделать в уравнении (10) частичное обращение интеграль
ного оператора, что приводит уже к уравнению второго рода с вполне 
непрерывным оператором.

Другой метод, применимый непосредственно к уравнению (10), состоит 
в следующем. Искомое решение w(x) приближенно представляется линей
ной комбинацией конечного числа функций из системы функций, полной в 
Му2[—1,1], а коэффициенты этой комбинации определяются из соответ
ствующей системы линейных алгебраических уравнений. Коэффициенты 
последней системы представляют собой некоторые несобственные интегра-

484



Об интегральных уравнениях задач дифракции 1719

лы вида

S T(g,g)y^^F(g)dg, (21)

-1 £

где F(%) —непрерывная функция. В связи с вычислением этих интегра
лов заметим, что, как это видно из (15), (17), подынтегральная функция 
в (21) имеет в основном квадрате (—1 ^ x, g ^ 1) разрывы лишь на ли
ниях % = ±1; эти разрывы при x ^= ±1 имеют интегрируемый порядок 

ln(lig) /уГ±Ѵ (22)

Это обстоятельство делает целесообразным применение весовых квадра
турных формул с весами типа (22).

3. ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА НЕЙМАНА

Так как ядро T(g,q) = T(%,x) интегрального уравнения (1.11) отли
чается от ядра уравнения (1.10) лишь порядком аргументов, то сингуляр
ную часть этого ядра можно получить из (20) перестановкой § и x. Таким 
путем, учитывая (17) и (20a), находим

T^x)+Tz&x) =
1 1 (l-x)ln(l-a:)-(l-&)ln(l-g)

4^'l-g l-x ^+

lt 1 (l + E)ln(l + E)-(l + *)ln(l + *) 
+ 4лМ + £ l_x (23)

Свободный же член T(^) = T*(rr) уравнения (1.11) представим в виде

44z)=-^j!nlx-gl^^dg + 44*), (24)

где То(я) — непрерывная на [—1,1] функция.
Из (23) видно, что величины Z(g, ±1) имеют при |£|< 1 конечные 

значения. Точно так же T (x) конечна при x = ±1.
Положив в уравнении (1.11) сначала x = 1, а затем x = —1, домно

жив первое из полученных равенств на (1 + x) / 2, а второе на (1 — x) / 2, 
сложим почленно результаты и вычтем полученное равенство почленно из 
исходного уравнения (1.11). При этом примем во внимание, что на осно
вании условий Майкснера v — 0 на концах дуги S.

В итоге получаем уравнение

1 С
YyW= 3 ^H(g,z)^ + YGr), -1<ГГ<1, (25)

-1
где

v Г 1 Ч~ x 1 x П
Т&х)= Т(^)-[Т(£, 1) -_ + T(k-l) —-J ;

V(x) = Т(я)-[чЧ1) Ц^ + T(- 1) -^

Оператор T с ядром T(£, я), так же, как и T, отображает класс Ма [—1,1]
в себя (при фиксированном а). Уравнение же (25) может иметь решение
лишь при a = —V2 *.

* Доказательства аналогичны проведенным в § 2.
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Таким образом, ______
у(я) = ^1 — j^y(a:),

где
у(х)6С[-1,1].

Заметим, наконец, что ядро ______________ ____
m z)V(i-^2) / (i-x2)

интегрального уравнения относительно у (x)

1 ; ѵ _ /1 - s2 Ф(х)
тѵ«М/(МУ r^v(M+^

ири x вблизи 1 и x вблизи —1 имеет главные сингулярные члены, в точ
ности совпадающие с главными членами ядра

T(x, l)V(l-x2) / (l-g2),

входящего в уравнение для функции о (x).
Отсюда следует, что все соображения об эффективном решении рас

сматриваемых интегральных уравнений, приведенные в § 2 применительно 
к задаче Дирихле, справедливы и в отношении уравнения (25).
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СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ 
И ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ АНТЕНН

Я- H. ФЕЛЬД, Л. С, БЕНЕНСОН

1. Введение

Обширный круг задач, решаемых современной радиотехникой,
приводит к необходимости разработки антенн различного назна
чения. Одна из областей применения современных антенн — радио
астрономия, где требуются приемные антенны с предельно высокой 
разрешающей способностью, обеспечивающие возможность про
сматривать узким лучом широкий телесный сектор (вплоть до полу
сферы). Для этих антенн-радиотелескопов первостепенной явля
ется задача повышения отношения сигнал/шумнаих выходе, т. e. мак
симальное снижение уровня шума и увеличение коэффициента уси
ления. Это требует снижения уровня боковых лепестков и потерь. 
В радиоастрономии применяются также методы повышения разре
шающей способности антенн за счет специальной обработки сигнала, 
при этом коэффициент усиления или не меняется, или же несколько 
падает.
^ Требование просмотра широкого пространственного сектора при- 
К)дит к необходимости разработки антенн с управляемым лучом. 
Благодаря отсутствию жестких временных ограничений в радио
астрономии здесь возможно применение механических методов 
управления; однако в столь больших и громоздких системах, 
какими являются радиотелескопы, эти методы не всегда примени
мы. Поэтому разрабатываются и внедряются методы электромеха
нического и электрического управления (первые — преимущест
венно в зеркальных антеннах, вторые — в решетках).

Другой важной областью современной радиотехники является 
разработка систем сверхдальней (космической) связи. Здесь, как 
правило, необходимы антенны с предельно высоким коэффициен
том усиления (КУ). Поскольку и в отношении остальных парамет
ров требования к этим антеннам и радиотелескопам близки, то за
частую большие антенны строятся для решения обеих задач.

5

в кн. Современные проблемы антенно-волноводной техники, М. Наука, 
1967, стр.5-21. 
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Ряд проблем возникает при разработке антенн для радиолока
ционных систем (РЛС). Эти антенны, прежде всего, должны иметь 
высокий коэффициент усиления, низкий уровень боковых лепест
ков (ввиду необходимости повышения помехозащищенности) и, в 
отличие от антенн для целей радиоастрономии и космической свя
зи, высокую скорость сканирования (качания луча).

Механическое управление положением луча в современных РЛС, 
как правило, неприемлемо; необходимо применять чисто электри
ческое управление при сохранении высоких требований к парамет
рам антенн.

Разрабатываются также методы управления при помощи cai^u 
настройки и временной модуляции распределения токавантені^Р 
последний метод позволяет улучшить отдельные характеристики 
антенн и совместить несколько функций в одной системе.

Большинство перечисленных вопросов относится к наземным 
антеннам. Однако имеется ряд важных задач,касающихсябортовых 
антенн. Некоторые из них конструктивно-технологического харак- 
тера,другие — принципиальные, как, например, разработка антенн 
с синтезированным раскрывом, получающимся при последователь
ном перемещении малой антенны за счет когерентной обработки 
принимаемого ею сигнала. Точно так же важны задачи разработ
ки антенн с диаграммами, максимально приближающимися к не
направленным, и маловыступающих бортовых антенн.

Теория антенн до последнего времени основывается на использо
вании метода Гюйгенса — Кирхгофа в совокупности с методами 
геометрической оптики. Однако эти методы дают удовлетворитель
ную картину поля только в пределах главного лепестка и ближай
ших к нему боковых лепестков диаграммы направленности.

Для исследования тонкой структуры дальних боковых лепест
ков, а следовательно, и определения зависящих от них КУ и шу
мовой температуры антенны эти методы явно недостаточны. Между 
тем теория дифракции в настоящее время пополнилась большим ко
личеством эффективных методов, таких как, например, методы кр^Ь 
евых волн, параболического уравнения (метод поперечной дифф^^ 
зии), дифракционных лучей и ряд других асимптотических мето
дов. Использование этих методов в теории антенн в настоящее вре
мя является актуальной задачей.

2. Основные типы
современных остролаправленных антенн
Большинство современных остронаправленных антенн может

быть отнесено к одной из двух основных групп — антеннам опти
ческого типа и антенным решеткам.

Антенны оптического типа (преимущественно зеркальные) полу
чили широкое распространение благодаря простоте конструкции 
и несложности настройки. В настоящее время применяется много 

6
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различных модификации этих антенн, например двух- и трехзер
кальные, позволяющие улучшить коэффициент использования по
верхности зеркала, уменьшить габариты и облегчить реализа
цию электромеханического качания луча. В последнее время раз
работаны также большие зеркальные антенны переменного про
филя, выполняемые в виде набора плоских элементов, положением 
которых можно управлять. Эти антенны позволяют производить 
качание луча в широком секторе в обеих плоскостях. Благодаря 
тому, что они состоят из отдельных элементов, которые могут выс
тавляться геодезическими способами, точность выдерживания необ- 
^димой поверхности у них на один —два порядка выше, чем у обыч- 
р>іх сплошных антенн; это позволяет резко увеличить оптимальные 
размеры антенны в одной плоскости.

Антенные решетки—давно известный тип аніенны. Однако до 
последнего времени они использовались главным образом как ан
тенны без качания луча и, вследствие сложности системы питания и 
трудностей при настройке, не могли конкурировать, например, с 
зеркальными антеннами.

В настоящее время фазированные решетки начинают широко при
меняться благодаря тому, что посредством их легко осуществлять 
быстрое (электрическое) качание луча, создавать оптимальные диаг
раммы направленности, применять различные способы обработки 
сигнала, самонастройку (самонаведение) и направленное переизлу- 
чение сигнала, а также повышать излучаемую мощность путем ус
тановки в каналах отдельных излучателей относительно маломощ
ных СВЧ усилителей.

3. Проблемы, связанные с разработкой
методов синтеза
Основная задача построения антенны, это — по сутидела — за-

ача синтеза, так как на практике по заданным выходным парамет
рам необходимо сначала синтезировать, а затем реализовать рас

пределение источников. Однако полностью эта задача, как правило; 
не решается, и обычно ограничиваются лишь первой ее частью, т. e. 
получением требуемого распределения источников. Реализация 
этого распределения представляет собой задачу синтеза схемы ан
тенны и включаетв себя как выбор конструкции антенны, такирас- 
чет параметров ее элементов по заданным токам. Например, в слу
чае антенных решеток последний сводится главным образом к рас
чету сопротивления излучателей. Однако ценность такого,весьма 
трудоемкого расчета невелика из-за малой точности расчетареак- 
тивных компонент сопротивлений. Поэтому эта, вторая часть зада
чи построения антенны обычно решается при помощи различных 
инженерных приемов и методов, зачастую полуэмпирических.

Следует отметить, что в случае рассеивающих антенн оптиче
ского типа можно, применяя методы геометрической оптики, рас

- 7
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считать не только распределение по раскрыву, но и конфигурацию* 
самой антенны, т. e. решить задачу синтеза антенны практически 
до конца.

В задачу синтеза входит прежде всего определение классов ре
ализуемых диаграмм направленности для антенн различных кон
фигураций.

Поскольку диаграммы направленности, задаваемые на практи
ке, зачастую не являются точно реализуемыми, возникает задача 
получения распределения источников, диаграмма которых в том 
или ином смыслеблизкакзаданной. Этоможет бытьсделано, напри
мер, при помощи некоторой аппроксимации заданнойреализуемой 
диаграммы, после чего распределение можно найти, в случае лн 
нейных и плоских раскрывов, простым преобразованием Фурьег 
В ряде случаев можно сразу получить распределение источников, 
реализующих диаграмму, близкую к заданной. Так, продолжая 
диаграмму нулем в областьмнимых углов и преобразуя ее по Фурье, 
получим распределение источников, обеспечивающее наилучшее 
приближение к заданной диаграмме в смысле среднеквадратичного.

Диаграмма, принадлежащая к классу реализуемых, определя
ет не только распределение источников, но также форму и размер 
излучающего раскрыва. Однако приближенно можно реализовать 
любую непрерывную диаграмму при помощи раскрыва произволь
ной величины. При решении задачи синтеза диаграмма может ока
заться весьма критичной по отношению к распределению источников. 
Такая, сверхнаправленная, антенна оказывается чрезмерно узкопо
лосной и обладает большими потерями. В случае реализуемых диа
грамм это имеет место, когда нормированная диаграмма принимает 
большие значения вне интервала вещественных углов. Аналогич
ный эффект возникает и в ряде других случаев, в частности, при по
пытках сузить главный лепесток при заданных размерах раскры
ва и уровне боковых лепестков; снизить уровень боковых лепест
ков в антеннепри заданных раскрыве и ширине диаграммы; создать 
диаграмму, приближающуюся к всенаправленной в антенне зада^ 
ных размеров и фиксированной поляризации; улучшить аппрокси^ 
мапию нереализуемой диаграммы реализуемой и т. п.

При синтезировании антенн по заданной, обычно нереализуе
мой диаграмме, предварительно определяют размер антенны (на
пример, по известным дифракционным формулам, учитывая форму 
заданной диаграммы — ширину главного лепестка, крутизну ска
тов и т. n.), а затем решают задачу синтеза, т. e. находят распреде
ление источников на выбранном раскрыве, аппроксимирующее за
данную диаграмму. Для того чтобы при этом, увеличивая точность 
аппроксимации, не прийти к сверхнаправленности, необходимо с 
самого начала ввести определенные ограничения, задаваясь допус
тимыми потерями диапазонностью антенны и т. п.

Однако методы оптимального приближения к заданным диаграм
мам еще не разработаны в должной мере.
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Большинство работ по синтезу относится к антеннам с линейны
ми и плоскими раскрывами. В настоящее время актуально решение 
задач синтеза для антенн с раскрывом произвольной формы, по
скольку последняя представляет собой дополнительную степень 
«свободы», которую можно использовать для придания антенне 
каких-либо новых свойств. В частности, очевидно, что для антенн 
с качанием луча в широком секторе, в том числе на 360°, наиболее 
подходящими являются антенны с раскрывом в виде поверхности 
вращения.

Представляют практический интерес и более частные задачи, 
jcaK, например, получение амплитудных и фазовых диаграмм раз
личной специальной формы.

Для антенных решеток задача синтеза имеет свою специфику 
в связи с тем, что помимо распределения токов, необходимо, в об
щем случае, синтезировать и расположение источников. В настоя
щее время опубликовано большое число работ, посвященных ме
тодам построения таких, неэквидистантных решеток. Однако в этих 
работах рассматриваются лишь отдельные математические приемы; 
в результате распределение источников получается не оптималь
ное, а навязанное используемым методом. Поэтому общая задача оп
тимального синтеза неэквидистантных решеток еще ждет своего ре
шения.

4. Задачи теории антенных решеток
До последнего времени на практике применялись лишь эквидис

тантные антенные решетки (линейные, плоские и кольцевые) с раз
личными распределениями тока, в том числе оптимальными или ква
зиоптимальными (обеспечивающими минимальный уровень боко
вых лепестков при заданной ширине главного лепестка).

Были изучены также различные методы управления лучом, в 
том числе за счет изменения частоты (антенны с частотным кача- 
інием луча) и при помощи управления фазой токов в излучателях 
решетки (фазированные решетки). В последнем случае требования 
к фазовращателям существенно упрощаются при переходе к дис
кретно-коммутационному способу фазирования.

Охарактеризуем основные направления, по которым в настоящее 
время развивается теория антенных решеток.

а) Исследование новых конфигураций решеток как с целью ре
ализации новых качеств (например, качание луча в широком сек
торе и т. n.), так и в связи с необходимостью размещения антенн на 
криволинейных поверхностях летающих объектов. Расположение 
излучателя на криволинейной поверхности специального профиля 
может быть использовано также для упрощения амплитудно-фа
зового распределения при создании диаграмм сложной формы.

б) Исследование характеристик неэквидистантных решеток и 
разработка методов их расчета. Актуальность этой задачи связана 
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с тем, что современные остронаправленные решетки суправляемым 
лучом должны состоять, при обычном эквидистантном расположе
нии, из весьма большого числа излучателей и управляющих уст
ройств. Применение неэквидистантного размещения излучателей 
позволяет резко сократить их число при сохранении почти неизмен
ным главного лепестка (естественно, что при этом возрастает общий 
фон боковых лепестков). Отметим, что неэквидистантное размещение 
излучателей целесообразно применять главным образом в приемных 
антеннах, когда боковые лепестки не должны превосходить опреде
ленного уровня, а главный лепесток желательно сузить (не увели
чивая число излучателей) для повышения разрешающей способности 
системы. Посколькудля передающих антенннаиболееважнымпарг| 
метром является коэффициент усиления (а он пропорционален чис
лу излучателей), применение неэквидистантного размещения из
лучателей не дает в этом случае существенного эффекта.

Большинство известных методов расчета неэквидистантных ре
шеток являются численными и требуют применения машинной вы
числительной техники. В связи с этим заслуживает внимания 
более простой, статистический метод, когда решетка рассматривает
ся как эквидистантная, часть элементов которой изъята по случай
ному закону. Поскольку получаемые при этом характеристики 
являются ожидаемыми с определенной вероятностью, такой метод 
дает практически полезный результат, если вероятность достаточно 
велика.

Отметим, что в случае широкополосных сигналов оказывается 
возможным более разреженное (по сравнению с обычным) размеще
ние излучателей (вследствие возрастания эффективного раскрыва 
отдельных излучателей решетки).

Практически важны также работы по изысканию простых и лег
ко реализуемых распределений, хорошо аппроксимирующих различ
ные оптимальные диаграммы. Так, например, диаграмма, соответ
ствующая чебышевскому распределению в линейной решетке, может, 
быть приближенно получена путем изменения амплитуд токов щ 
одной — двух крайних парах излучателей.

в) Оптимальные методы управления диаграммами направлен
ности решеток. Наиболее простым методом является частотное ка
чание луча, т. e. качание луча за счет изменения частоты в антен
нах, выполняемых на базе частотно-чувствительных элементов. 
Теоретически показана возможность осуществления одномерного 
качания в широком секторе углов, а также двумерного строчного об
зора полусферы. Однако системы такого типа, особенно для двумер
ного качания,оказываются громоздкими’иимеютдовольновысокие 
потери (в этих системах должны применяться замедляющие струк
туры резонансного типа с высокой дисперсией или структуры с вы
соким эквивалентным коэффициентом замедления, обусловленным 
большой длиной фидера между излучателями). Кроме того, часто
тная чувствительность диаграмм направленности и прием с каждого 
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направления сигналов лишь определенной частоты не всегда прием
лемы, так как резко снижают помехозащищенность станции.

За последние годы предложены схемы построения приемных ан
тенн с частотным качанием луча, в которых в результате примене
ния преобразования частоты удается существенно снизить потери, 
поскольку частотно-чувствительные элементы выполняются на про
межуточной частоте (в некоторых схемах — на частоте местного 
гетеродина); при двукратном преобразовании частоты удается уст
ранить также частотную чувствительность диаграммы направлен
ности.

Практическое применение этих схем построения антенн требует 
достаточной идентичности и стабильности фаз во всех элементах 
схемы. Поэтому исследование высокочастотных частотно-чуѢстви- 
тельных элементов остается актуальной задачей. Необходимо тео
ретически исследовать связь между замедлением, дисперсией и по
терями, установить предельные соотношения между этими пара
метрами, изыскать методы снижения потерь.

Управление решеткой методом фазирования излучателей требу
ет разработки фазовращателей, достаточно быстродействующих, с 
малыми потерями, стабильными характеристиками, необходимой 
пропускаемой мощностью и т. п. Кроме того, при быстром пере
бросе луча в произвольное направление осложняется управление 
фазовращателями. В настоящее время вопрос создания элементов 
управления, полностью отвечающих всем перечисленным выше тре
бованиям, еще далек от окончательного решения.

Наиболее простой способ фазирования — так называемый дис
кретно-коммутационный способ, суть которого заключается, с од
ной стороны, в дискретности установки фазыпри минимальномчис- 
ле градаций (например, 0, л/2,л,Зл/2), а сдругойстороны, в при
менении таких конструкцийфазовращателей, в которых фаза может 
принимать только необходимые дискретные значения, а переход от 
одного значения к другому происходит путем коммутации.

Особенно перспективен и прост этот способ в случае осесиммет
ричных антенн, когда неизменное распределение фаз должно просто 
переноситься вдоль (кольцевого) раскрыва. Этот метод еще недо
статочно разработан и должен совершенствоваться (в сочетании с 
поисками оптимальных распределений).

Необходимо найти оптимальные приближения к заданным диа
граммам при различных величинах дискретов на основании кри
териев, соответствующих каким-либо выходным характеристикам 
антенны. Эти критерии, в частности, должны учитывать возраста
ние уровня боковых лепестков, имеющее место при ступенчатом рас
пределении фазы.

Необходимо создать высокочастотные фазовращатели комму
тационного типа. Следует отметить, что хотя принципиально фаза в 
таких фазовращателях должна устанавливаться в соответствии с 
выбранным дискретом, при недостаточной развязке между каналами 

11

493



коммутатора фазовращателя, соответствующими разным дискретным 
значениям фазы, будут иметь место заметные отклонения от номи
налов.

Существенные трудности при разработке фазированных решеток 
вызывает отличие фаз, реально устанавливающихся в излучателях, 
от значений, указанных на фазовращателях. Действительно, фазо
вращатели определяют лишь фазы падающих волн в фидерах, 
тогда как фазы излучающих токов или полей, вследствие взаимной 
связи между излучателями, будут иными. Лишь для кольцевых ре
шеток, возбуждаемых на своих нормальных модах, т. e. со сдвигом 
фаз 2nnjN (N — число излучателей, n — номер моды), отличие фаз 
между соседними излучателями будет одинаковым для всех изл^Ь 
чателей и, таким образом, окажется несущественным. Во всех oc^^ 
тальных случаях взаимное влияние излучателей приводит к откло
нению закона распределения фаз в излучателях от требуемого, т. e. 
к фазовым ошибкам, а стало быть, к искажениям диаграммы направ
ленности.

В случае фазированных решеток с управляемым лучом положе
ние усугубляется тем, что фазовые ошибки будут изменяться при 
качании луча. Введение корректировки фазы представляет труд
ную задачу уже хотя бы потому, что весьма нелегко произвести 
расчет взаимодействий при сколько-нибудь существенном числе 
излучателей. Кроме того, подобная коррекция, видимо, должна быть 
индивидуальной для антенны каждого типа.

В больших решетках можно оценить взаимное влияние при ка
чании луча, принимая число излучателей бесконечным.

Учет краевых эффектов (связанных с конечным числом излу
чателей) остается наиболее трудным и нерешенным до сих пор во
просом. Мыслимы два пути преодоления трудностей, вызываемых 
взаимным влиянием излучателей: 1) увеличение развязки между из
лучателями; 2) решение задачи нахождения фаз падающих волн, 
обеспечивающих требуемое распределение фаз вдоль решетки. По
следнее позволило бы, при наличии соответствующих программ yn-4fe 
равления фазовращателями, осуществить неискаженное качание^^ 
луча.

Большой интерес представляют также схемы построения фазо
вых решеток, позволяющие осуществить направленную ретрансля
цию и самонастройку.

Направленный ретранслятор представляет собой приемно-пере
дающую решетку, переизлучающую приходящий сигнал в обратном 
направлении, причем необходимая для этого фазировка излучате
лей осуществляется автоматически. При этом обеспечивается мгно- 
венность ответа.

Если при падении сигнала на решетку в ее излучателях устанав
ливается фазовое распределение, описываемое функцией exp (mq)) 
(n — номер излучателя), то для переизлучения сигнала в том же 
направлении необходимосопряженноераспределение exp (—mq)).
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Очевидно, требуемый закон будет устанавливаться автоматиче
ски самим высокочастотным сигналом, если, в случае линейных ре
шеток, соединить между собой излучатели, расположенные симмет
рично относительно центра решетки, трактами равной длины (ана
логичные переотражатели можно выполнить также на базе плос
ких, двумерных кольцевых и сферических решеток). Схема такого 
ретранслятора, весьма простая принципиально, требует для своей 
реализации идентичности трактов отдельных каналов (по фазовым 
характеристикам) и уменьшения взаимодействия излучателей, при
водящего к искажению фазового распределения, самовозбуждению 

ш т. п.
P Известны также схемы, не требующие соединения излучателей; 
в пих изменение распределения фазы на сопряженное осуществля
ется при помощи гетеродинирования сигналов в тракте каждого 
излучателя (например, при смешивании приходящего сигнала ча
стоты ш0 с сигналом местного гетеродина частоты 2о)о сигнал первой 
разностной гармоники будет иметь требуемые частоту и фазу). Од
нако высокие требования к идентичности электрических длин от
дельных трактов при этом по-прежнему сохраняются.

Теория подобных ретрансляторов разработана недостаточно. 
В частности, необходимо установить требования к идентичности 
элементов ретранслятора (расчет допусков и ошибок). Весьма ак
туально также проведение расчетов взаимного влияния излучате
лей и вызываемых им искажений.

Самонастраивающиеся системы представляют собой приемные 
фазируемые решетки, в которых установка фазовращателей проис
ходит автоматически при помощи элементов обратной связи так, 
чтобы сигнал на выходе антенны был максимален: это соответству
ет, очевидно, ориентации главного максимума диаграммы в направ
лении на источник излучения. Конечно, при этом не фиксируют
ся соответствующие угловые координаты цели,да и время, затра- 

Ічиваемое на самонастройку, должно быть довольно значитель
ным.

Вопросы практической реализации самонастройки в решетках 
нуждаются в дальнейшей детальной проработке.

5. Динамические антенны

Поскольку в антеннах с управлением лучом происходит изме
нение управляющего параметра (частоты, фазы и т. п.) во времени, 
то излучаемый антенной сигнал уже не является строго монохро
матическим.

Однако если эти изменения достаточно медленны, то спектр из
лучаемого сигнала будет весьма узким, и в каждый момент времени 
антенна имеет такие же характеристики, как если бы она работала 
в чисто монохроматическом режиме. При этом все характеристики 
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антенны могут рассчитываться, как при постоянной частоте, а 
временная зависимость может вводиться в окончательные формулы.

При быстром управлениитакой упрощенный подход неправилен; 
в этом случае необходимо разложить в интеграл или ряд Фурье (по 
времени) заданное распределение возбуждающих источников (на
пример, модулированные по амплитуде, фазе или частоте токи в из
лучателях, напряжение на клеммах антенны и т. n.), затем для 
каждой гармонической составляющей найти обычным образом все 
интересующие нас характеристики (например, поле в дальней зоне) 
и просуммировать их по частоте. При этом, очевидно, вместо обыч
ных «статических» необходимо вводить динамические характери^^ 
стики — мгновенную диаграмму направленности (мгновенну^Р 
картину распределения поля излучения антенны по углам) и дина
мическую диаграмму направленности (изменение во времени сигна
ла, излучаемого антенной в фиксированном направлении). Графики 
обеих диаграмм, построенные как функции своих аргументов — 
угла и времени, совпадаютлишь в том случае, если мгновенная диа
грамма при качании луча не изменяет своей формы.

Возрастание скорости перемещения луча при сканировании ог
раничивается, в обычных антеннах,происходящим расширениемспек- 
тра излучаемых частот и связанным с ним искажением диаграммы 
направленности. Эти искажения становятся заметными, когда пери
од изменения управляющего параметра становится соизмеримым 
со временем распространения сигнала вдоль антенны. Мгновенная 
диаграмма направленности, как отмечено выше, может быть пред
ставлена в виде суперпозиции «парциальных» диаграмм, соответ
ствующих различным гармоникам излучаемого спектра. При мед
ленном изменении параметров эти парциальные диаграммы 
направленности практически сливаются в один качающийся ле
песток. При большой скорости изменения они расходятся так, что 
мгновенная диаграмма направленности рассыпается и представляет 
собой систему лепестков, заполняющих весь сектор обзора (напо-^^
добие веера). ^P

Так, например, если на вход линейной решетки, состоящей 
из Af ненаправленных излучателей с расстоянием между ними по 
воздуху, равным d, и по линии передачи — Z, подаются частотно- 
модулированные колебания вида

exp (foV + Ф sin Qo0,

то парциальные диаграммы, соответствующие частотам G)n= соо + 
+ nQ0, n = 0,+ l, + 2,..., будут иметь вид

. ЛІ'Фп 
sm ---- —

f (Ѳ, = Jn(₽)------^ exp i ^f^%-, ^n= knd( sin Ѳ — ^ ,

siH^L_
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аналогичный диаграмме обычной решетки с направлениями глав
ных максимумов

(5ІпѲгл)„р=^ + 1, p = 0,-l,-2,... (*„=^).

Если Q0 достаточно велико, то главные лепестки парциальных 
диаграмм, очевидно, не перекрываются, и мгновенная диаграмма 
решетки рассыпается.

Однако может быть решена задача синтезирования распределе
ния источников в раскрыве антенны, обеспечивающего заданное 

оль угодно быстрое неискаженное качание луча. При этом воз- 
кают вопросы, подобные рассматриваемым при синтезе обычных 

антенн.
Расширение спектра излучаемого сигнала в динамических ан

теннах дает возможность использовать различные спектральные 
составляющие для улучшения информативных способностей антенн. 
Можно выполнить антенну таким образом, чтобы ее парциальные 
диаграммы на различных частотах отличались формой, ориентаци
ей и т. п.

Если выделять гармоники спектра сигнала при помощи частот
ных фильтров, то можно получить такой же эффект, как при нали
чии соответствующего числа отдельных антенн. Например, мно
голепестковая диаграмма, получающаяся при сверхбыстром кача
нии, может быть использована для мгновенной пеленгации и т. п. 
При помощи временных изменений параметров антенны можно так
же улучшить диаграмму направленности на несущей частоте. Так, 
при периодическом изменении эффективной длины антенны (напри
мер, за счет включения и выключения излучателей) по закону

f 1, 0</<Т/2,Z = /oU+P/(01,/(0 = l_j, 77$<z<r

^^иаграмма направленности на несущей частоте

/АЧ sin(Z?Zosin6) ,<< □ . АЧ 
g<Ѳ) = sin'0 cos (fe/° PsinѲ)

соответствует антенне, элементы которой обладают направленно
стью, соответствующей множителю cos (£/o₽sin0). Это приводит к 
уменьшению уровня боковых лепестков.

С целью практического внедрения этих методов необходимо про
вести более глубокий анализ подобных аніенн, изучить различные 
варианты их построения, обращая особое внимание на энергетику 
и учет шумов.
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6. Антенны с обработкой сигнала;
логический синтез диаграмм направленности; 
синтезированные антенны

При приеме используется обычно далеко не вся информация,
содержащаяся в падающей на антенну волне, поскольку сигналы, 
поступающие в отдельные элементы антенны (излучатели решетки 
или участки раскрыва антенныоптического или акустическоготипа), 
в дальнейшем просто складываются в одном общем канале. Это мо
жет оказаться достаточным для измерения лишь отдельных парамет
ров приходящей волны. ^

В антенных решетках, вообще говоря, принципиально возмо^ 
на раздельная обработка сигналов, поступающих от отдельных 
вибраторов, представляющих собой N (по числу вибраторов) выбо
рок из пространственного распределения приходящей волны. Наи- 
болееполную информацию можно получить, обрабатываяэти вы
борки.

В ряде случаев в зависимости от назначения антенны, т. e. от 
того, какие параметры приходящей волны необходимо измерять, 
применяются различные методы обработки сигналов, поступающих 
в антенну.

Рассмотрим сначала методы линейной обработки.
С целью использования информации, содержащейся в сигналах, 

приходящих к антенне с различных направлений, применяются мно
гоканальные (многолучевые) антенные решетки. В этих антеннах 
возбуждение излучателей осуществляется при помощи так называ
емой «диаграммообразующей» схемы, которая представляет собой 
многополюсник с M входами и N выходами (в общем случае M =f= N, 
N — число излучателей). При возбуждении антенны с отдельных 
входов в излучателях решетки реализуются различные распреде
ления амплитуд и фаз, соответствующие определенным парциаль
ным диаграммам, которые могут отличаться между собой формой, 
положением в пространстве, фазовой диаграммой или поляризацм 
ей. Существенным при этом является возможность формировани$г 
независимых диаграмм, обладающих КУ, соответствующим всему 
раскрыву антенны. Максимальное число таких независимых пар
циальных диаграмм, реализуемых в решетке, равно N — числу 
излучателей. В настоящее время известен ряд практических схем 
линейных многолучевых решеток и предложены критерии для оцен
ки их характеристик.

Актуальными являются задачи построения общей теории много
лучевых антенн, изыскание путей улучшения их параметров (бо
лее высокие уровни пересечения соседних лучей при сохранении их 
независимости), исследование антенн с криволинейным раскрывом, 
а также учет взаимодействия излучателей при построении диаграм
мообразующих схем. Для использования информации, содержащей
ся в различных частотных составляющих спектра приходящих сиг-
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налов, можно применять схемы построения решеток, аналогичные 
многолучевым. Для этого выходы отдельных излучателей должны 
разбиваться на ряд каналов, в которые вводятся частотно-избира
тельные фильтры.

В части общей теории подобных антенн должна быть поставлена 
задача построения оптимальных диаграммообразующих схем и оп
тимальной фильтрации (обработки) с учетом шумов применительно 
к измерениям отдельных параметров падающих на антенну волн.

Кроме антенн с линейной обработкой сигнала, применяют так
же (приемные) антенны с корреляционной обработкой, в которых 
сигналы, поступающие с отдельных излучателей, обрабатываются 

^линейно. Один из применяемых способов нелинейной обработки— 
теремножение сигналов двух излучателей с последующим усред
нением, т. e. нахождение корреляционной функции сигналов. Это 
дает возможность сузить диаграмму направленности (т. e. повысить 
разрешающую способность). В многоэлементных решетках такой 
способ позволяет заменить операцию сложения многократным по
парным умножением с соответствующим усреднением. При этом 
возможны различные схемы построения таких систем в зависимо
сти от способа комбинирования излучателей, сигналы которых по
парно перемножаются.

Если расстояния между излучателями значительны, то в подоб
ных системах возникают большие боковые лепестки, которые мож
но устранить методами логического синтеза (см. ниже).

На практике применяются и более сложные способы обработки, 
в частности, сочетание перемножения с обычным сложением (если 
в качестве излучателей, сигналы которых перемножаются, исполь
зуются решетки, построенные обычным образом). Все эти способы 
дают возможность значительно уменьшить число элементов, тре
буемых для получения заданной диаграммы. Например, известный 
крест Миллса, образованный двумя взаимно перпендикулярными 
линейными решетками по N элементов в каждой, имеет в главных 
кюскостях такие же диаграммы направленности, как и квадрат- 
тая решетка из N2 элементов. Далее, двухэлементная «корреляци
онная антенна», образованная обычной решеткой и двухэлемент
ным интерферометром той же длины, будет иметь такую же диаграм
му направленности, как и равномерная решетка учетверенной дли
ны. При этом многочисленные лепестки интерферометра при пере
множении уничтожаются диаграммой линейной решетки.

2 Заказ № 1461

В настоящее время разрабатываются методы формирования диа
грамм направленности при помощи операций вычитания, сравне
ния, выбора и т. n., которые могут быть сопоставлены с простыми 
логическими действиями «да — нет», «или», «и», «больше — меньше». 
Применение этих операций (называемых «логическим синтезом») по
зволяет срезать боковые лепестки и дифракционные максимумы выс
ших порядков, а также создавать диаграммы специальной формы и 
т. п. Для этой цели применяется вспомогательная переключающая
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илиуправляющая антенна, сигнал на выходе которой сравнивает
ся с сигналом, принятым основной антенной. Срезание боковых ле
пестков, например, осуществляется запиранием основного прием
ного канала для всех сигналов ниже установленного (при помощи 
вспомогательной антенны) уровня; диаграмма специальной формы 
может быть образована из частей диаграмм различных антенн при 
помощи операции выбора, осуществляемой переключающей антен
ной.

Следует иметь в виду, что при нелинейных способах обработки 
не достигается выигрыша в коэффициенте усиления, несмотря на 
сужение диаграммы; больше того, он будет снижаться из-за no^ 
терь при различных операциях обработки. В силу этого такие cn^ 
собы лучше всего пригодны в радиоастрономии, где, к тому же, мож
но применять усреднение и накопление сигналов, поскольку излу
чаемые в радиоастрономии цели перемещаются весьма медленно и 
излучают непрерывно.

Недостатками нелинейных методов обработки являются: а) по
давление слабых сигналов сильными; б) появление ложных целей, 
если число реальных целей превышает единицу.

Анализ антенн с обработкой сигнала должен проводиться с уче
том шумов как внутренних, т. e. присущих антенне и фидерному 
тракту, так и внешних. Учет внутренних шумов дает возможность 
оценить чувствительность системы и выбрать оптимальную схему 
ее построения (в том числе места включения усилителей сигнала). 
При учете внешних шумов источники шума и полезного сигнала в 
общем случае следует считать протяженными, причем как шумы, так 
и сигналы, приходящие с различных направлений, могут быть в раз
личной степени коррелированными между собой.

Расчеты дают возможность по заданным характеристикам сиг
нала и шума (угловое распределение, частотный спектр, угловые 
корреляционные функции) найти оптимальные амплитудно-фазовые 
характеристики приемных каналов. Так, в простейшем случае рав
номерно распределенных по углам некогерентных шумов оптималм 
ной будет обычная равномерная решетка с максимумом в направле
нии сигнала.

Представляют большой интерес дальнейшие исследования в этой 
области, которые позволили бы найти оптимальные методы обработ
ки сигналов, поступающих от отдельных излучателей, для различ
ных пространственно-временных распределений шумов и сигналов.

Для целей радиолокации и радионавигации перспективны ан
тенны с так называемым «синтезированным» раскрывом, представ
ляющие собой один из вариантов антенны с обработкой сигнала. 
Используя сравнительно небольшую антенну, размещенную по бор
ту прямолинейно летящего самолета, и обрабатывая сигналы на ее 
выходе во время полета методом когерентного накопления, можно 
получить эффект, соответствующий раскрыву длиной порядка со
тен и более метров. Эту антенну можно рассматривать как антенну
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с последовательным съемом информации с раскрыва, в отличие от 
обычных антенн, где применяется метод одновременного съема. 
Однако если при этом ограничиться только запоминанием после
довательно снимаемых сигналов с последующим сложением, то зна
чительное увеличение эффективного раскрыва будет нецелесообраз
но, поскольку обычные антенны (т. e. фокусирующие на бесконеч
ность) разрешают цели разнесенные не меньше, чем на размер 
антенны. Это ограничение становится существенным при расположе
нии целей в промежуточной и ближней зонах, т. e. прибольших раз
мерах эффективного раскрыва. Повысить линейную разрешающую 
способность антенны можно путем введения, при запоминании си- 

^^алов, дополнительного фазового сдвига, обусловленного конеч- 
^Кстью расстояния до цели и обеспечивающего фокусирование в 
точку, находящуюся в районе расположения цели (т. e. в зоне 
Френеля по отношению] к эффективному раскрыву). При этом ли
нейное разрешение может быть сделано равным диаметру фокаль
ного пятна.

С аналогичной задачей фокусировки в точку, расположенную в 
ближней или промежуточной зоне, приходится иметь дело при из
мерениях параметров очень больших антенн, у которых граница 
дальней зоны находится столь далеко, что для измерения диаграм
мы направленности обычным способом приходится использовать 
внеземные источники. Это, безусловно, приводит к усложнению про
цесса измерения и в ряде случаев невозможно из-за больших угловых 
размеров таких источников. Взамен этого можно применить ука
занный выше прием фокусировки антенны в промежуточную зону. 
Распределение поля в окрестности фокального пятна при этом бу
дет описывать диаграмму направленности нормально сфокусирован
ной антенны. Действительно, если декартовы координаты точки в 
линейном раскрыве антенны x' = 0, y', а точки наблюдения x = 
= d, у, то для поля антенны имеем приближенно 

ф E (у) ~ j У (y’) exp [ik Ѵ^+(у — у'У] dy' ~ ~ exp [ik (d +

+ *r)JJ J ^ ex₽ (Z ¥) exP (-14 У') аУ' •

Таким образом, при / (y') — J (y') exp (— i ^—^ зависи

мость поля от аргумента^— -) в плоскости x = d будет такая же, как 

и зависимость диаграмм направленности первоначального тока 
J (y') от угловой координаты cos Ѳ в дальней зоне.

7. Разработка вариационных методов расчета
параметров антенн
Прямые методы вариационного исчисления широко применяются

при решении различных задач математической физики. Заменяя 
дифференциальные или интегральные уравнения эквивалентным 
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вариационным принципом и используя те или иные прямые мето
ды, находят приближенные решения в виде рядов, которые обыч
но сходятся довольно медленно.

Значительно лучшие результаты получаются, если требуется 
определить какой-либо параметр задачи, например собственную 
частоту колебаний резонатора или мембраны. Необходимо только 
сформулировать эквивалентный вариационный принцип так, что
бы стационарное значение функционала, фигурирующего в нем, 
совпадало с искомым параметром. При этом ужев первом прибли
жении может быть полученадостаточная для практики точность. 
В настоящее время разработаны общие приемы построения различ
ных функционалов, позволяющие формулировать вариационн^| 
принципы, эквивалентные заданному линейному операторно^^ 
уравнению. Эти приемы пригодны также и в случае несимметрич
ных (несамосопряженных) операторов. Большинство характери
стических параметров антенно-фидерных устройств обычно явля
ются линейными функционалами от тока или поля в антенне (если 
это параметры антенны) или в волноводе (если это параметры вол
новода). К таким параметрам, вчастности, относятся входные, соб
ственные и наведенные сопротивления излучателей, коэффициенты 
отражения и трансформации волн на препятствии в волноводе, ко
эффициент рассеяния и диаграмма направленности (диаграмма нап
равленности является функционалом от тока; углы, определяющие 
направление на точку наблюдения, следует рассматривать как пара
метры, от которых он зависит).

Подставляя в функционал значение тока или поля, взятое в пер
вом приближении, получаем величину искомого параметра в сле
дующем приближении. Дальнейшее его уточнение можно получить, 
рассматривая выражениедля тока по методу Ритца или Галеркина.

В качестве примера, поясняющего вышесказанное, построим ста
ционарное выражение для диаграммы направленности цилиндри
ческого зеркала, возбуждаемого линейным источником, первичное 
поле которого E0 = H^(kR)ty (ф) поляризовано параллельно о£Ц 
разующим зеркалам. Здесь ф (ф) — диаграмма первичного истоШ 
ника, Яо2) —функция Ханкеля, R, ф — полярные координаты с 
центром на оси источника. Поверхностная плотность тока К, воз
буждаемого на зеркале, удовлетворяет интегральному уравнению

GK = £°, где G = 30nkXdlH^ (kr).

Интегрирование идет по контуру 1 сечения зеркала, r — расстоя
ние между точками интегрирования и наблюдения, лежащими на /.

Диаграмма направленности зеркала определяется известной 
формулой

P (фо) = (1)

20
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здесь п — единичный вектор в направлении ф0. Нетрудно убедить
ся, что величина F (ф0) совпадает со стационарным значением сле
дующего функционала:

r _ (К, exp (ik Rn))(J, Е°) /оч
(GK, J) ’ ^

где J — вспомогательная функция, удовлетворяющая уравнению 
GJ =exp (zfeRn), совпадающая с распределением токов на зеркале, 
возбуждаемых плоской волной exp (ik Rn), и принято обозначение: 

^ (u, v) = ^ (uu) dl.

Функционал L стационарен при К и J, являющихся точными 
решениями соответствующих интегральных уравнений, и, как лег
ко ВИДеТЬ,'прИ ЭТОМ £Стац = F (фо)-

Если величина К точно неизвестна, то расчет диаграммы следу
ет проводить по формуле (2) (а не (1)), подставляя туда, например, 
выражения для К и J в приближении геометрической оптики.

Необходима дальнейшая разработка вариационных методов 
расчета параметров антенн как в направлении решения конкрет
ных задач, так и в направлении развития общейтеории. В частности, 
представляет большой интерес построение двух вещественных функ
ционалов, экстремальные значения которых совпадали бы с иско
мым (вещественным) параметром (или с его вещественной или мни
мой частью, если он — комплексный), но явились бы решением 
задачи на максимум и на минимум соответственно. Это позволило 
бы при приближенном расчете получать значения искомого пара
метра с избытком и недостатком и оценить степень приближения. 
Подобного рода оценки известны в настоящее время лишь для част
ных случаев.

^. Применение статистических методов
в теории антенн
Статистические методы применяются для расчета допусков на 

изготовление антенн и учета влияния случайных ошибок, вызыва
емых неточностью изготовления, установки и настройки, а также 
ветровыми нагрузками на параметры антенн (уровень боковых ле
пестков, КУ, ориентация максимума диаграммы и т. n.). При по
мощи статистических методов удалось оценить также предельно дос
тижимый КУ больших антенн, соответствующий заданной точ
ности изготовления, и определить их оптимальные размеры.

Статистический метод первоначально использовался для оценки 
средних значений интересующих нас величин; в дальнейшем были 
разработаны методы расчета более тонких статистических характе
ристик (например, вероятностей распределения боковых лепестков, 
флюктуаций параметров и т. n.).

2!
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За последнее время статистические методы находят применение 
и для решения другого круга задач. Следует упомянуть статисти
ческий метод расчета неэквидистантных решеток, а также метод рас
чета характеристик линий связи со случайными изменениями пара
метров среды (флюктуация диэлектрической постоянной) при слу
чайной взаимной ориентации корреспондирующих антенн, наличии 
случайных провалов в их диаграммах направленности. На эксплу
атационные параметры больших антенн существенное влияние ока
зывают флуктуации электрических параметров среды, непосред
ственно окружающей антенну. За последнее время был проведен 
ряд исследований, позволивших оценить влияние таких флюктуЛ 
ний на КУ антенн и определитьпредельные размеры антенн, огрЯ 
ниченные этими явлениями.

Статистические методы могут найти широкое применение в зада
чах, в постановке которых остается некоторый произвол. К таким 
задачам, в частности, относятся задачи расчета рассеяния на телах 
со случайной ориентацией, а также вопросы, связанные с частично 
когерентными и частично поляризованными волнами. Этими тер
минами принято характеризовать волны, частота и поляризация 
которых содержит хаотически изменяющуюся компоненту. Появ
ление задач подобного рода в значительной степени связано с разви
тием техники оптическогодиапазонаволн.Представляет практичес
кий интерес рассмотрение задачдифракции рассеяния таких, частично 
поляризованных и частично когерентных волн (в частности, суче- 
том флюктуаций рассеивающего тела).

Развитие антенной техники происходит за последние годы глав
ным образом не за счет создания принципиально иных типов антенн, 
а за счет улучшения и новых методов использования известных си
стем. При этом имеет место объединение «антенных приемов» с чисто 
схемными методами. Непосредственное встраивание усилителей, 
смесителей и различной другой аппаратуры для преобразования 
и управления сигналами привело к качественному скачку в антен< 
ной технике. "

Новые области науки и техники, такие как радиоастрономия, 
космическая связь, необходимость получать почти оптическое изоб
ражение местности и объектов, а также освоение оптического диа
пазона волн, в значительной мере содействуют внедрению схемных 
методов и дальнейшему развитию антенной техники.

В настоящей статье мы не ставили целью полностью обрисовать 
все аспекты современного состояния антенной техники и наметить 
все теоретические проблемы, стоящие перед ней, да это и невозмож
но в рамках одной статьи. Ряд важных направлений, таких как, 
например, антенны для оптического диапазона и т. n., остались 
незатронутыми, другие освещены недостаточно. Эти пробелы вос
полняются в специальных статьях настоящего сборника, посвящен
ных отдельным вопросам современной антенной техники.
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Доклады Академии наук СССР
1969. Том 187, № 4

УДК 534.26 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. H. ФЕЛЬД

О СВЕДЕНИИ ОДНОГО КЛАССА ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ 
ПЕРВОГО РОДА К УРАВНЕНИЯМ ВТОРОГО РОДА

(Представлено академиком В. А. Фоком 31 1 1969)

Рассмотрим следующий класс двумерных уравнений первого рода, 
к которому сводится ряд задач математической физики:

^w(g)/(g,p)dg = ^(p), p^S. (1)

s

Здесь S некоторая незамкнутая поверхность * (Ляпунова) в трехмерном 
пространстве, ограниченная контуром£; w(g)—неизвестная функция; 
гр(р) —заданный свободный член, имеющий правильно**  непрерывные 
первые производные вдоль 5; S = S + Z; dg— элемент площади поверх
ности в точке g; / — ядро вида:

* Она может состоять также из конечного числа отдельных поверхностей.
** Удовлетворяющие условиям Гёльдера.

f(g,p)=Q(g,p)/Rgp(Q(g,p)^Q, g^S), (2)

где Q(g,p) — функция, непрерывная на S по g и имеющая правильно не
прерывные первые производные по координатам p вдоль 5, a Rgp — рас
стояние между точками g и p.

Цель настоящей работы — преобразование (1) к интегральному урав
нению второго рода с ограниченным линейным оператором и ядром, со
держащим произвольную (достаточно гладкую) функцию двух перемен
ных. Для этого введем вспомогательное ядро

f{q,p)=Q{q,p}IR<n> (Q(q,p)=^o, q^s), (3)

где Q(q,p) определена в некотором объеме Vs, содержащем S (q,p^ 
^ Ks), и имеет в нем непрерывные первые смешанные производные по 
координатам обеих переменных, в остальном она произвольна.

Умножим (1) на производную от f по нормали к S в точке p и проин
тегрируем по S

\d'fdnpP" S^/fc’ P^SdP= jjw) Э?У dp, (4)

S s s

при этом предполагается, что q находится вне S (q^S). Так как двой
ной интеграл, стоящий слева, конечен, то (теорема Фубини) в нем можно 
изменить порядок интегрирования, после чего (4) имеет вид

^(g) fy(g,p) dfdnP) dpdg = ^(p) df^n’p)-dp, qf=S. (5) 

S S V s p

Введем обозначение

G (Q, g) = ^/(g, p) df^’pP- dp, gG=S, g<=Vs. (6)
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Поскольку / и 7 определены выражениями (2) и (3), их можно пред
ставить в виде

f(g,p) =Q(g,g)/Rgp + u(g,p), i(q,p) =Q(v,q)IRqp + u(q,p),

(7) 
тде и и и элементарно выражаются через Q и Q.

Подставляя (7) в (6), найдем
Z\

G(q,g) = Q (g, g) Q (q, q) ^д *** (”pRpg) dp + G0 (q, g). (8)
J nsP Rqp

Здесь Go — ограниченная функция.
Так как

cos^RgP

s *
^

(A — постоянная), то

G(q, g) = Bo(q, g) /Rqg + Go(q, g) = %(q, g) /Rqg, (9)

где go и g — ограниченные функции.
При фиксированном g (6) есть выражение типа потенциала двойпого 

слоя и, следовательно, представляет собой непрерывно дифференцируе
мую функцию q вплоть до S, терпит на S (при q #= g) разрыв первого 
рода, а при q^g растет как Rqg_*. Учитывая сказанное, можно заклю
чить (см. (9) ), что g, как функция q, непрерывно дифференцируемавплоть 
до S и терпит разрыв при переходе через S. Предельные значения g при 
стремлении q к S с положительной и отрацительной стороны равны, учи
тывая (8) и (9),

Z^
a(q, g))± = <2 (g, g) <2 (q, q) яад ^-?РУ dp±2я + Дад(б?0(д> §)}±, 

s RgpRgp

Легко также видеть, что при q = g

(g(g,g))± = ±n(g)/2jt; n(q)=^Q(q,q)Q(q,q)- (Ю)
Возвращаясь к равенству (5), продифференцируем его по направле

нию нормали к S, проходящей через q, предварительно подставив в (5) 
вместо внутреннего интеграла выражение (9),

^H>^s = ^*w^^ ^3- (“>
4 s 4* s

Слева здесь стоит нормальная производная выражения типа потен
циала простого слоя, а справа — нормальная производная выражения 
типа потенциала двойного слоя. Поэтому, стремя q к S с разных сторон, 
найдем, учитывая поведение этих потенциалов и разрывность g на S *,

V(g) ^(^r)+^T2w^^^’в))± = ^Д*(р)££й^Г’ q^s- 

s s
(12) 

Сопоставим (6) и (9) и введем обозначения

П й) г± й. Й = £ {^'f = ^ Q/ (S. Й ^rf. (13)

Q
-— (F) * принимается предел 
onq

д
0^ F,Korp& q стремится* Здесь и ниже под
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(14)П (3) Ф± (3) = - ^ ($ Я> (P) ^^-dpf.
s

Используя ихиучитывая (10),придадимравенствам (12) вид

a(q) = ^w(g)T±(q,g)dg + Ct>±(q), q<=S. (15)
S

Таким образом получено два интегральных уравнения второго рода. 
Легко показать, что при w, удовлетворяющем (1), правые части обоих 
уравнений (15) равны, хотя их ядра и свободные члены различны. Когда 

^0(*7,tf)  = O, QE^S, оба уравнения (15) тождественно совпадают.

* Здесь и ниже мы не ставим индексов у операторов дифференцирования по 
координатам точки интегрирования, а также не выписываем аргументов у функций, 
зависящих только от точки интегрирования.

Если уравнение (1) имеет одно решение, то полная эквивалентность 
(1) и (15) следует из единственности решения (15). Последнее можно
доказать приемом, аналогичным данному в (1), если вспомогательная
функция взята, например, в виде Q = const, Q = exp(—ikRqp) и т. п.

Как показано в (2), ядру типа (13) соответствует неограниченный 
оператор. Можно, однако, перейти от уравнений (15) к уравнениям 
с ограниченным оператором, поскольку существенные особенности со
держит как член с ядром, так и свободный член, а они могут быть выде
лены и взаимно сокращены. Для этого следует воспользоваться соот
ношением (4) (2). Из него сразу следует равенство *

^ (Su i^pf=($і"« і“ѵ£/цv ^T - "•rot. $u TtdL’-(16’
ss

Оно, как и (4) (2), справедливо также для многосвязных поверхностей 5, 
если под L понимать суммарную границу. Из этого вытекает, что (16) 
выполняется и для функций C/(p), имеющих изолированные особые точ
ки на 5, если только контурный интеграл (см. (16)), взятый вокруг такой 
точки, стремится к нулю при стягивании к ней. Например, для U(p) = 
= f(g,P)i где S ^^ рассматривается как фиксированный параметр, (16) 
справедливо. Не представляет труда записать при помощи (16) выраже
ния (13) и (14) в виде

*

Здесь
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Подставляя выражение (17) для ядер и свободных членов в уравнения 
(15), найдем

w(q) = ^w(g)T+(q,g)dg + &+(q), q^S. (20)

s

При этом члены с контурными интегралами, фигурирующими в (17)г 
взаимно сократились благодаря тому, что w и ^ связаны соотноше
нием (1). Вспомогательная функция Q(q,p), входящая в ядра и свобод
ные члены уравнений (15) и (20), может быть выбрана довольно произ
вольно. Этим можно воспользоваться для упрощения самих уравнений и 
ускорения сходимости процессов, используемых для их решения. Напри
мер, положив ее равной единице (Q = 1, а значит и = 0), получим вме
сто (18) и (19) следующие упрощенные выражения для ядра и свобод
ного члена *

* Оба ядра и свободных члена теперь совпадают, поэтому мы опускаем индек
сы ± у них.

? ^’ & = 4^7) G [no[nV^ ^, p)J] V i^dpf. (18a)

S
6 ю = - ад ($ l“« [nvw v ^dpf- (19a) 

s

Возможен и другой выбор функции Q.
1 \

При ^ — ^exP(—ikRgV' к уравнению (15), а следовательно и 

(20), сводится задача дифракции скалярной волны на экране 5 при гра
ничных условиях типа Дирихле. Если кроме этого положить Q = Q, то 
уравнение (15) совпадает с уравнением (8) (3), полученным для этой 
задачи другим методом. Однако найденные здесь ядро (18a) и свобод
ный член (19a) уравнения с ограниченным оператором значительно про
ще, чем данные в (2).

Приемом, аналогичным использованному в (2), можно показать, что 
решение уравнений (20) следует искать в классе функций, непрерывных 
на 5 и удовлетворяющих условиям Майкснера (для «тока» в задаче Ди
рихле) на контуре L. Оператор T, соответствующий ядру Z(g,g), пре
образует функции этого класса в себя.

Полученные здесь результаты элементарно распространяются на одно
мерные интегральные уравнения первого рода, в которых интегрирование 
идет по некоторой разомкнутой кривой, а ядро имеет логарифмическую 
особенность.

Поступило 
3111969
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1969 № 8

УДК 538.574.6

ПРИМЕНЕНИЕ НЕРЕЗОНАНСНЫХ ФУНКЦИЙ ГРИНА 
К ПОСТРОЕНИЮ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ЗАДАЧ 

ДИФРАКЦИИ НА НЕЗАМКНУТЫХ ЭКРАНАХ

Я. H. Фельд, И. В. Сухаревский

Построены и исследованы интегральные уравнения второго рода 
для задач дифракции на незамкнутом экране, ядра которых выражены 
через функции Грина вспомогательных краевых задач. Эти краевые за
дачи поставлены так, что ядра оказываются нерезонансными, а соответ
ствующие интегральные операторы — ограниченными в естественном 
классе функций.

ВВЕДЕНИЕ

В работах [1, 2] задачи дифракции на незамкнутых экранах были при
ведены к интегральным уравнениям второго рода различных типов: 
в уравнениях первого типа ядра конструировались при помощи функций 
Грина для свободного пространства; ядра же уравнений второго типа вы
ражены через функции Грина G*, Ge внутренней и внешней областей, воз
никающих при дополнении экрана S до замкнутой поверхности, причем 
на всей замкнутой поверхности ставилось то же краевое условие, что и 
на S.

В данной статье речь идет о построении и исследовании интегральных 
уравнений, родственных упомянутым уравнениям второго типа в том 
смысле, что их ядра также связаны с функциями Грина некоторых вспо
могательных краевых задач. Однако предлагаемые ниже уравнения имеют 
по сравнению с ними ряд важных преимуществ. Прежде всего функции 
Грина G*(p-, q; k) и вместе с ними соответствующие ядра в [1] обладали 
резонансными частотами (дискретный спектр), которым соответствуют по
люсы функций G{ в й-плоскости. В настоящей же статье ядра сконструи
рованы при помощи функций Грина, удовлетворяющих на дополнитель
ных поверхностях импедансным условиям диссипативного типа, и, вслед
ствие этого, в полуплоскости Im k2 ^ 0 не существует особых точек у рас
сматриваемых ядер. Это обстоятельство имеет особенно важное значение 
для изучения дифракционных задач в коротковолновой области — при 
больших ka (а — характерный размер) полюсы функций Грина G1 работы 
[1] расположены на вещественной оси через весьма малые интервалы.

Упомянутые импедансные условия на вспомогательных поверхностях,
кроме того, физически более естественны, чем идеальные условия Дирих
ле или же Неймана. Отметим еще и такое немаловажное обстоя
тельство.

Метод работы [1] приводил непосредственно к уравнениям, в которых 
интегральный оператор и свободный член содержали сингулярные части; 
лишь после ряда преобразований [2] мы приходим к уравнениям с огра
ниченным оператором, действующим в естественном (майкснеровском) 
классе функций. Интегральные жѳ уравнения, выводимые ниже, облада
ют этим свойством сразу, без дополнительных преобразований. Наконец,
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Применение нерезонансных функций Грина 1363

примененный здесь метод предусматривает независимый выбор двух 
вспомогательных поверхностей 2i и S2 (расположенных с различных сто
рон экрана 5); это может позволить упростить эффективное нахождение 
функций Грина в соответствующих областях.

Проводимые ниже рассмотрения относятся лишь к скалярным дифрак
ционным задачам типа Дирихле и типа Неймана. Однако распространение 
результатов данной статьи на электродинамические, векторные задачи не 
связано с какими-либо принципиальными трудностями.

1. ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ

краем L), причем на S

Она состоит в нахождении вторичного поля лр, возникающего при паде
нии первичной волны фо на незамкнутый экран (достаточно гладкую по
верхность S с гладким или кусочно-гладким j л ’',

ф+ = ^-=—^0*, (1)

* Здесь и везде далее мы следуем обозначениям работ [1, 2]; в частности, ф+ и 
ф_ — предельные значения функции ф на двух сторонах ориентированной поверхно
сти (ф+ — предельное значение с той стороны, куда направлен орт нормали).

а во всем пространстве (кроме точек по
верхности 5)

Ѵ2ф + А2ф = 0. (2)

Кроме этого ф должна удовлетворять 
условию Майкснера на контуре L и прин
ципу излучения на бесконечности.

Введем в рассмотрение вспомогатель
ные поверхности Sj, 22— конечные или 
же уходящие на бесконечность, опираю
щиеся на контур L и расположенные с 
разных сторон от S. Области, ограничен
ные поверхностями S + Si и S + S2 со
ответственно, обозначим через Fi и Ѵ2.

Эти области, равно как и выбор орта нормали на S, Si, S2, 
на рис. 1.

Обозначим, далее, через Gi, б?2 функции Грина, представляющие собой 
решения следующих краевых задач:

(Vp*  + &)Gm(p, g) = -S(p-g)

показаны

(3)

- д

_ дпр

(4)

где cti(p), а2(р) — заданные соответственно на 2i и S2 функции, причем 
Imcti(p) > 0, Ima2(p) < 0. Если поверхность S + Sm кусочно-гладкая 
(с линиями излома), то на линиях излома Gm должна удовлетворять усло
виям Майкснера; в случае, когда Ѵт бесконечна, должны выполняться ус
ловия излучения или аналогичные им требования на бесконечности. Ос
тавляя пока в стороне вопрос о существовании и аналитичности функций 
Gi, С2 в комплексной А-плоскости, перейдем к построению интегрального 
уравнениядлязадачи (1), (2).
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Применив к искомой функции гр и к Gm(p, q) теорему Грина в области 
Vm (m= 1, 2) и приняв во внимание соотношения (1) — (4), получим 

(-1)™ф(д) = jф0 9Gm^ ^ dP + У (^-bn^Gm(P,q)dp

S 2m

(qQVm; m = l,2). (5)

Здесь и ниже мы не ставим аргумента у функции, зависящих только от 
точки интегрирования; д / дп — символ нормальной производной в точке 
интегрирования; dp — элемент площади поверхности в точке p (анало
гичный смысл будут иметь в последующем символы dq, dg и т. n.).

Как показано в [1], имеет место интегральное представление

•ф(р)= — У w(g)t[g,p}dg,

s
где

дгр+ дгЬ~
ш =----------------------

дп дп

— функция, играющая роль поверхностного «тока», а

/(g, P) = e~ih>s-pl /4n|g — p|.

(6)

(7)

(8)

Почленным дифференцированием равенств (5) но направлению нор
мали к S, проходящей через q, и предельным переходом на S из Уі и Ѵг 
можно найти выражения дф+ / дп, 5ф_ / дп и затем, по формуле (7), «ток» 
w. Таким путем находим

H>(g) = ~ S У 9Gm^q} ^-^dp + M(q), qeS, (9) 

m=l Sm Ч
где *

* Напомним, что d(F)+/dnq и d(F)~ldnq являются пределами dFjdnq при 
стремлении q к £ из областей Vi и F2 соответственно.

^>=-^(ь^^)+-^(ь^
С другой стороны, из формулы (6) следует, что

т=-[^ ’̂ ^^

dp^ .
(10)

(И)

Подставив (11) и (6) в подынтегральное выражение правой части форму
лы (9), получим

/ \ ^ f dGm(Pi q) -(,)= ^,:^ '

m=l 2„, «

x J«’(fi')(^-am(p))/(g,p)dg + ^(g), qQS.

Меняя здесь порядок интегрирования, найдем искомое интегральное 
уравнение второго рода для w

w{q) = J w(g)K(g,q)dg + M(q), qQS. (12)

S
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Ядро этого уравнения имеет вид

X(S,9)= 2 j dGin,t}^~^P}\Kl-P}dp-

W=i 2m 4 ' P

(13)

Выражение (10) для свободного члена M(q) может быть преобразовано к 
виду, аналогичному (13). Для этого применим к функциям 'фо(р) и 
Gm(p, q) теорему Грина в области Vm (m = 1, 2). Такимпутем, учитывая 
граничные условия (4) и то, что гро удовлетворяет уравнению (Ѵ2 + 
+ А2)фо = 0 внутри Ѵт, найдем

(_l)m^o(g)=- J ^o-m^-g) dp+S Gm(P, 9)(4^~am)y>odP

S П 2m П

(qZVm- wi = l,2).

Продифференцировав почленно это равенство по направлению нормали 
к 5, проходящей через точку g, совершив затем предельные переходы 
(по g) из Ѵт на S и сложив результаты, полученные для m = 1 и m = 2, 
прийдем (учитывая (10)) к выражению

= -2J^(l-4^- <“>

m=12m 4

Этим же приемом можно преобразовать ядро (13) к виду, отличающемуся 
от (10) только заменой фо на -f(p, g).

2. ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ЗАДАЧИ НЕЙМАНА

Постановка этой задачи отличается от предыдущей только заменой 
граничногоусловия (1) наследующее:

дф+ / дп = 5ф" / дп = —с^гро / дп на S. (15)

Приведение задачи Неймана к интегральному уравнению мы осущест
вим при помощи функций Грина Gi, G2, представляющих собой решение 
краевых задач (3), (4), но с заменой краевого условия

Gm(p,g)=0 (рѲ5; q£Vm)
условием

dGm(p,q)Jdnp = 0 (p&S-, q£Vm).

Применив теорему Грина в области Ѵт к паре функций гр, Gm и при
няв во внимание граничные свойства этих функций, получаем 

(-l)^(g)=- J J^LGm(p, q)dp +

+ \^^n — am^Gm{p,q)dp (q£Vm). (16)

2m

Вторичное поле ф, с другой стороны, выражается через «ток»

по формуле [1]
v = ф+ — ф~ на S 

^=и^ъ 

s а

(17)

(18)
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Исключив из правой части (16) гр при помощи (18), определим ф+ и 
■ф~ на S, Подставляя последние в (17) и меняя порядок интегрирования,
прийдем к интегральному уравнению

v(q)=^v(g)Q(g,q)dg + N(q), qtS, (19)

8
где

(20)

(21)
S

Уравнения (12) и (19) и были целью нашего вывода. Ниже будут описа
ны некоторые свойства ядер и решений этих уравнений.

3. НЕРЕЗОНАНСНЫЙ ХАРАКТЕР ФУНКЦИЙ ГРИНА

Существование и аналитичность по k функций Грина б?і, G2 в полу
плоскости Im k2 ^Z 0 есть прямое следствие следующего предложения 
(теорема единственности) *.

T e 0 p e м а. Пусть V — конечная область пространства, граница кото
рой —простая замкнутая гладкая либо кусочно-гладкая поверхность 

S + S (рис.2). Пусть, далее, n — орт 
внешней нормали и a(p)—заданная 
на 2 функция, у которой Im а < 0. 
Тогда при Im k2 ^ 0 
краевая задача

V2w(p) + k2u(p) = 0, p 6 V; 

u(p)=0, pZS;

ди ^ ^ ^
— — au = 0, p 6 2 
dn

имеет лишь нулевое решение 
u(p) —какое-либо решение 

комплексно сопряженная с u(p). Тогда 
5 и* (V2u + k2u) dV = 0, (25)

v
а с другой стороны, 

$и*(Ѵ2и + й2и)гіѴ= J*2|w|W+$ (V(u*Vu)-IVup)dr = 

V V V

= J (fc2|u|2-|Vu|2)dV+ J u*-dS =
V S+2 dtl

= $ (*2|«|2-|V»|2)d7+ $ a|a|2d5.

V s

Из (25)-иД£6) следует
ІтЛ2$ |»|2dr=- Jlma|u|2d5.

V 2

♦ Ради определенности мы будем рассматривать задачу Дирихле.

Д о к а з а т e л ь с т в о. Пусть 
(22) — (24) и и* (p) — величина,

(22)

(23)

(24)

(« = 0).
задачи

(26)
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При Im A2 ^ 0 и Im а < 0 это равенство осуществимо лишь при
^ Im a I и 12 dS = 0,

s
откуда и = 0 на 2. Таким образом, и = 0 на S + 2 (см. (23)) и, следова
тельно, и = 0 внутри V, что и утверждалось.

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ХАРАКТЕРА ОСОБЕННОСТЕЙ ЯДРА K(g, q) 
И СВОЙСТВ ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА С ЭТИМ ЯДРОМ

В ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧЕ

Пусть G(p, q) и Go(p, q) — функции Грина краевой задачи (22)-(24) 
при данной функции a(p) и при a(p) = 0 соответственно. Тогда из фор
мулы Грина непосредственно следует соотношение

G(g,q)-Go(g,q)=\a(p)G(q,p)Go(g,p)dp (g,qEV). (27)

S

Б свою очередь из (27) нетрудно заключить, что главные члены особенно
стей G и Go вблизи концов дуги 5 одинаковы. Кроме того, по аналогичным 
соображениям можно заменить при оценке особенностей K(g, q) урав
нение Гельмгольца уравнением Лапласа. Таким образом, нас будет интере
совать поведение (вблизи точек стыка дуг S и 2) функции Грина G(p, q), 
представляющей собой решение следующей задачи:

Vp2G(p, q)=-6(p-q) (p,q^V); (28)

G(p, Q) = 0 при p 6 5; q 6 V; (29)

dG(p, q) / дпр — 0 при p 6 2; q 6 V. (30)
Обозначив

1
— Ь1|р-?| = /(р, q),

будем исследовать ядро

K(g,q)=\ dG(p,q) df(g,p)^

dnq дпр
(31)

S

аналогичное по конструкции K(g, q) и, очевидно, имеющее такой же глав
ный член интересующей нас особенности. Как оказывается, ядро K(g, q) 
и соответствующий интегральный оператор обладают всеми характерными 
свойствами, которыми обладали ядро T(g, q) и оператор T интегральных 
уравнений, построенных в [2]. Во-первых, интегральный оператор 

^= J K(g,q)-ty(g)dg

S

(32)

отображает множество функций гр, удовлетворяющих условиям Майкснера 
с показателем Ѵг (класс ЛГ«д, по терминологии статьи [2]) в это же мно
жество. Во-вторых, этот оператор является ограниченным, причем норма 
его сингулярной части равна единице. В-третьих, вполне непрерывным этот 
оператор не является. Доказательств этих утверждений мы здесь приводить 
не будем, так как они сопряжены с громоздкой математической техникой 
и в то же время по всем основным пунктам аналогичны рассмотрениям, 
проведенным в [2]. Заметим лишь, что при этом используется явное выра
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жение функции Грина электростатической задачи для угла с прямолиней
ными сторонами при краевых условиях: и = 0 на одной стороне и 
ди / дп = 0 на другой. Отсутствие полной непрерывности оператора уста
новлено при помощи сконструированного контрпримера. Исследование 
ядра Q (в задаче Неймана) и соответствующего интегрального оператора 
приводит к аналогичным результатам. Введенные выше функции cti и а2, 
так же как и вспомогательные поверхности Si и S2, выбираются из сообра
жений максимального упрощения задачи нахождения функций Грина Gi, 
б?2. Например, когда 5 имеет вид дуги окружности (двумерная задача), 
St, S2 и области Vi, Ѵ2 можно выбрать так, как показано на рис. 3.

В заключение укажем, что, кроме тех подходов к эффективному (чис
ленному) решению предлагаемых интегральных уравнений, которые были 

описаны в [2], представляется 
еще одна возможность. Именно, 
выделив (в случае двумерной 
задачи) из 5 две достаточно ма
лые дуги Si, 52, примыкающие к 
концам 5, представим S в виде 
суммы: S = $і ^- S2 Н~ 8з, и в 
соответствии с этим разобьем 
оператор К (или Q) на два:

К = К,, 2 + 2Гз,

где Кз, например,— интеграль
ный оператор с ядром K(g, q) и с интегрированием по дуге 5з. Тогда огра
ниченный оператор Ki, 2 обладает нормой, меньшей единицы, и, следова
тельно, его можно обратить методом итераций, а К3 — оператор вполне 
непрерывный, сколь угодно точно аппроксимируемый конечномерными опе
раторами (с вырожденными ядрами). Отсюда по схеме, хорошо известной 
из теории интегральных уравнений, можно привести и первоначальное 
уравнение к уравнению с вырожденным ядром, т. e. к системе линейных 
алгебраических уравнений.
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УДК 534.26 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я. H. ФЕЛЬД

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

(Представлено академиком M. А. Леонтовичем 8 XII 1969)

1. Идея метода. Подавляющее большинство задач математической
физики сводится к нахождению решения w (w может быть скаляром, век
тором, матрицей и т. д.), удовлетворяющего некоторым N условиям. Эти 
условия таковы, что решение существует и единственно. Одним из этих 
условий обычно является дифференциальное уравнение, а остальные имеют 
характер начальных или граничных условий, условий на бесконечности 
и т. п. Как уже говорилось, решение, удовлетворяющее всем этим условиям, 
единственно, однако, если исключить хотя бы одно из них, то существует 
(обычно) бесконечное множество решений, удовлетворяющих оставшимся 
условиям. Это обстоятельство позволяет наметить следующий путь реше
ния задачи. Исключим одно * из заданных N условий, например, n-e. Ре
шение, удовлетворяющее оставшимся (N—1) условиям, обозначим wn. 
Таких решений будет множество, обозначим его через An(wn^An). Если 
исключить любое другое тп-е (тп =^ n) условие, то решения wm, удовлетво
ряющие оставшимся (N—1) условиям, будут составлять некоторое новое 
множество Ат. Множества Ап и Ат замкнуты, если операторы, при помощи 
которых формулируются все N условий задачи, непрерывны. Очевидно, оба 
эти множества имеют одну общую точку, которая и является решением 
исходной задачи. Следовательно, его можно искать как пересечение указан
ных множеств w = An^Am. Успех этого пути зависит от умения найти 
общие аналитические выражения для элементов функциональных мно
жеств Ап и Ат. Обычно их можно представить при помощи выражений 
типа Спф и Gmip, где Gn и Gm — некоторые операторы, a ф и гр — функции, 
принадлежащие соответствующим классам З?п и З?т, т. e.

* Можно также исключить два или более условий.

™n = GrW, ф ^ S?n, wm = Grnty, Ф ^ ^m. (I)

Когда ф и -ф пробегают З?п и 2?т, wn и wm пробегают множества Ап и 
Ат соответственно. Из существования единственной общей точки у Ап и 
Ат следует, что имеется фиксированная пара ф и ф, для которой справед
ливо равенство:

^пф = Gm^. (II)

Эти функции и определяют общую точку, являющуюся искомым реше
нием исходной задачи.

В ряде случаев, например при рассмотрении электродинамических или 
акустических задач, анализ и выкладки могут быть значительно упрощены, 
если перейти от общих решений — полей w, wn, Wm (и соответствующих им 
множеств Ап, Ат) к их асимптотическим выражениям приЯ^-оо, справед
ливым в дальней зоне: w co v, wn <*>  vn, wm &э vm (An co an, Am co am), При 
этом равенства (I) и (II) перейдут в следующие:

Vn = gnV, ф e &п; Vm = £тф, ф e S?m\ (Іа)

£пф = £™ф. (Па)

1007

516



Здесь gn, gm — операторы, в которые переходят Gn, Gm в дальней зоне. 
Выражение для поля v в дальней зоне значительно проще и в то же время 
оно однозначно определяет w во всем пространстве за исключением некото
рой области, содержащей источники.

Равенство (II) или (Па) может быть использовано для нахождения ф 
и ^, после чего искомое решение определяется выра
жениями

w = Gn4 = Gwp; v = gnq> = gm^. (III)

В зависимости отхарактеразадачи уравнения (II) 
и (Па) могут быть различного типаисложности и ре
шаться различными приемами. Однако можно указать 
общий метод решения, базирующийся на тся, что w 

(v) является единственной общей точкойдвухмножеств Ап и Ат (ап и ат).
Вводя некоторое метрическое пространство M, содержащее оба эти мно

жества, легко построить * итерационный процесс, приводящий к искомому 
решению. Для этого, взяв произвольный элемент wn°^An, находим бли
жайший к нему элемент w^ e Лт, затем найдем ближайший к последне
му элемент wnW e Ап и т. д. Если этот процесс сходится, то

w = lim w^ = lim wX2v+1>,n m
v^oo v^oo

(IV)

аналогично находится v.
Проиллюстрируем эти общие рассуждения конкретными примерами.
2. Д и ф p а к ц и я э л e к т p о м а г н и т н о й в о л н ы н а м e т а л л и-

ч e с к о м э к p а н e. Пусть на металлический идеально проводящий экран S 
(рис. 1) падает первичная волна E0, H0, вторичное — дифрагированное — 
поле обозначим через E, H. Оно однозначно определяется следующими ус
ловиями: 1) E,H — поле, создаваемое токами, распределенными на 5; 
2) E, H — поле, не имеющее источников вне поверхности S + S и удовле
творяющее на внешней стороне S равенству (п(Е + Е0)] =0. Здесь S —
поверхность, дополняющая S до замкнутой (рис. 1),вчастности, она может
замыкаться на бесконечности, a n — нормаль к 5 + 2. В данном случае
N=2. Множество А\ состоит из всех полей, удовлетворяющих условию 2,
a A2 — из полей, удовлетворяющих условию 1. В качестве M удобно рас
сматривать линейное пространство, элементами которого являются элект
ромагнитные поля w = {Е, Н}, источники которых находятся внутри по-
вехности 5 + 2 или на ней. Введем в M норму

||z^|| = (ReGEH‘]ds)1/2. (1)
V So 7

♦ Аналогичный процесс применяется в работе (1), где находятся ближайшие эле
менты двух непересекающихся множеств.

Здесь 5o — произвольная поверхность, охватывающая S + 2.
Тогда ||u>i — zP2ll — расстояние между элементами zpj и zz^ пространст

ва M.
Произведем дальнейшую конкретизацию задачи. Будем считать экран S 

частью бесконечного вдоль образующей z цилиндра. Если поле E0, H0 не 
зависит от координаты z, а вектор E0 поляризован параллельно оси z, то за
дача сводится к плоской скалярной задаче с граничными условиями Дирих
ле на 5, причем под S следует понимать теперь дугу, образующуюся при 
пересечении экрана плоскостью z = const. Исходные соотношения при 
этом таковы:

E = EZ- (Ѵ2 + *2)Я = 0; Е=-Е°на5. (2)

Для E должны также выполняться условия излучения и условия Майкс- 
нера на краях экрана. Так как задача формулируется (см. (2)) только при 
помощи составляющей Ez = E, в дальнейшем удобно полагать w = E, co- 
храняядля ||ш|| формулу (1).
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(3)

Элементы множеств Ai и Аг теперь можно записать в виде: 
^=s^s^-j*f^

* Они должны быть достаточно гладкими, причем ^ может иметь особенность на 
концах дуги 5, допускаемую условиями Майкснера.

♦♦ ф отличается от тока постоянным множителем.

S E
w2 = ^^Яо2) (kr) ds, (к)

где G — функция Грина уравнения Гельмгольца для области Ѵе, внешней 
к S + S, обращающаяся в нуль на 5 + S; формула (3) справедлива только 
для Ve; r — расстояние между точками интегрирования и наблюдения; ф и 
гр произвольные*  функции, имеющие следующий физический смысл:ф— 
значение E на S, а гр — ток ** на 5; ds — элемент дуги. Уравнение (II) для 
рассматриваемой задачи имеет вид

J фЯ<2> {kr) ds + $ф g ds = JЕ° gds (5)

S E S

и должно выполняться для любой точки Ѵе.
Проверим эффективность предлагаемого метода на простом примере, 

когда S — отрезок прямой Ь_ =C x ^ Ъ+ (лента), a S дополняет его до 
всей оси x\ Ve — полуплоскость. Функция Грина при этом имеет вид

G {p, q) = ^ {Я<2) {krP9) - Н™ {krp9.)}t (6)

где q и q*  — точки, зеркальные относительно оси x, a rpq (rpq*)  — расстоя
ние между точками p и q (p и q*).  Равенство (5) теперь запишется так:

^ Ф (p) Н[2) (krpq) sin adXp — ^ С ф (p) H^ (krPQ) dxp = 

E S
= ^E°{p)H(i\krV9)sinadxv, {q^Ve), {!)

S

где a — угол между rpq и осью x. Помещая точку наблюдения q в даль
нюю зону и заменяя Яо^\ Я/2\ rpq и а их асимптотическими выражениями, 
получим вместо (7) уравнение типа (Па)
sin p ^ ф {x) eikx co^dx------у ^ ф (z) eikx cos ?dx = sin p ^ E° (x) eikx cos Ых. (8)

S
Здесь p — угол между радиус-вектором, проведенным из начала координат 
в точку наблюдения, и осью x. Вводя аналитические функции

ь+ ь+
F (u) = 2 ^ гр (x) eiuxdx‘t f (u) = ^ £° (x) eiuxdx,

ъ- *_ (9)
oo Ь_ ѵ 7

Ф+(и)= ^ q(x)eiuxdx, Imu>0; ф_(и) = ^ q(x)ei4Xdx, Imu^0,
Ьф. —oo

где F и / — целые при 16+| < oo и | Ь_| < oo, а Ф+ и Ф_ голоморфны в 
соответствующих полуплоскостях, сведем (8) (используя обозначение u = 
= к cos P) к функциональному уравнению

-F(u) +У*2-и2(Ф+(и) +Ф_(п)) =V*2-u2/(u). (10)

Вследствие аналитичности всех входящих в (10) выражений оно долж
но выполняться на всей плоскости u. Это уравнение можно точно решить, 
например, для случая, когда b_ = 0, fe+ = oo (полуплоскость). Действи
тельно, при этом Ф+(н) = 0, a F(u) = F+(u) и f(u) = /+(и), т. e. оказы
ваются голоморфными только в верхней полуплоскости. Равенство (10)
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oo________

^/(o \L+Jd*’ Imw<°-

* Іу(и) — У(О)1 н“* ^ Ь2 [—оо, oo], Im к < 0.

—oo

(12)

принимает вид (неоднородная задача Гильберта)_____
—F+(u) + /A^ — и2 Ф_(и) = /Аг2— и2 f(u). (11)

Это уравнение элементарно решается по известному методу (2). Полагая 
временно Im к < 0, получим

Ф_(и) =----- ^___  ,
2rt у к ^~u v

—oo

Чтобы вычислить этот интеграл, следует задать поле EQ. Если £0 = 
= exp [—ikR cos (0 — 0o) ] — плоская волна и cosi0o > 0, то (см. (9))

f(t) = i(t — к cos Po)-1. (13)
Подставляя это выражение в (12), получим

Ф_(и) = l/i (A^ — и) 4- i Ук + к±іУк 4- и(кг — u); k± = kcos 0О. (14)

Зная Ф_ и /, найдем при помощи (11) диаграмму направленности F+(u) 
(и = к cos 0) F = F+ = (2i sin 0 / 2 cos і0о / 2) / (cos ,0О — cos 0).

Она соответствует цилиндрической волне, исходящей из края полуплос
кости. Для получения тока гр(гг) достаточно взять преобразование Фурье 
от F(u). В случае конечной ленты (b = b+ = -b-) уравнение (10) можно 
решить, используя указанный выше итерационный процесс. Несколько 
обобщая его, введем две нормы *

со 1

(15)

где
ooCt = ?„!«S; C_=^M»>; ^ = ^iue-^

—oo

(16)

Первой из них будем пользоваться для определения v2 e а2, ближайше
го к заданному vi, а второй для нахождения v\ e а\, ближайшего к задан
ному ѵ2. Элементами а2 и а\ являются теперь функции (см. (9)) 

v2 = F(u), ѵх = /А:2 — и2{Ф+(и) 4- Ф-(и) — /(и)}.
Итерационный процесс определяется условиями

||У2(2ѵ) — ^i<2v_1)lli = min; ||pi<2v+1) — ѵ2(2ѵ)ІІ2 = min.
Отсюда следуют, учитывая (15), (16), (9), рекуррентные формулы 

ъ
v^ (ц)== p(2v) (0) + u С е^х{[и<2-1) (g) - p(2-D (0)] Г1} dx - 

V
-b

— c^au-i) (gi6u _ i) _ с(2ѵ-і) (е-іЬи _ f), 

p(2v+l)(u) = У к2 — U? [( ^ + ^ e^J^=J=W dx — f (“)] •

—00 Ъ ' ^ '
oo

Здесь ^x = ^ ^гіВ<г^х; р2<2ѵ>(0) находится из условия p^)(u)^-0 

—oo
при и ~> ±оо вдоль действительной оси.

—00
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
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УДК 621.396.673.061

СИНТЕЗ ЛИНЕЙНЫХ АНТЕНН С АБСОЛЮТНО 
ИНТЕГРИРУЕМЫМИ ТОКАМИ

Я. H. Фелъд, Г. А. Свистунов

Рассматривается теория синтеза линейной антенны с суммируемым 
током J(/6Ai). Приводятся необходимые и достаточные условия реа
лизуемости диаграммы направленности линейной антенны с током из 
Li. Рассматривается задача аппроксимации заданной нереализуемой 
диаграммы реализуемой и нахождения искомого тока из Li. Вводится 
коэффициент сверхнаправленности для характеристики реактивных 
свойств таких антенн. Приводится пример нахождения линейного тока 
J € Lt (J ф L2) по заданной диаграмме.

ВВЕДЕНИЕ

Как известно [1, 2, 3], задача синтеза токов J(x) линейной антенны по 
заданной диаграмме направленности * F(u) сводится к решению инте
грального уравнения первого рода:

* Точнее, здесь и ниже F(u) — отношение диаграммы антенны к диаграмме эле
ментарного излучателя.

** Заметим, что здесь под линейной антенной понимается любая система, син
тез которой сводится к уравнению типа ('1).

(1) F(u)=jj(x)eiuxdx,

—ст

где o = &Z=(2jt/X)Z; zz = sin0; 2Z — длина антенны; Ѳ — угол, отсчиты
ваемый от нормали к антенне.

Обычная теория синтеза линейных антенн опирается на известную 
теорему Винера — Пэли, которая требует, чтобы J(x) €L2[—cr, а]. Пред- 

0
положение о конечности ||J||b2= ^ |У(я) |2cZ^ естественно, поскольку такой 

-а
интеграл пропорционален мощности потерь в антенне. Поэтому для боль
шинства антенн это требование выполняется. Однако в некоторых случаях 
оно несправедливо **.

Приведем примеры излучающих систем с неограниченной нормой тока 
|І/||ь2. При возбуждении идеально проводящих экранов с кромками (щеля
ми) поверхностные токи, поляризованные параллельно кромкам, имеют 
вблизи последнихособенность вида [4]
(2) J(x)=O(i/x*),

где x — расстояние, отсчитываемое от кромки. Очевидно, что функция 
распределения тока J(x) с особенностью (2) лишь абсолютно интегри
руема, но не интегрируема с квадратом, т. e.
(3) У(я)6Ін[а,Ь], но J(x)$L2[a,b],

где [а, 6] — область, занимаемая экраном.
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Рассмотрим второй пример. При синтезе азимутального кольцевого тока 
7(a) по заданной «вертикальной» диаграмме направленности F(u), (т. e. 
в плоскости ф = const, где ф — азимутальная координата, измеряемая в 
плоскости кольца) последняя определяется формулой

n

(4) F(u)=JZ(a)cosae'“cosadaT

— Л

где u = &asin0j А = 2л/Х; a — радиус кольца; Ѳ — угол, отсчитываемый 
от оси кольца;

Ф = 0, 7(a) EL2[—л,л].

Формулу (4) заменой z = cosa легко преобразовать к виду (1), где cr=l 
и

J(x) = 4xIr(arc cos x) /У1 — x1 2

1. Рассмотрим задачу определения тока J(x) ELtf—о, о], удовлетво
ряющего уравнению (1). Прежде всего определим для такой постановки 
задачи класс реализуемых диаграмм направленности, т. e. функций F(u), 
для которых существует ток J(x) ELJ— cr, <у], удовлетворяющий уравне
нию (1).

Из (1) следует [7], что F(u) ЕВО (класс целых функций конечной сте
пени ^ о, ограниченных на действительной оси). Из условия J (x) E 
ЕІч[—cr, о] итеоремыРимана — Лебега вытекает, что F(u)^0 при 
|u| ^oo вдоль действительной оси. Скорость убывания F(u) зависит от 
дифференциальных свойств тока J(x). Например [5], для интересного 
в физическом плане вида тока
(5) J(x)=q(x)/(x-c)*,

где ф (x) — функция ограниченной вариации,

0 < ц < 1, с 6 [—о, о],

диаграмма направленности ведет себя при u^ ±оо так:
(6) ^(u)=O(l/|u|<-)).

Вообще же для произвольного тока J(rr) ELi[—cr, о] скорость убывания 
правой части (1) до нуля при п^±оо может быть сколь угодно малой 
(например, логарифмической).

(Ir(a) — четная часть функции 7(a)). Из условия 7г(а) Е£в[О, л] выте
кает, что 

J
|7г(агс cos x) |2

У1 —х2
dx < oo,

откуда следует, что J(rr) E Lif-l, 1]. Однако, как легко видеть, не для лю
бых 7(a) бІ/2[—л, л] справедливо условие J(x) Е£2[ — 1, 1]. Таким обра
зом, задача синтеза криволинейной антенны по заданной диаграмме сво
дится к решению уравнения (1), в котором распределение «тока» J(x) в 
общем случае не включено в L2.

Вследствие сказанного возникает необходимость рассмотреть задачи 
синтеза линейных антенн, в которых токи абсолютно интегрируемы, но мо
гут быть не интегрируемы с квадратом.

1. СИНТЕЗ ЛИНЕЙНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТОКОВ, 
ПРИНАДЛЕЖАЩИХ КЛАССУ Ц
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Известно [7], что любая функция F(u) £Ва может быть представлена 
в виде

(7) F(w) = F(0)4-wJ^(x)eiuxdx,

—ст
где

^(д:)6І/2[—сг,а].

Справедлива следующая
Теорема 1. Для представимости F(u) QBa в виде (1), где J(x) € 

6 Lff-o, о],необходимо и достаточно, чтобы функция *ф(х) в формуле (7) 
удовлетворяла следующим условиям:

а) *ф(я) —функция ограниченной вариации, непрерывна на [—о, о] 
всюду, кроме точки x =0, где она может иметь скачок

(8) 4Ч+0)—гР(~0)= iF(0)= i^J(x)dx,

(9) 4^6L,I-o,aJ,

в) ^(n)=4'(-G)=0.

При выполнении этих условий

(10) J(x)=i^t.

Докажем сначала необходимость условий а), б), в). Пусть F(u) £іВа 
представима в виде i(l), где J(x) 6 LJ-o, сг]. При этом справедлива фор
мула (7). Тогда из (1) и (7) следует, что

Л ® ® ^Іих ___ ^

F(u)= J^(x)eiu:cda:==jj(£)------------- dx.
— ст —ст ^

Так как F (w) G Wa (класс целых функций конечной степени ^ о, интегри
руемых с квадратом на всей оси), то справедливо выражение

(И) du,

где сходимость внешнего интеграла понимается, вообще говоря, в средне
квадратичном смысле.

Благодаря абсолютной интегрируемости функции 7(я)[(е<иж—l)/uJ 
в формуле (11) законна перестановка порядка интегрирования:

1 л г ^ piut 1 т02) ^) = _p(,)fJ__e-...p,.

— СТ — oo

Внутреннийинтеграл в (12) легко

1 p eiut --- -1
(13) 77— --------------------------e~lux=du

' 2л J и
---- 30

вычисляется и равен
0 для t<^x или х<^0; ^^>0;

i для t ^ x ^ 0;
0 для t^>x или £^>0; £<0;

— i для t ?C x ^ 0.
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Таким образом, из (12) и (13) следует, что

(14) t(*) = <

О

i J J (Z) dt для 0 sC x sC а,
X

X

—<г

Так как по условию J(rc) 6/ч[—о, о], то по теореме Лебега [8] интегралы 
в (14) представляют собой непрерывные функции ограниченной вариации 
и имеют почти всюду производные, равные =F /(#). Таким образом, из (14) 
следует, что почти всюду справедливо выражение (10) и, следователыю, 
(chp/d#) 6Li[—о, о]. При z = 0 функция ^(я), определяемая формулой
(14) , имеет скачок (8). Наконец, при х = ±а из (14) вытекает условие
(9), чем и закончено доказательство необходимости условий теоремы 1.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть теперь выполнены условия а), б) и в). Так 
как F(u) QBa, то справедлива формула (7). Условия а), б) и в) теоремы 
позволяют взять интеграл в правой части формулы (7) по частям. В ре
зультате справедливо равенство

(15) f^(z)e’UIdr=^^^-4-—[—eiuxdx.

J и и J dx

Подставляязатем (15) в (7), имеем

F(u) = i f -^- eiux dx,

J dx—ст

т. e. F(u) представима в виде (1), где J(x) определяется формулой (10).
Таким образом, теорема полностью доказана.

Теорема 1 может быть сформулирована несколько иначе, а именно, 
справедлива

T e о p e м а 2. Условия F(u) 0 Ва и а), б) и в) теоремы 1 для функции 

_±[-_FW-F(0) e_u,du
2ftJ и

(сходимость интеграла понимается в среднеквадратичном смысле) являют
ся необходимыми и достаточными для принадлежности заданной функции 
F(u) классу реализуемых диаграмм направленности линейной антенны с 
токомУ(х) 6Л4[—о, а].

Таким образом, теорема 1 или 2 полностью определяет класс реализуе
мых диаграмм линейной антенны с суммируемым током.

2. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ СИНТЕЗА
ЛИНЕИНОИ АНТЕННЫ С ТОКОМ ИЗ Lx

Приведем теперь некоторые методы нахождения токов J(rr) 6Lt ли
нейной антенны по заданной диаграмме направленности. Если диаграмма 
F(и) реализуема, то искомый ток, как это следует из теоремы 1, может 
быть найден по формуле

J(x) =
i d

2л dx и
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Существуют, однако, подклассы функций F(u) ѲВ*, для которых ток 
J(x) находится путем обычного преобразования Фурье заданной диаграм
мы (сходимость интеграла понимается в обычном смысле).

Перечислим эти подклассы, опираясь на теоремы из [5, 6].
1) Подкласс функций F(u), монотонно убывающих до нуля на интер

валах (a, oo) и (—а, —oo), где а>0 — достаточно большое число (либо 
F(u) ^0 при u-^- ±оо и имеет абсолютно интегрируемую производную на 
интервале (—сю, сю)).

2) Подкласс функций вида F(u) = g(u) sin (pzz + g), где p и ^ — по
стоянные, a g(u) монотонно убывает до нуля при и^±оо (либо g(u) ^0 
при zz^zboo и имеет абсолютно интегрируемую производную на 
(-oo, oo)).

3) Подкласс функций вида F(u) =g(u)h(u), где g(u) удовлетворяет
условию пункта 2), a h(u) — асимптотически (начиная с достаточно боль
шого Мо) периодическая целая функция конечной степени, интегрируемая 
на каждом конечном интервале.

Справедлива следующая
Теорема 3 ЕслиВ|(м)бВа и принадлежит одному из введенных 

выше подклассов 1), 2), 3), то F(u) представима в виде (1), где J(x) G 
6Лі[—о,о] (и,следовательно, F(u) принадлежит классу реализуемых 
диаграмм направленности линейной антенны с токами из LJ.

Доказательство. Функция F(u) (<В0, принадлежащая одному из 
подклассов 1), 2), 3), на основании теорем из [5, 6] имеет почти всюду 
преобразование Фурье

(17) J(z) = (l/2n) ^F(u)e~iu*du.

— oo

В возможных сингулярных точках x интеграл (17) понимается в смысле 
главного значения. На интервалах, не содержащих сингулярные точки, ин
теграл сходится равномерно по x. Докажем, что J(x), определяемая фор
мулой (17), удовлетворяет уравнению (1). Для этого построим функцию

(18) Fi(u) = ^J(x)eiuxdx.

—а

Подставив (17) в (18) и изменив порядок интегрирования (что возможно 
благодаря равномерной сходимости интеграла (17) почти всюду), полу
чим

£19) F,(u)=^pW Sin(U~v)ad,.

л J*, (u — v)a

Известно [2, 3], что при заданной F(v) QiBa интеграл (19) равномерно 
сходится ио переменной и и определяет ее же, т. e. F\(u) = F(u). Следо
вательно, F(u) представима в виде (1), где ток определяется формулой 
(17).Заметим,чтодля^т(и)=О(1/|н|(1-ц)) приа^±оо, Ѵ2^Ц<1, 
токУ(гг) удовлетворяет условию (3).

Таким образом, для введенных выше подклассов диаграмм направлен
ности F(u) теорема 3 дает прямое решение вида (17) для тока J(x) G 
6Z/J—о, о]. Часто, однако, бывает трудно вычислить интегралы в форму
лах (16), (17). В этих случаях для вычисления тока J(x) можно восполь
зоваться, например, методом парциальных диаграмм [1, 2]. Известно [3],
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(20) F(u) = Vf(-)
£4. ' <^ ! п /Ч

что любая F (и) б В0 может быть разложена в равномерно сходящийся ряд

(пл \
и---------- j

пл \ 
и-----------

Oi /
1

где Oi = и 4- e и e > 0 — сколь угодно малое число. Если F(u) — реали
зуемая диаграмма направленности, то, подставляя (20) в формулу (16), 
получаем выражение для тока J(x):

(21) Л*)  =

* Впервые такое выражение для тока получено Тартаковским в [9]. Однако в 
этой работе рассмотрена теория синтеза линейных антенн с токами из Ь2, в рамках 
которой диаграммы направленности вида (24) нерсализуемы.

4 Радиотехника и электроника, Xs 5

i d

2oi dx

f(nn/gQ-F(0)
nnlc5i

exp

где ряд сходится в смысле метрики Л2. Если F(u) принадлежит одному из 
подклассов 1), 2), 3), то из (17) и (20) следует почти всюду

(22)

Рассмотрим теперь случай нереализуемых заданных диаграмм направ
ленности F(u). Пусть F(u) — непрерывная функция, определенная на ко
нечном интервале. Тогда для любого e > 0 можно подобрать такие числа 
ап и N(e), что справедливо неравенство [3, 9]

. V) N(e) 

^3)^(“)—J^a"7"(u) l^l^(u)-F(u)l+ |F(u)—^anJn(u) |<e, 

ns=o n=o

где 7V(e) < oo, F(u) — целая функция; Jn(u) — функция Бесселя. Функ
ции Zn(au) 6Ba принадлежат подклассу 2) и имеют представление [10]

(24)

где Тп — полиномы Чебышева первого рода. Таким образом, аппроксими

рующей диаграмме направленности
^(e)

FN(u) = ^anJn(au) соответствует

n=0

ток вида*_>/  ,; 
N(s)

(25) J(z) = — Van(-i)”
Л ^^

Fn(x/O)

Уст2 — x2

Очевидно, что ток (25) имеет на концах антенны x= ±сг особенность вида 
р-ѵ? (p= |j:±o|). Может быть проведепо такое обобщение метода син
теза по заданной нереализуемой диаграмме, при котором искомые токи бу
дут иметь на концах антенны заданную, интегрируемую особенность, раз
решаемую условиями (3).
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714 Я. H. Фельд, Г. А. Свистунов

Действительно, аналитическая функция F(u) в формуле (23) может 
быть с любой степенью точности аппроксимирована следующим агрега
том [10]:

(26)
N

Fn(u)= У^ДпЛ+Доп) (uo)-v,

где
a = (l/2ni) ^F(t)An,v(ot)dt;

C
С — замкнутый контур, охватывающий точку t = 0;

Ап,ЛХ)
_ 2v+n(v + «) yfr(v + n-7n) / t \2m
~ tn+i 2j m\ \ 2 /

m=0

— полиномы Гегенбауэра v =# 0, —1, —2,... . Очевидно, что при —1/2 <
< v < 0 функция

Рис. 1. (x, оп, ln — приведенные координаты)

FN(u) б Ва и описывает реализуемую диаграмму направленности линейной 
антенны с током из Li (см. теорему 3).

Используя теперь формулу [11]

f (l-xy-'bCn\x)e^dx=n2l~\r{2v^n} і”а-^+п(а), 

Li l(v)n!
где Cn(x) — коэффициенты в разложении функции (1 — 2ax + а2)“ѵ в сте
пенной ряд по а,

Сп\х) =

n!

Г(2ѵ + п)г(ѵ+^-)

Г(2ѵ)Г (n + vH-A)
X

(l-x^)'A-y
X

dn

dxn
t(l-^)"+*-'AJ,

получаем для искомого тока J(x) (обеспечивающего диаграмму направлен- 
ности7^(и) вида (26)) выражение

7«=£
7l=0

п!Г(ѵ)і-па„ Спѵ(х/о)

no-2(‘-v) 2‘~ѵ Г(2ѵ + n) (aa-x2)'/2-v
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Из (27) следует, что при —[І2 < v < 0 ток J(x) удовлетворяет усло
вию (3). Таким образом, описанный метод позволяет по заданной не
прерывной функции F(u) находить ток J(x) 6LJ—о, о] с заданной осо
бенностью на концах антенны, реализующий диаграмму, аппроксимирую
щую заданную с любой точностью.

3. СИНТЕЗ РЕШЕТКИ ЛИНЕИНЬК ИЗЛУЧАТЕЛЕИ
С ТОКАМИ ИЗ bj

Сформулированные выше теоремы 1 и 2 позволяют также установить 
необходимые и достаточные условия реализуемости заданных диаграмм 
направленности для решетки из N линейных излучателей с токами из Li, 
расположенных вдоль некоторой оси (рис. 1).

Диаграмму направленности такой решетки можно записать в виде

(28) ^(u) = J J(x)eiuxdx, 7(я)6£і[—а,о].
— 00

Здесь J (x) — финитная функция, отличная от нуля только в пределах от
дельных излучателей. Учитывая это, формулу (28) можно переписать 
в виде

Пі

(29) F(u) = 2 el“(i"+°n) Fn(uy, ni — na^-i = N (^>«0),
п=тц

где
а
n

Fn(u)=^Jn(£)eiuld£, Jn(Z) = J(Z + ln + On), u = sin0,

—ст
n

1„ — координата левого конца n-го излучателя (рис. 1), 2ол — длина n-ro 
излучателя. Очевидно, что Fn(u)£BOn, F(u)QBa, a o = MaKc(lZnJ, 
\Іщ + 2onJ}.

Имеет место
T e о p e м а 4. Для принадлежности заданной диаграммы направленно

сти F(u) классу реализуемых диаграмм конечной решетки линейных излу
чателей, расположенных вдоль некоторой оси, с токами из Li, необходимо 
и достаточно выполнения следующих условий.

A. F(u) 6 Во и представима формулой
Пі

F(u) = S'Fn(«)eiu(W,
n=n0

в которой

Пі

Fn (и) e в ап- 2 стп < а! пі — no + 1 < 00; макс {| Zn,l, I ln, + 2стП11} < ст.
ПО

Б. Функции

■фп(£) ^ A- f F"(------F”^ e-iut du, n° ^ n ^ Пі

2л J u
— oo

(сходимость интегралов понимается в смысле метрики L2) на соответст
вующих отрезках [—сгп, пп] подчиняются условиям а), б), в) теоремы 1.

4*
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(30)

При выполнении условий А и Б для заданной диаграммы F (и) искомый 
ток на 73-м излучателе равен

J IX\ = 2_ ^_ С Fn(u)~Fn (0) e-iu (x-ln-%) du 
' ' 2л dx J и

длях€[/п, Zn4-2aJ.

Так как правая часть (30) обращается в нуль вне отрезка [Z„, ln + 2ая], то, 
суммируя ее по n, найдем искомое решение уравнения (28):

i d с“Л«)-3 7М0)?“1'«”»> .
(31) M=SS)-------------^-------------------------«-'“^ --<*<“•

—оо kv

Если каждая из F„(«) в условии А теоремы 4 принадлежит одному из 
подклассов 1), 2), 3), введенных в § 2, то 
решение (30) переходит в

l 1И=гР.Н<"’^*‘

для xf[/n, ln + 2оп].

П p и м e p. Задана диаграмма направ
ленности F(u) =cos (ou/2)Zo(e^/2), где 
Jo(cu / 2) — функция Бесселя. Очевидно, 
F(u) 6 Ва, представима в виде

1
F(u) = —exp

(32)

0* z/tf

Рис. 2. Диаграмма направленнос
ти F(u) = cos(ou/2)7o(ou/2) и 
соответствующее ей распределе- 
ниѳ токов 7(я)=1/лУ|х|(о—|х|)

П JQ(ou/2)£Ba/2, принадлежит подклас
су 2), т. e. выполнены все условия теоре
мы 4. Для искомого тока, используя (32), 
получим выражение ____________

J(x) = 1 / лУ|гг| (о — |я|) 
для 0 ^ I x I ^ cr.

На рис. 2 изображены заданная диаграмма F(u) и ток J(x). Таким обра
зом, искомая диаграмма направленности обеспечивается двумя соприка
сающимися в точке x = 0 линейными излучателями длиной о каждый с 
токами из Li, имеющими особенности вида O(p-*^) на концах. Очевидно, 
эту систему можно трактовать как один линейный вибратор длины 2o с 
током, имеющим особенности на концах и в середине.

4. КОЭФФИЦИЕНТ СВЕРХНАПРАВЛЕННОСТИ 
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ АНТЕНН С ТОКАМИ ИЗ А

Известно [1, 2, 3], что коэффициент сверхпаправленности Для линей
ных антенн с токами из Ь2 определяется выражением

j|F(u)|2du 2nj|Z(x)|2dx

—a
?

Ui

j \F(u)\2du 

(33)

-u, -u,
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где [—Юі, uJ — область, соответствующая действительным углам. Для ан
тенн с токами из Lt формула (33) не имеет смысла, так как в этом случае, 
вообще говоря, ||7||Ьа = °°.

Поэтому введем для антенн с токами из Д коэффициент сверхнаправ
ленности уц при помощи выражения

(34)

f-
|и|>1

И(ц) I2
^u1- 1

du
а а

— л |/’(ж) jj(y)No(\x — y\)dydz

—а —а
Yb, — 9

J |F(«)|2du
-U!

W1

J |F(u)|2du
—Uj

Поскольку ток J(x) 6 Li связан с F(u) формулой (1), то введение коэффи
циента yL1 вместо уь2 позволяет сохранить информацию об осцилляциях 
тока Цх), играющих основную роль в явлениях сверхнаправленности. 
С другой стороны очевидно, что сохраняется также и информация об осо
бенностях, которые имеет ток.

Таким образом, коэффициент уЬ|, так же, как и уЬа, позволяет контро
лировать запас «реактивной» энергии вблизи антенны, распределение ле
пестков диаграммы направленности в области «мнимых» углов, изрѳзан- 
ность тока и т. д.

Введение коэффициента yLk (34) дает возможность ставить и решать 
задачи на экстремум параметров антенн с токами из Lh характеризующих 
излучаемую мощность, кнд, среднеквадратичный уровень лепестков и т. д., 
так же, как это делается для токов из L2 при помощи коэффициента yLr
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ДИФРАКЦИЯ СКАЛЯРНОЙ ВОЛНЫ НА НЕЗАМКНУТОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ С КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ ДИРИХЛЕ

(Представлено академиком A. H. Тихоновым 24 II 1972)

Пусть первичное поле гр°(д) дифрагирует на незамкнутой поверхности 
(Ляпунова) 5, краем которой служит гладкий контур L. Вторичное поле 
гр(д) удовлетворяетуравнению

ѵ2\р + &2<ф = 0 (1)

во всем пространстве вне 5 = s + L и граничным условиям Дирихле *

* Индексами + и — обозначаются предельные значения величины при переходе 
на s со стороны, куда направлена нормаль n, и с противоположной соответственно.

** На L должны отсутствовать источники (стоки) энергии; т. e. поток мощности 
через поверхность «цилиндра» радиуса p, охватывающего L, должен стремиться к ну
лю вместе с p.

гр+ = гр“ = —яр° на 5. (2)

Кроме того, гр подчиняется условиям типа Майкснера (1) ** на контуре L 
и условиям излучения на бесконечности.

Как известно, эта задача имеет единственное решение.
Целью настоящей работы является доказательство существования и 

построение последнего, путем обобщения метода Энскога.
Введем поверхностный «ток» на s при помощи выражения

(3)

Тогда поле гр во всем пространстве определяется формулой (2)

^(g) = -jw(p)/(p, Q)dp, (4)
s

где

(5)

a dp — дифференциал площади поверхности s в точке p. Пусть LR2(s) — 
совокупность функций ш(р), p e 5, для которых норма

IIw II = ($ Iw (p) I2 R (p) dp)'2 <00 • (6)

Здесь R(p) >0 при p^s — непрерывная на s функция, которая выбира
ется так, чтобы w^Ln2(s) удовлетворяли требованиям, налагаемым на ток 
условием Майкснера. Таким образом, R(p) должна обращаться в нуль на 
контуре L как ра, где p — расстояние до L, а 0 < а < 1. LR2(s) становится 
гильбертовым сепарабельным пространством, если ввести скалярное про
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изведение (3)

* Поскольку гр и гр™ непрерывны при переходе через s, индексы ± у них опу
щены.

(м>,ѵ) = $г₽в>)ѵ(р)Я(р)гір, w,v£L2R(s}; (7)
8

черта — знак комплексного сопряжения.
Покажем, что при любом w^LR2(s), величина ty/R, где гр определена 

формулой (4), также включена в LR2(s). Для этого напишем очевидное 
неравенство

$1W'2 (p) f (P, Q) 14> dg dP ^ S“P $ “Цц^ dq • IIw II2 •
8 8 ^^8 8

Поскольку R(q) обращается в нуль на L так, что правая часть неравен
ства конечна, то существует и двойной интеграл, стоящий слева. Отсюда 
следует, на основании теоремы Фубини, существование (почти всюду) и 
суммируемость (как функции g) интеграла

^\w4p)f(p,q)\^dp^L(S). (8)

8

Теперь остается применить неравенство Коши — Буняковского к вы
ражению 

^^"l57w'^^^r*Si^w/^^iwr^S^^F^-

S S 8

Правая часть этого неравенства суммируема на s, так как первый ее мно
житель суммируем (см. (8)), а второй ограничен. Поэтому суммируема 
и левая часть |гр|2/7?е£($), а значит, ty/R^LR2(s), и доказательство 
закончено.

Нам понадобится квадратичная лемма, которую легко получить, при
менив вторую теорему Грина к полям ф и ф™, возбуждаемым токами 
w e LR2(s) и wm e LR2(s), распределенными на s. Она имеет, учитывая (3), 
вид *

^mkP)w(p)dp = ^(p)Wm(p)dp. (9)
S s

Используя обозначение (7), ее можно записать как

(w, $m/R) = (wm, ф/Я). (10)

Пусть wm e L/(s), m = 0, 1, 2,...,— полное относительно LR2(s) семей
ство функций. Понимая теперь в (10) под ф и w поле и ток исходной за- 
зачи, а под фш — поле, возбуждаемое только что введенным током wm, пе
репишем ее, учитывая (2), в виде

(w,$m/R)=am, am = — (wm,^Q/R); (11)

здесь ат — известные числа, а фт определяется через wm по формуле ти
па (4).

Покажем, что семейство $m/R полно относительно LR(s), т. e. для 
функции v e LR(s) из условий

(v,tym!R)=Q при nz = 0,l,2,... (12)

следует v = 0 (почти всюду) на s.
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Действительно, вводя волновой потенциал

ф (?) = — $ V (p) / (р„ q) dp, Л_1Ф G= Ln (s), (13)
s

и используя лемму типа (10), перепишем (12) как

(ш„,Ф/7?)=0, m = 0, l,2,... (14)

Вследствие полноты wm относительно LR2(s), из (14) сразу следует, 
что Ф = 0 на s (почти всюду). Поскольку Ф(д)—волновой потенциал 
простого слоя (см. (13)) с током v^Ln2(s), то выполнены все условия 
теоремы единственности и из последнего равенства вытекает, что Ф(д) = 
= 0 во всем пространстве. Так как v равно скачку дФ / дп при переходе 
через 5 (см. (3)), то из только что сказанного следует, что p = 0 на s 
(почти всюду), и полнота доказана.

Ортонормируем теперь семейство ipm / 7?, т. e. построим функции
тп _

um = 2 4m)J£- , m =0, 1, 2.......... (15)
I n=0

где постоянные а(”7) находятся из условий (wm, ип) =Ьтп (см. (3)) и име
ют вид

п<т) __ rflm+l) / 1/75 n .ап — j^mn / V ^m^rnih

здесь

£»0 = 1, 7П+1 ----

f

^oo . • . d0m

d л dтпО • < ттп

D /■
D{mi^l) — алгебраическое дополнение элемента din в определителе Dm+i.

Система ит полна относительно LR2(s), поскольку полна исходная си
стема ipm / 7?. Найдем коэффициенты Фурье искомого тока w по функциям 
Um. Для этого умножим равенство (11) на a(j£ и просуммируем по m от 
нуля до n. Тогда, используя (15), получим

n
(w, un) = cn, cn = 2 ат ат. (16)

тп=Э

Таким образом, сп — искомые коэффициенты Фурье.
Как известно, ряд Фурье по полной, ортонормальной системе функций 

сходится (по норме 7>H2(s)) к функции из £д2($),длякоторойонсоставлен, 
поэтому

^(?)=2с««п(?), gES- (17)
n=0

Рассмотрим отрезок ряда

N|
FN (?) = — 2 сп $ / (P, ?) un (p) dp. (18)

71=0 8

Учитывая (4) и неравенство Коши — Буняковского, найдем
N N

|^(?)-£’w(?)| = |(w’- 2cnWn,7Afl)|<||44p~ 3cnWn||. (19)
» ' n —Г» ' I П—Л
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Пусть Q произвольная область пространства, не пересекающаяся с s. 
Тогда первый множитель правой части (19) ограничен в Q, а второй стре
мится к нулю при N-^oo вследствие сходимости (17) по норме, поэтому 
FN ^- гр равномерно в Q. Следовательно,

$(q)=^cnun(q), (20)
n=0

где

ип (?) = — $ / (p, q) un (p) dp.

•

Равномерно сходящийся в Q ряд (20) и дает решение поставленной 
задачи.

Вернемся к определению весовой функции R(q). Она стоит в знамена
теле выражения (15) для ип. Для улучшения сходимости ряда (17) (а зна
чит, и (20)) нужно, чтобы каждый член ряда имел ту же особенностьна£, 
что и ток w. Для этого R(q) должна иметь на L нуль порядка a = 0,5 (*)|

Все полученные здесь результаты справедливы и для случая, когда 5

состоит из нескольких отдельных поверхностей Ляпунова с суммарным 
контуром L.
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АКАДЕМИЯ НАУК СССР
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УДК 621.372.8.09:539.574.6

ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ НА СИСТЕМЕ 
ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ВОЛНОВОДОВ КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ

Я. H. Фельд, Г. А. Свистунов, А. Г. Кюркчан, 
А. С. Леонтьев

Задача дифракции плоской волны на конечной (и бесконечной) ре
шетке плоскопараллельных волноводов конечной длины с фланцами в 
плоскостях входного и выходного раскрывов сводится к системе из 
двух интегральных уравнений, которые решаются двумя независимы
ми методами — методом специальной ортогонализации [7] и обобщен
ным методом магнитодвижущих сил (МДС) [6, 8, 10]. В среднем сече
нии волноводов расположены фазовые корректоры, изменяющие фазу 
распространяющейся волны. Приведены некоторые результаты числен
ных расчетов (произведенных указанными методами) распределений по
лей в раскрывах волноводов, ксв в них, диаграммы направленности 
(в том числе с учетом сканирования за счет фазовых корректоров), 
кнд и коэффициента прохождения. ^

Задачи, связанные с дифракцией волн на структурах типа решеток, 
в настоящее время приобретают все больший интерес. Одним из примеров 
такого рода задач является задача дифракции электромагнитной волны на 
системе, состоящей из совокупности плоскопараллельных волноводов ко
нечной длины, образующих дифракционную решетку.

В литературе, посвященной дифракции волн на волноводных решет
ках, рассматривались задачи, связанные с бесконечными решетками за
крытого (волноводы полубесконечной длины) и проходного (волноводы 
конечной длины) типов. Первые из них могут быть решены как аналити
чески (случай волноводов с бесконечно тонкими стенками) [1], так и 
численными методами (волноводы со стенками конечной толщины) 
[2, 3, 4]. Решение задач второго типа может быть построено путем ис
пользования решений для задач первого типа [13], либо численными ме
тодами [5]. Работы же, посвященные решеткам проходного типа, состоя
щим из конечного числа элементов, нам неизвестны.

В данной статье рассматриваются задачи дифракции плоской (и ци
линдрической) волны на решетке проходного типа, состоящей из конеч
ного числа плоских волноводов с фланцами в плоскостях входного и вы
ходного раскрывов. Известно, что наиболее значительная взаимная связь 
между элементами в волноводных решетках наблюдается чаще всего при 
сканировании диаграмм в ^-плоскости. Нами рассматривались решетки
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из плоскопараллельных волноводов, возбуждаемые волной, вектор E кото- 
рой поляризован в плоскости, перпендикулярной стенкам волноводов. 
В каждый из волноводов помещен фазовый корректор (идеально согласо
ванный с волноводом), обеспечивающий поворот фазы распространяющей
ся ТЕМ-волны на заданную величину.

1. Пусть на систему плоскопараллельных волноводов с фланцами
(рис. 1, а) падает волна, вектор H которой имеет только одну компонен
ту Нх. На рис. 1, а приведена принятая система координат; Ѳ — угол па
дения первичной волны на систему волноводов, ф — угол наблюдения;

i

^\\ША\--------^ “

Ѵоложенивх 
сразо- ^^ 
вых нор- 2. 

ректоров ^

^

y^
$Ю Выходной раскрыВ 

Ѵ - ^Ш\Шf4

RW^

mww
Входной раскрыв

Рис. 1. Геометрия задачи

AWWWWWWl

ширина волноводов обозначена через аѵ, толщина их стенок равна 
&v — 0v, где Ьѵ — «период» решетки, а длина волноводов равна d.

Обозначим через е* (1) и е(2) искомые касательные составляющие элек- 
трического вектора на входном и выходном раскрывах соответственно. Ре
акция апертур волноводов на поля во внешних (по отношению к решетке) 
полупространствах Ѵ(1) и У(2) может быть учтена при помощи эквивалент
ных магнитных токов, распределенных на геометрической поверхности 
входного и выходного раскрывов 5(1) и 5(2) с плотностями [6]

(1) ^=2fn^*4 и Яц(2) = 2[пе(2>]

соответственно. В формулах (1) п — нормали к поверхностям раскрывов 
5(1) и 5(2), внешние по отношению к У(1) и У(2) соответственно. Поля, соз
даваемые токами (1), легко найти по известным формулам [8] для свобод
ного пространства. Так, для интересующей нас компоненты имеем

Ях = ^ 5 ^(*fl)^(7/')dy',z^O,

Яж = - ^2- J H^ (kR) e(2) (y') dy', z > d,

и s(2)
V=1 *

fl = f(z-z'V+(y-/)2-
Здесь е(1) и е(2) — у-составляющие векторов е(1) и е(2) соответственно. Пол

ное поле в области V(1) (z С 0) равно сумме поля, создаваемого токомА"/0
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и поля, возбуждаемого первичной волной в области 7(1) при металлизиро
ванных апертурах волноводов. В области Ѵ(2) полное поле совпадает с по

лем тока К^2\ так как в ней отсутствуют источники. Полное поле во 

внутренней области (т. e. в плоскопараллельных волноводах) можно за
писать в виде разложения по системе волноводных волн

(3)

N oo

v=l n=0
N oo

— поперечная модовая функция, отличная от нуля лишь на ѵ-м волново^ 
де; Yn = <о£о / Чп — волновая проводимость n-ro типа волны в ѵ-м волно
воде; 7пѵ = ѴА:2— (лп/аѵ)2 — постоянная распространения n-ro типа вол
ны в ѵ-м волноводе; Ьпѵ и cnv — неизвестные комплексные модовые ампли- 

— фаза в сечении z ѵ-го волновода, вноси
z < d/2

мая фазовым корректором для дг-го распространяющегося типа волны *; 
эту фазу на выходе ѵ-го волновода решетки удобно записать, например, 
в виде

(За) Гпѵ =v—-—sin p, 
л

p — угол наклона линейного фазового фронта в выходном раскрыве ре
шетки, обусловленного фазовыми корректорами при условии, что на входе 
решетки имеет место синфазный фронт.

Приравнивая теперь касательные компоненты полного магнитного век
тора с внутренней и внешней сторон соответствующих апертур и выра
жая модовые амплитуды Ьпѵ и с„ѵ через неизвестные распределения е(1) и 
е(2) на этих апертурах, получим систему интегральных уравнений

N

X КПѴФПѴ (у) Ф7/ (/)} eW (y') dy' -

тут V=1 n=0
US?)

♦ Множители вида e^z) в формулах (3) описывают влияние фазовых корректо
ров в каждом из волноводов. Фазовые корректоры можно представить себе в виде 
бесконечно тонких пленок, расположенных в волноводах в сечении z = d / 2 и обес
печивающих скачок фазы без изменения амплитуды.
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(5)
5 {^я£2)(Л|у-Н) +

U S® 
v=l *

X У„ѴФПѴ (у) Фпѵ (?/')} e<2) (У) dy' —

где функция
2Yoe~iky sin ѳ при падении на решетку плоской волны

f(y) =
под углом Ѳ,

2YoH^(kr) при падении на решетку цилиндрической 
волны;

r — расстояние от оси цилиндрической волны до входного раскрыва; 
к = 2л / К; Y0 = Ѵе0 / ц0 — волновая проводимость свободного пространства.

В дальнейшем будем предполагать, что входные и выходные апертуры 
волноводов и сами волноводы одинаковы.

Введем новые неизвестные функции gi и g2 по формулам 
е(1)=(^ + ?2)/2и^ = (гі-?2)/2.

Тогда, складывая и вычитая (4) и (5) и проводя элементарные алгебраи
ческие преобразования, приходим к следующей системе уравнений: 

<6> 4 $ (4^(*ii/-/i)+^x

N 
и sv 

V=l

N oo
*EE

^=1 71=0

где ________
p = 1, 2; rn = Ус2 — п2; с = ka / л.

Физически замена (4) и (5) уравнениями типа (6) означает замену ис
ходной задачи двумя более простыми, а именно: волноводы, составляющие 
решетку, заменяются системой канавок глубиной d / 2, дно которых обра
зуют электрические или магнитные стенки (рис. 1, б).

В случае решетки из бесконечного числа волноводов уравнения (6) 
могут быть несколько упрощены. Так, если на решетку падает плоская 
волна,

T Г yi cos(7nd + BnU)) + (-l)* с

J (Z- jrnsin(7nd + |„(d)) с,
— a/2 n = 0

Фп(у)Фп(/) +

+ У ^-^ } gr W<V _ (2n/m) e-. ■■■ •,
^™“ *Jm J

(7)

m=- oo
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ГДе
1 f / 2nm \

p = l,2; фт(у) = — ехр< Ц-----------*sin0ly
V6 1 ' Ъ 1

— собственные волны бесконечной периодической решетки; Сі = ЛЬ/л; 
Sm = Vci2— (2тп—CiSm0)2; Ъ — период решетки. Здесь были использова
ны однородность и периодичность бесконечной решетки, благодаря кото
рым поля во внешнем пространстве могут быть представлены в виде ряда 
по пространственным гармоникам (теорема Флоке). Заметим, что ядра 
уравнений (6) и (7) содержат логарифмические особенности, легко выде
ляемые при преобразовании рядов, входящих в них.

2. Решение систем (6) и (7) было осуществлено двумя независимыми
методами — методом специальной ортогонализации [7, 9] и методом обоб
щенных магнитодвижущих сил (МДС) [8]. При использовании метода 
специальной ортогонализации ряды для полей в апертурах волноводов 
сходятся, вообще говоря, лишь среднеквадратически; однако интегральные 
функционалы от этих рядов (диаграмма направленности, коэффициент 
отражения и т. п.) сходятся равномерно и достаточно быстро, что удобна 
при практических расчетах. Так, в случае бесконечных решеток получают
ся пригодные для приближенных расчетов одночленные формулы для ко
эффициента отражения плоской волны от входной апертуры:

______________ 1__________ __

л2сСі sin20cosO[cos(cc2)—l]
i--------- —-----------------------------------------

4 „ / пс sin 0 \ .
Sin \—2----- / sin'CC2)

(8) fl = l- ------

1-

1

l-i
n2cc{ sin20cosO[cos(cc2)+l]

где c2 = nd / a (здесь вносимая корректорами фаза равна нулю).
С другой стороны, метод обобщенных МДС позволяет рассчитывать п 

распределения полей в апертурах волноводов, обеспечивая равномерную 
сходимость ряда для поля в апертуре. Кроме того, последний метод обе
спечивает, видимо, менее громоздкую процедуру решения для случая па
дения на решетку неплоской первичной волны.

Расчет параметров решеток методом ортогонализации проводится па 
рекуррентным формулам типа Шмидта (аналогично тому, как это делает
ся в работе [9]), причем в качестве исходной полной системы функций 
выбрана следующая:

(9) фп<₽>=Ф«ѵ(»)/У^»п-іа^’>,

где p = 1, 2; о = [n — (v — 1) ] /N, a = 0, 1, 2,...; v — номер волновода, 
v = 1, 2,..., N;

Лтп=і й H^^y-y'^^^^^dy'dy'

N
U sv
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(p) 
Лп =

cos(c2yc2 — qa + ^nv(d)) + (— 1)? 

л Ус2 — a2sm(c2Vc2 — о2 + %n (d)) 
для с2 > о2,

сЬ(с2Ус2 — о2 + £пѵ(гі)) + (—1)₽
------- ===---------=^=------------ ДЛЯ С2 < 0 . 

лУо2 — с2вЬ (c2Vo2 — c2 + |nv(d))b
Исходная система функций (9) выбрана из соображений максимального 
упрощения вычислений. Можно было бы использовать систему функций, 
в которой каждая имела бы нужную особенность, обусловленную наличи
ем краев; при этом сходимость процесса улучшилась бы, однако это при
водит к более громоздким выкладкам.

Таким образом, для диаграммы направленности, например, может быть 
написана формула

(10) F(O,(p) = ^^Ia^(0)a^(q))-a^ (Ѳ)а‘2) (<р)],

n = 0

гдекоэффициентыап(р); «*/’определяются рекуррентными формулами вида

(H)

Для an?

(P)__ r(P)
Cbo — jQ .

'(p) r(p)n подставляют f n , где
^(P)_ gnW

УАпп — га/’

exp{—ine(v—l)—sina}yeo[e_<"(cslna+a) — 1]

в формулу (11) вместо / 
,(P)__ gn(0)
/n

У4„„-іа/>

gn(a) = sina
02 — с2 sin2 a

»

В формуле (11)
» m—1
j (p) __  \ ^ D (p) D (p)
^mn 7 .Dq™ 7Jqn

P (p)
&тпп

л (p)
^mn

q=0

B
m̂n

0,
^4mn

m С n,

m > n,

У (Ann — ia/’) (Amm — ia(/’)

о(р)=У”
&0n &0n ,

d(P) = 1, U'mm — 1*

?

Формулы, подобные (10) — (И), могут быть выписаны и для других 
функционалов от полей (коэффициент отражения, кнд и т. д.).

Следует отметить, что наиболее интересными параметрами являются 
именно функционалы от распределений полей в апертурах, а не сами 
распределения.

При использовании метода обобщенных МДС в качестве базисных (для 
преобразования уравнений (6) и (7) в системы алгебраических уравне
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ний) были взяты, по примеру [10], следующие функции: 

^)<’",<К!"

(0, вне этого интервала

И Vm(p) =6(p-^m), где

*' = *(444^(444 
«■■-м-н-тн;

E( ) означает «целая часть», 0<Д<1; P — число точек разбиения на 
одной волноводной апертуре; Z, тп = 1, 2,..., N X Р; N — число волновод
ных апертур. Оказывается, что при таком выборе функций определители 
получающихся систем алгебраических уравнений хорошо обусловлены, и 
системы имеют устойчивое решение.

3. Полученные формулы позволяют рассчитать ряд параметров, харак
теризующих рассматриваемую решетку. Ниже приводятся результаты 
расчетов для распределений полей в апертурах волноводов, коэффициента 
прохождения, диаграмм направленности отдельных волноводов и всей си
стемы, а также кнд в зависимости от геометрических параметров системы, 
длины волны, угла сканирования и угла падения возбуждающей волны.

Как уже указывалось ранее, решение задачи осуществлялось двумя 
независимыми методами, причем результаты сравнивались. Кроме того, 
для идеально проводящей ленты сравнивались результаты расчета 
диаграмм рассеяния, проведенные указанными выше методами, с приве
денными в книге [11]. На рис. 2 изображены соответствующие диаграммы 
и распределение тока на ленте. Из рисунка видно, что уже при числе то
чек на ширине ленты, равном 11 (приблизительно 2ka) —при расчете по 
методу обобщенных МДС-, или при числе исходных функций (метод 
специальной ортогонализации), равном 7 (т. e. порядка Aa), совпадение 
результатов между собой и с точными [11] очень хорошее.

На рис. 3 приведены распределения полей в апертурах волноводов для 
решеток из одного и из трех излучателей, рассчитанные обобщенным ме
тодом наведенных МДС. По оси абсцисс здесь отложены координаты точек 
(и их число), в которых определялись значения полей. Как видно из этих 
рисунков, поля имеют подъемы на краях апертур, соответствующие осо
бенностям точных решений. В случае системы из одного волновода, как и 
следует ожидать, распределение поля на его выходной апертуре не зави
сит от угла Ѳ, поскольку при расчетах предполагалось, что между входным 
и выходным раскрывами взаимодействие осуществляется только по основ
ному типу волны. Для системы из трех волноводов распределения полей 
в каждом из них сильно отличаются друг от друга и значительно меняются 
с изменением длины волны и геометрических параметров Ъ и d решетки 
и угла падения Ѳ. При изменении угла падения плоской волны на решет
ку распределения полей в раскрывах волноводов становятся асимметрич
ными. Эта асимметрия связана, по-видимому, с различным поведением 
полей в окрестности ребер. Как видно из рис. 1, а, например, если принять, 
что для клина, образованного левым фланцем и стенкой левого волновода, 
направление падения первичной волны составляет угол Ѳ с осью z, то для 
правого ребра того же волновода это эквивалентно, с точки зрения харак
тера распределения полей, падению первичной волны под углом —Ѳ.

Особенно сильно меняется характер распределения полей в раскрывах 
волноводов в том случае, когда их длина кратна X/4. В этом случае одна 
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из систем эквивалентных канавок (рис. 1, б) является резонансной. Это
му случаю соответствуют кривые распределений полей, приведенные на 
рис. 3, ві. Видно значительное отличие распределений полей от случаев, 
когда нет описанных резонансов (рис. 3, в2, в3). Распределения полей на 
раскрывах отдельных волноводов позволяют, таким образом, судить (по их 
искажениям) о взаимном влиянии волноводов.

Рис. 2. Диаграмма рассеяния лентой и распределение тока (ka = V28; Ѳ = —45°):
1 — строгое решение (из книги Уфимцева [11]); 2 — метод моментов (p= 11); 3 — метод орто
гонализации (H-6); 4— метод моментов (р = 19); 5 — метод ортогонализации (й-10);

6 — распределение тока (p — число точек на ленте; R—число гармоник на ленте)

На рис. 4 приведены кривые зависимости ксв в излучателях трехэле
ментной решетки от ее геометрических параметров. Как видно из графи
ков, эта зависимость является осциллирующей от длины волноводов d и 
длины волны Л. Возможны режимы, для которых ксв в крайних волново
дах резко отличаются от ксв в средних, что, очевидно, объясняется их 
взаимным влиянием.

0 (Ѳ=0) 10° 20° 30° 45° 60° 75°

Фмакс 10о21' 20°23' 29497 46°47' 60°18' 75°46'
Ѳ(3 = о) 15° 30р 45° 60° 75° —
Фмакс 12°49' 31°44' 46°40' 60°45' 73°19' —

На рис. 5 приведены диаграммы направленности крайнего и среднего 
волноводов трехэлементной решетки, а также диаграмма направленности 
отдельного изолированного волновода с фланцами. Из рисунка видно зна
чительное искажение диаграммы излучателя в результате взаимодействия.

Диаграммы направленности всей системы и отдельных элементов для 
углов наблюдения в окрестностях ф = ± л / 2 уплощаются. Это обстоятель
ство связано с наличием в этих окрестностях только нормальной к фланцу 
компоненты электрического вектора. Взаимодействие отдельных волново
дов и наличие фланцев вызывают значительное изменение уровня боковых 
лепестков, величины провалов в области «нулей» и формы диаграммы на
правленности.

Для решеток из 5 и 7 волноводов были проделаны методом специаль
ной ортогонализации расчеты их параметров при наличии фазовых кор-
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Рис. 3. Распределения амплитуды поля в раскрывах волноводов одно- и 
трехэлементных решеток (сплошные кривые — распределение поля на 

входе; пунктир — распределение поля на выходе):
a-a/Xcp = 0,3125, d/Xcp = 3,75; б — Ѳ = О; e-0 = O, Ь/Хср = 0,375; г —

Ѳ = 0, b / Лср = 0,375, Л = Лср; д — b / Лср = 0,375; d / %cp = 3,75; к = Лср

Рис. 4. ксв излучателей трехэлементной решетки:
a_e = 0, b/Xcp= 0,375, d/Zcp = 3,75, а/Лср«=0,3125; б — Ѳ = О,

b / Лср = 0,375, а / Лср = 0,3125, к / Лср = 1
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Рис. 5. Решетка из трех элемен
тов (а / %cp = 0,3125, b / %cp = 
= 0,375, d / Лср = 3,75, % / %Cp = 

= 1):

ректоров. Рассматривались варианты, 
когда: 1) менялся угол Ѳ падения плос
кой волны, а угол p наклона фазового 
фронта, создаваемого корректорами, был 
равен 0; 2) угол Ѳ был зафиксирован 
(Ѳ = 0, 30, 60°), а угол j3 изменялся в пре
делах ±70° за счет фазовых корректоров 
(см. рис. 6). Анализ этих расчетов показы

вает, что во втором случае, когда фаза в 
каждом из волноводов принудительно из
меняется (за счет фазового корректора), 
ошибка в установке максимума диаграммы 
решетки в заданное положение несколько 
меньше, чем в первом случае. Это видно, 
например, из таблицы.

На рис. 6 приведены также для сравне
ния множитель решетки из 5 излуча
телей с равномерным амплитудным рас
пределением и тем же периодом. Видно 
существенное различие сравниваемых 
кривых.

Из анализа проведенных расчетов сле
дует, что взаимодействие между волново
дами в значительной степени обусловли
вается высшими типами колебаний, воз
никающими в их апертурах. Так, напри
мер, диаграммы отдельного волновода с 
фланцем могут быть рассчитаны с хорошей 
точностью при учете только одной основ
ной (распространяющейся) моды, в то 
время как расчет диаграмм системы, со
стоящей из нескольких волноводов, тре
бует учета уже по крайней мере одного —
двух высших типов волн.

На рис. 7 приведены кривые зависи
мости относительного кнд решетки от уг
лов Ѳ (p = 0) и p (Ѳ = 0). Из них видно, 
что в пределах сектора ±45° кнд решетки 
спадает по закону, близкому к квадрату 
косинуса, при больших же углах влияние 
фланцев приводит к стабилизации и даже 
к некоторому увеличению кнд. Коэффи
циент прохождения (например в том виде, 

[12]) не представляет большого интереса в 
как для системы, состоящей из конечного

а — диаграммы трехэлементной ре
шетки; б — диаграммы крайнего 
волновода в трехэлементной решет
ке; в — диаграммы среднего волно
вода в трехэлементной решетке; 
пунктир — диаграмма изолированно

го волновода

как он определяется в книге 
рассматриваемом случае, так 
числа волноводов (узких щелей в толстом экране), он может быть при не
которых значениях геометрических параметров системы больше единицы 
за счет интенсивного «засасыв’ания» энергии из области пространства вне 
«трубок», вырезаемых щелями. Очевидно, в реальной решетке (для не
крайних волноводов) коэффициент прохождения близок к коэффициенту 
прохождения в бесконечной решетке с такими же параметрами волново
дов. Поэтому коэффициент усиления считался как произведение кнд на 
коэффициент прохождения волны в бесконечной решетке. На рис. 8 при
веден соответствующий график для решетки из 5 волноводов, из которого 
видно, что падение ку на 3 дб происходит при отклонении луча при-
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Дифракция электромагнитной волны 907

!,0

Рис. 6. Диаграммы пятиэлементной решетки (а / %Cp = 0,3125, 
b / %cp = 0,375, d / lcp = 3,75, Л / Acp = 1):

а — сплошная кривая, Ѳ — 0, пунктир — Ѳ = 30®, штрих-пунктир — Ѳ = 
= 60°; крестики — множитель решетки точечных излучателей с равно
мерным амплитудным распределением; N = 5, 0 = 0; б — сплошная 
кривая, 3 = 10°, пунктир — 3 = 30°, штрих-пунктир — 0 = 0; N = 5,

близительно на ±40° от нормали, что хорошо подтверждается на 
практике.

Рассмотренные выше методы решения позволяют получить численные 
результаты для решеток при падении на них неплоской волны, при нали
чии в волноводах диэлектрических пробок, согласующих штырей, несогла
сованных (взаимных и невзаимных) фазовых корректоров с потерями 
ит. д.

Отметим, что расчет функциональных параметров подобных решеток 
(диаграмм направленности, кнд и др.) выгоднее (с точки зрения быстро
ты и объема вычислений) производить по формулам метода специальной 
ортогонализации [7, 9], причем программирование задачи целесообразнее 
производить не на АЛГОЛ, а на языке машины, так как при этом эконо
мится большой объем оперативной памяти и программируемые формулы 
достаточно просты. В то же время, если при расчетах по методу обобщен-
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ных МДС [8] пользоваться подпрограммами обращения комплексных мат
риц (не разбивая их заранее на действительные и мнимые части), то эта 
позволит значительно увеличить объем полезных расчетов (напримерг 
довести систему до 15—20 волноводов при расчетах на машине «М-220»).

Рис. 7. Относительный кнд пятиэле
ментной решетки:

^

f0 го 30 40 50 60 70 p

сплошная кривая — кнд(Ѳ); пунктир — 
кнд(З); штрих-пунктир — cos2 Ѳ

Рис. 8. Коэффициент прохождения и 
коэффициент усиления пятиэлементной 

решетки:
сплошная кривая — Т2; пунктир — ку(Ѳ); 

штрих-пунктир — ку(р)

Что касается необходимого машинного времени, то расчет, напримерг 
диаграммы направленности системы из 7 волноводов по формулам 
(10) — (11) занимал около 15 мин (на «М-220»).

В заключение авторы выражают глубокую признательность M. Г. Бел
киной и В. В. Яблонской за руководство вычислениями на ЭВМ.
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ЭКРАНАХ

(Представлено академиком M. А. Леонтовичем 29 XI1972)

Рассмотрим дифракцию первичной волны E0, H0 на незамкнутом бес
конечно тонком, идеально проводящем экране 5 с гладким контуром J?. 
Поле E0, H0 возбуждает на экране s поверхностный ток К, создающий вто
ричное поле E, H. Последнее должно удовлетворять однородным уравнени
ям Максвелла вне s = s + &, граничпому условию

Ef = — Е? на s, (1)

условиям Майкснера на контуре 2? и условиям излучения на бесконечно
сти. Эта задача имеет единственное решение. Построим его. Нам понадо
бится лемма Лоренца, которую удобно записать в виде

(2)

здесь К и Kn — плотности поверхностных токов, распределенных на s и $0 
соответственно, а, например, Е{К, $} —электрический вектор поля, воз
буждаемого током К, распределенным на s. Под $0 будем понимать поверх
ность, получающуюся в результате дополнения s до замкнутой при пома 
щи геометрической поверхности S (s0 = 5 + S).

Полагая, что в равенстве (2) К есть искомый ток, а Кл — один из се
мейства вспомогательных токов (которое мы определим ниже), перепи
шем (2), учитывая (1), так:

KnE°rfs + \ KnE{K,s}ds. (3)

Используя обозначения
на s,

’ (MK^o)Has,
^yE((K,s)Ha2, п 1 — роКп на2, (4)

где po — волновое сопротивление свободного пространства, придадим ра
венству (3) следующий вид:

(5)

Это соотношение является основным в развиваемом методе.
Для нахождения при помощи (5) вектора I введем гильбертово прост

ранство Лй2($о), элементами которого являются вектор функции, заданные 
на s0 и касательные к ней. Скалярное произведение и норму определим 
формулами

(6)

I =
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здесь R — линейный оператор, выбираемый так, чтобы выполнялись ак
сиомы гильбертова пространства и все элементы LR2(s0) удовлетворяли ус
ловиям Майкснера для тока при приближении к 2? со стороны s и электри
ческого поля, при приближении со стороны 2; черта — знак комплексного 
сопряжения.

Практически в качестве R удобно брать двумерный тензор второго ран
га, имеющий (в ортогональной системе координат) диагональный вид с 
положительными на 5 и 2 компонентами. Если одна из координатных ли
ний Xi = const совпадает с <2?, то Яи должно стремиться к бесконечности 
как р“ /2 (p — расстояние до 27), a R22 к нулю как р'Л при приближении к 2? 
со стороны 5; при приближении со стороны 2 R^ должно стремиться к 
нулю как р'/2, a R22 оставаться конечным (см. ниже).

Обозначения (6) позволяют записать равенство (5) так:

(І,Я-фп) = ап, an = —^KnE°ds; (7)

s

Я"1 — оператор, обратный операторуЯ (ЯЯ_1 = 1), а ап — известные 
числа.

Выберем в качестве Kn, n = 0, 1, 2,..., семейство дважды непрерывна 
дифференцируемых * на $е векторных функций, полное относительно L(s^ 
(£($о)—пространство суммируемых на $0 векторных функций, танген
циальных к s0; LR2(s0) <=L(s0)). Такое семейство всегда существует. Легко 
видеть, что I и R~'Fn включены в LR2 (s0).

Введем еще подпространство 7И($0), элементами которого являются 
вектор-функции A ^ LR2 (s0), удовлетворяющие следующим дополнитель
ным требованиям:

1) А имеют непрерывные вторые производные на $;
2) нормальная к 2 компонента А стремится к нулю, при приближе

нии к Z со стороны 5, не слабее чем р‘/2. _
Jf(so) всюду плотно в £в2($0), поэтому его замыкание А/($0) совпадае-і 

с Ял2($о). Покажем сначала, что семейство Я~ТП, n = 0, 1, 2,..., полно от
носительно M(so), т. e. из условий

(A,2?_1Fn) = §AFnds = 0, n = 0,l,2,..., (8)

So

где A e Af(so), следует, что A = 0 на $0.
Перепишем равенство (8),учитывая (4):

5 AE {Kn, s0} ds — р0 $ KnA ds = 0, 
s s

или, используя лемму типа (2),

§ KnE {A, s} ds — р0 § KnA ds = 0.
s0 E

Представляя первый интеграл в виде суммы интегралов по s и S и 
объединяя соответствующие члены, запишем последнее равенство так:

$ KnF ds = 0, n = 0,1, 2,..., (9)

So

где
Ef(A,s) на s,
Ej {А,’$} — роА на 2. ^^

♦ Это требование можно ослабить.
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Поскольку F ^Z/(so), а семейство Kn полно в L(s0), то из условий (9) 
следует, что F = 0 (почти всюду) на $0. Отсюда, учитывая (10),

EJA, 5} =0 на s, poA = EjA, $} на S. (11)

Поле Е{А, s), Н{А, 5} вследствие первого условия (11) и теоремы един
ственности обращается в нуль во всем пространстве. Так как ток А равен 
скачку HJA, s) при переходе через 5, то A = 0 на $; из второго усло
вия (11) следует также, что A = 0 на_2. Таким образом, A = 0 на $0 и пол
нота в M(so) доказана. Поскольку M(s0) =LR2(s0), то вследствие непре
рывности скалярного произведения jR_1Fr полно также относительно 
£в2(*о).

Дальнейший путь решения аналогичен используемому в методе 
Энскога (1). __

Прежде всего ортонормируя семейство R~lFn, приходим к функциям

m
Um = 2 a«m) R''K, m = 0.1» 2,..., (12)

n=Q

где числа a^ находятся из условий (u^, un) = 8тп по известным форму

лам. Далее, умножая первое равенство (7) на а^т) и суммируя результат 
по n от нуля до тп, найдем

m
(I. Um) = ст, ст = 2 апа^У. (13)

n=0

Таким образом, ст — коэффициент Фурье вектор-функции I, и, следо
вательно,

oo

i(0)=2*nM3). ?^so. (i4)
n=0

Этот ряд сходится по норме LR2(s0) и определяет ток К на s и Е, на S 
(см. (5)). Искомое вторичное поле определяется во всем пространстве 
рядом

oo

E^E(K,s)=^JW (15)
n=0

здесь
1 P e~ik\p~Ql

ѵ^ = ^г rotrot Wp) W-Wds-
s

Выражения для H мы не выписываем. Как и в (2), можно показать, что 
ряд (15) сходится равномерно в любой области, не пересекающейся с s. 
Для улучшения сходимости ряда (14) (а значит, и (15)) желательно, что
бы каждый его член имел такие же особенности на 27, как и I. Это обеспе
чивается указанным выше выбором оператора R.

Если вычисление Е{К„, $0}, входящей во все расчетные формулы 
(см. (4)), не легче, чем E{K„, s), то метод следует упростить. Для этого 
нужно положить Kn = 0 на S. При этом E{Kn, s0} = E{Kn, s), интегралы по 
2 исчезают и всюду следует заменить $0 на s, I — на К и Fn — на E,{Kn, s). 
Функции un(g), q^s, получаются теперь в результате ортогонализации 
семейства 7?“1Ef{Kn, $} на s, полнота которого в Лд2($) есть простое след
ствие полноты Z?_1Fn в LR2(s0). Таким образом, отпадает необходимость 
введения S (ср. с (2)).
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Отметим еще, что основное равенство (5) может быть непосредственно 
использовано для сведения задачи к решению системы линейных уравне
ний, минуя ортогонализацию. Для этого достаточно подставить в (5) выра
жение для I в виде ряда

oo

I = 2 Ьт^ті Аш GE LR ($о),
m=o

где Аш — полное в LR2 ($0) семейство фуикций.
Тогда для нахождения постоянных Ьт будем иметь систему

oo

2 ^nnfim “ ^n, ^ = 0,1, 2,..., Znm = ^ FnAm ds.
ТП~0 8g

Числа Znm и ап (см. (7)) известны.
Если выбор Ат произведен так, что последняя система хорошо обу

словлена, то определение Ът на ЭВМ не представляет большого труда.

Поступило 
14X11972
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ДИФРАКЦИЯ СКАЛЯРНЫХ ВОЛН 
НА НЕЗАМКНУТЬК ПОВЕРХНОСТЯХ

Я. H. Фелъд

Построен единый ряд для «тока» (скачок нормальной производной 
поля в случае условий Дирихле и скачок самого поля для условий Ней
мана) на заданной поверхности и поля иа вспомогательной поверхности, 
дополняющей заданную до замкнутой. Ряд этот сходится по норме не
которого пространства LR2(so). Получен также равномерно сходящийся 
ряд для искомого дифрагированного поля. Метод решения основан на 
использовании квадратичных лемм с последующей ортогонализацией 
некоторой полной (относительно LR2 (s0)) системы функций.

В качестве примера рассмотрена дифракция плоской волны на части 
кругового цилиндра. Приведены кривые распределения тока и диаграм
мы направленности вторичного поля.

Указан метод сведения рассматриваемых задач к системам линей
ных уравнений.

1. КРАЕВЫЕ УСЛОВИЯ ДИРИХЛЕ

Пусть первичное поле ф0С7) дифрагирует на незамкнутой поверхности 
5, краем которой служит гладкий контур 27.

Вторичное поле удовлетворяет уравнению

(1) Ѵ2ф + £2ф = 0

во всем пространстве вне s = s + 2? и краевым условиям Дирихле

(2) ф+ = ф“ = —ф° на 5 *.

Кроме того, ф подчиняется условиям типа Майкснера [1] на контуре 3? 
и условиям излучения на бесконечности. Как известно, эта задача имеет 
единственное решение. Целью настоящей работы является построение по
следнего. Введем поверхностный «ток» на 5 при помощи выражения

(3)
5ф+ дф~

w =--------------------- 1--------------
дп дп

где д / дп — оператор дифференцирования по направлению нормали к 5. 
Тогда поле ф во всем пространстве определяется формулой [2]

(4) ^tq) = -^w(p)f(p,q)dp.

8
Здесь

(5) f(p, q)
^ e-ik\p-q\

4 л I p — q I

* Индексами « + » и «—» обозначаются предельные значения величин при пе
реходе на 5* со стороны, куда направлена нормаль n к s, и с противоположной соот
ветственно.
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dp — дифференциал площади поверхности s в точке p, к — волновое 
число.

Дополним s до замкнутой поверхности при помощи геометрической по- 
верхности5 (рис.І).Введем также следующие обозначения: so = $ + S, 
^{р, $} — поле, возбуждаемое током v, распределенным на s. Таким обра

зом, поле (4) можно записать так: ^(g) = 
= ^, «}•

Нам понадобится квадратичная лемма, кото
рую легко получить, применив вторую теорему 
Грина к двум полям ^{w, $} и ф{грп, So}, ВО3" 
буждаемым токами w и wn, распределенными на 
5 и $о соответственно. Она имеет, учитывая (3), 
вид *

* Поскольку ^p(uJ,s) и '4)(^n,so) пепрерывны при переходе через $0, индексы 
«±» у них опущены.

J wty{wn,so}dp = ^ wnty{w,s}dp.

8 S0

Полагая, что в равенстве (6) w есть искомый ток (3), a wn — один из се
мейства вспомогательных токов (которое мы определим ниже), перепишем 
его, учитывая (2), так:

(7)

Используя обозначения

(8) {w на s, 

kty{w, 5} на S, {kty {wn, $о} на s,

— wn на S,

придадимравенству (7) следующийвид:

(9) JJFndp = - &j Wntfdp.

во 5

Это основное соотношение, которое используется ниже для нахождения /, 
т. e. (см. (8)) тока w на s и поля ^ на S. Формула (4) после этого позво
ляет определить поле всюду. Введем гильбертово пространство Лп2($0), эле
ментами которого являются функции, заданные на s0. Скалярное произве
дение и норму определим формулами [3]

(10) (w, v)= j*  w(p)v(p)R(p)dp, ІЫ = У (ш, w).

So

Здесь черта — знак комплексного сопряжения, a R (p) > 0 при p € s — не
прерывная на s функция, стремящаяся к нулю при приближении к 3?, так, 
чтобы w б LH2(s0) удовлетворяли требованиям, налагаемым на ток условием 
Майкснера (см. ниже); на поверхности S (S = S + 27) функция R(p) > 
> e > 0 непрерывна и, в частности, может быть константой. Функция при
надлежит £л2($о), если ее норма конечна. Наряду с Лл2($0) будем рассмат
ривать также пространство L^(s)j отличающееся заменой $0 на s. Норма 
и скалярное произведение снабжаются при этом индексом s.
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Обозначения (10) позволяют записать равенства (9) так:

(11) (/, FJR) = an, an = -k J ^ш„ dp,

s

где ап — известные числа. Выберем в качестве wn (n = 0, 1, 2,...) семей
ство функций из Ля2($о), полное относительно последнего.

Методом, тождественным приведенному в [4], можно показать, что при 
любом v £Ln2(s0) величина -ф(р, s0} / R также включена в LR2(sQ). Легко 
видеть, что и Fn / R G LR2(sQ). Это следует из того, что wn 6 LB2(s«) по опре
делению, a R > e > 0 на 2 и гр{^п, s0} / R 6 LK2(s0), как было только что 
отмечено. Очевидно и J G Z/(s0), если w б LR(s).

Покажем теперь, что последовательность Fn!R (n = 0, 1, 2, ...) полна 
относительно LR2(s0), т. e. из условий

(12) (v,Fn/R) = ^vFndp = Q, n = 0,l,2,...,

So

где v G LB2(s0), следует, что v = 0 на $0. Перепишем равенство (12), учиты
вая вторую формулу (8):

&j* vty{wn,so}dp—^ vWndp = 0, 

s ( X

или, используя лемму типа (6),

fcJ wnty{v,s}dp — ^\wnvdp = Q.

.s-0 ^

Представляя первый интеграл в виде суммы интегралов по s и S и объе
диняя соответствующие члены, запишем последнее равенство так:

(13) j wnFdp = (wn, F/R) = 0, n = 0,1, 2,...,

«0

{
Агф{р,$} на s, 

kty{v,s}—v на S.

^/Я££л2($о),таккакр££п2($о) и, следовательно, гр{р, s}/R£LR2(s0), 
как уже отмечалось выше. Поэтому поскольку система wn полна относи
тельно Z/R2(so), из условий (13) следует, что F/ R = 0 на $0 (почти всюду). 
Отсюда, учитывая (13a),

(14) xp(p,s) =0 на 5, p = &^(p,s) на 2.

Поле ф{^, s), вследствие теоремы единственности и первого условия (14), 
обращается в нуль во всем пространстве. Так как ток v равен скачку 
dty/dn при переходе через s (см. (3)), то v = 0 на $; из второго усло
вия (14) следует, что v = 0 и на 2. Таким образом, v = 0 на s.o и полнота 
доказана.

Дальнейший путь решения аналогичен используемому в методе Энско- 
га [5].
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Ортонормируем прежде всего семейство Fn / R, т. e. построим функции
m

(15) um = у1, a^FjR, wz = 0,l,2,...,

n=0

где постоянные a^ находятся из условий (um, un) = 6тп (см. [3], стр. 88) 
и имеют следующий вид:

(16)
(^) T^(^+1 /1/тл тч

Q'n Dmn /fDmDm^.
Здесь

Do — 1» Djn+i

doo • • • ^0m

dmQ. <• • ^mm

Mn+1) — алгебраическое дополнение элемента din в определителе Дп+і.Си- 
стема ит полна относительно Лн2{$0), поскольку полна исходная система 
Fn / R- Найдем коэффициенты Фурье функции J по ортонормальной систе
ме ит. Для этого умножим первое равенство (11) на а^п) и просуммируем 
результат по n от нуля до m. Тогда, используя (15), получим

m

(17) (/, ит) Ст, где ст
n = 0

Таким образом, ст — искомые коэффициенты Фурье функции J£LR2(s0), 
совпадающей с током на s и полем на S (см. (8)). Как известно, ряд Фурье 
по полной, ортонормальной системе функций сходится (по норме Дв2($0)) 
к функции из LR2(s0), для которой он составлен, поэтому

oo
(18) J(q)=^cnun(q), qQs,.

n=0

Рассмотрим отрезок ряда
N

(19) Q"(g)=-y,Cnf f(p, q)uAp)dp.

n=0 s

Учитывая (4) и неравенство Коши — Буняковского, найдем

(20)
Я

l^(?)-®J^(g)l=|(w-^|cnwn,7/z?)j| <
n = 0

Пусть Q — произвольная область пространства, не пересекающаяся с s. 
Тогда первый множитель правой части (20) ограничен в Q, а второй стре
мится к нулю при N^- «>, вследствие сходимости (18) по норме £л2($0),

^ N

поскольку Поэтому $N(q) ^- ^(#) рав-
n = 0 71 = 0
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3

номерно в Q. Следовательно,

(21)
oo

ЙМН s}=^cnUn(q)

где

(22) Un (q) = - J f(p, q) un (p) dp.

Равномерно сходящийся в Q ряд (21) и дает решение поставленной зада
чи. Диаграмма направленности, создаваемая «током» w (т.е. вторичное 
поле в дальней зоне) определяется известной формулой

(23) Ф(Ѳ,ф)={»еІЙГС08в</5.

(а зна-

нашей работе [4].в

Здесь Ѳ, ф — угловые координаты точки наблюдения; r — расстояние от на
чала координат до точки интегрирования; Ф — угол между радиус-вектора
ми, проведенными из начала координат в точку наблюдения и точку ин
тегрирования.

Вернемся к определению весовой функции R(q). Она стоит в знамена
теле выражения (15) для ит. Для улучшения сходимости ряда (18) 
чит и (21)) нужно, чтобы каждый член ряда имел 
ту же особенность на 22, что и /. Как известно, из 
условий Майкснера следует, что J (см.(8)) явля
ется разрывной на 2 функцией, стремящейся к 
бесконечности как р"‘/2 (p — расстояние до 2} при 
приближении к 2? со стороны s и остающейся ко
нечной и равной —Лф° при приближении со сторо
ны S. Поэтому в качестве R{q} следует выбирать 
положительную, непрерывную на s и S функцию, 
стремящуюся к нулю как р'/2 при приближении к 
S? со стороны s. На S ее можно взять постоянной.

Для определения ф(^) достаточно знать J 
только на 5 (т. e. ток гр), как это следует из (4). 
Поэтому можно было бы не вводить вспомогатель
ной поверхности S и поступать так, как это сделано 
Формально можно перейти к формулам последней, положив выше wn = 0 
на S. Однако метод, развитый здесь, имеет вычислительные преимущества 
в ряде практически интересных случаев.

Действительно, для некоторых поверхностей s0, wn могут быть выбраны 
так, чтобы функции ф{^?7, $0}, входящие в основные расчетные формулы, 
вычислялись значительно проще, чем ф{^„, $}, фигурирующие в аналогич
ных формулах работы [4]. Это, например, имеет место, когда задача Ди
рихле для областей, лежащих внутри и вне $0, может быть решена методом 
разделения переменных.

Рассмотрим пример, когда s — часть бесконечного (вдоль оси z) идеаль
но проводящего цилиндра радиуса г0 и иа него падает в направлении —x 
плоская электромагнитная волна с вектором E0, параллельным оси z. По
верхность S дополняет s до полного цилиндра. Эта задача сводится к пло- 
cKoiicxp=E'z (вторичное поле) и ty°=Ez° = eihx, при граничных усло
виях (2). «Ток» w теперь только множителем 1/ гсоц отличается от плотно
сти электрического поверхностного тока, текущего по s. Введем в плоско
сти z = const полярную систему координат r, ф; остальные обозначения
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ясны из рис. 2. Вследствие симметрии задачи относительно оси x выбираем 
wn = cos шр на s0. Последняя система полна относительно четных функций 
из Z/H2(s0). Легко видеть, что при этом

2. КРАЕВЫЕ УСЛОВИЯ НЕЙМАНА

Рассмотрим задачу дифракции, отличающуюся от предыдущей только 
заменой краевого условия (2) на следующее:

(24)
ІЛТо 7n(A:ro)^l2>(^o)cosAzq) на $0.

2
Вычисление же ф{деп, $} сложно и сводится к взятию интеграла типа (4) 
по части окружности. В качестве R в настоящем примере удобно взять сим
метричную относительно оси x функцию, равную 

(24a) R = V (ф — p) (2л — £ — ф) на s (p < ф < 2л — p); R = 1 на S

(ІФІ < ?)»

2(л — P) — центральный угол дуги 5, на концах дуги 5, ф = ±fk
По ф°РмУлам (18) и (23) были рассчитаны и построены кривые рас

пределения тока J = w на s и соответствующие диаграммы направленно
сти. Все расчеты проводились для kr0 = 10 и для различных £ (см. рис. 2). 
Учитывая симметрию задачи относительно оси x, кривые строились для 
тока в интервале углов p < ф С л, а диаграммы — в интервале 0 < ф < л, 
Ѳ = 90°. На рис. 3 — 5 приведены кривые для г0|^| и arg w, рассчитанные 
при p = 10, 40, 90°. Число членов ряда (18) взято равным двадцати (N = 
= 20). Для того чтобы судить о сходимости ряда (18), на рис. 5 даны кри
вые ro|w| при p = 90°, вычисленные для N = 13, 18, 20. При N = 18 и 20 
расхождение имеет место только вблизи экстремальных точек. Обратим 
внимание, что при kr0 = 10 на окружности $0 укладываются 20 полуволн. 
То, что металл занимает только часть окружности, в данном случае несу
щественно для сходимости, так как ряд (18) определяет J на всей $0 (см. 
(8)). По-видимому, метод, изложенный в [4], даст более быструю сходи
мость, которая будет определяться числом полуволн, укладывающихся 
только на s, однако он более сложен в вычислительном плане для рассмат
риваемой задачи. На рис. 6 и 7 приведены амплитуды и фазы диаграмм 
направленности вторичного поля, найденные при £ = 10, 40°. Все они рас
считывались для N = 20. Сходимость здесь, как и следовало ожидать, значи
тельно лучше, чем для тока.

Все приведенные кривые рассчитаны на ЭВМ И. Ф. Гусевой под руко
водством M. Г. Белкиной, за что автор выражает им глубокую признатель
ность.

(25)
5ф+ дф~ дф°

дп дп дп

Метод решения, развитый выше, может быть применен (путем естествен
ной модификации) и для задач дифракции с краевым условием (25). Да
дим формальное его изложение, выписывая для краткости только те фор
мулы, которые отличаются от приведенных выше.

Так, поверхностный «ток» на 5 и создаваемое им поле связаны теперь 
формулами [2]

(26) № = ф+-ф-; ф(д)= f w(p)d^P'q) dp.

J дпр

555



Рис. 5

Рис. 6
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Функция Л(р), фигурирующая в формулах (8), (9) и ряде следующих, 
должна, учитывая условия Майкснера для задач Неймана [1], стремиться 
к бесконечности как р_1/2 при приближении к контуру 2? со стороны s и 
к нулю как р'/2 при приближении к 2? со стороны S.

Квадратичная лемма типа (6) заменяется следующей *:

p*̂ rJ^

* Фигурирующие в (27) величины дф / дп являются предельными значениями 
dty+/dn = dty-/dn, у которых для краткости опущены индексы « + », «—».

J дп J дп

которая также получается из теоремы Грина с учетом (26). Полагая, что 
w в (27) — искомый ток, перепишем (27), учитывая условия (25):

(28)
дп

с 5ф{ш,«}
J т дпX

dp.

Введем вместо (8) обозначения

Fm =

на 5,
1 dlp(Ztfm, So)

т дп

—wm на ^

zp на 5,

(29)
1 d^(w,s) 
Т^^~ ™z'

J =

Тогда равенство (28) можно переписать так:

r 1 f d^0
J JFmdp = - — ]wm~dp,

s0 s

или, используя обозначение (10),

(30) 1 f ^’я~тЬ^Л
Далее рассуждения, тождественные проведенным выше, приводят к фор
мулам (15)-(18), в которых Fn и ап определяются теперь вторыми фор
мулами (29) и (30). Таким образом, ток w на s дается выражением (18). 
Оно же определяет нормальную производную искомого поля ^ на 2 (см. 
первую формулу (29)). Для нахождения вторичного поля ф в произволь
ной области Q, не пересекающейся с s, подставим (18) во вторую форму
лу (26), после чего придем к выражению (21), где Un теперь имеет сле
дующий вид (ср. с (22)):

(31) ^„(g)=fan(p) d/(/’g) dp.
J дпр

Таким образом, задача о дифракции первичной волны ^0 у поверхности s 
с краевыми условиями Неймана (25) решается аналогичным путем. Стро
гое обоснование результатов этого параграфа может быть проведено мето
дом, аналогичным данному в работе [6]. При этом на семейство функций 
wm приходится накладывать дополнительное требование (существование 
непрерывных вторых производных на s0).
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3. СВЕДЕНИЕ К БЕСКОНЕЧНОЙ СИСТЕМЕ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

В предыдущих параграфах соотношение (11) (или (30)) использова
лось для нахождения J путем ортогонализации семейства функций FnjR 
(n = 0, 1, 2,...). Однако это не единственный прием. Можно от (11) пе
рейти к бесконечной системе линейных уравнений с постоянными коэф
фициентами и решать ее обычными методами на ЭВМ.

Для этого следует использовать некоторую подходящую, полную в 
Л*2($о), систему функций £п (n = 0, 1, 2,...) (в частности, она может со
впадать с Fn / R) и искать решение в виде

oo
(32) /(g)=J^Mm(9), g6s0.

m=0

Здесь Ьт — искомые постоянные числа. Подставляя этот ряд в первое ра
венство (11),найдем

oo

(33) Y.bm(lm,Fn/H) = an, n = 0,l,2,...,

m = 0

или, вводя обозначение

(33a) znm = (£m, F„ / R),
oo

(34) y*, Znmbm = an, n — 0,1,2,... .

m = 0

Числа znm и an известны. Если выбор функций ^т произведен так, чтобы 
система (34) была хорошо обусловлена, нахождение Ьт из нее не пред
ставляет большого труда.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1974 № 5

УДК 538.574.6

ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА РАЗЛИЧНЫХ
ТЕЛАХ

Я. H. Фелъд

Рассмотрена дифракция первичной волны на одном или нескольких 
однородных телах с произвольными (различными) параметрами e, ц. 
Построены ряды (сходящиеся в среднем) для тангенциальных состав
ляющих электрического и магнитного векторов на поверхности рассмат
риваемых тел. Для поля внутри и вне тел получены равномерно сходя
щиеся ряды. Разложение ведется по специальным функциям, для 
построения которых необходимо решать в н у т p e н н ю ю краевую за
дачу для каждого тела в отдельности. Коэффициенты Фурье в указанных 
рядах находятся при помощи леммы Лоренца. Метод пригоден также 
для решения задач о дифракции на телах в присутствии металлических 
(или иных) поверхностей, если известно решение задачи о возбуждении 
поля заданными токами в присутствии этих поверхностей.

ц0. Полное

Рассмотрим задачу о дифракции произвольной первичной электромаг
нитной волны Е°, Н°, падающей на некоторое тело с параметрами e, p, (в 
общем случае комплексными). Поверхность, ограничивающую тело, обо
значим через* s, а область, занимаемую им, через Q+ (рис. 1). Вся ос
тальная часть пространства Q~ однородна, ее параметры е0, 
поле запишем в области Q~ в виде Ё+Е°, Я+Я°, 
т. e. выделяя первичную волну, а в области ^+ — 
в виде £, H. Введенное таким образом поле E, H 
всюду удовлетворяет однородным уравнениям 
Максвелла, принципу излучения на бесконечности 
и следующим граничным условиям на поверх
ности s:

(1) Et+=Er+Ef, H+=Hr+Hf.

Здесь Ег — предельное значение тангенциальной составляющей E при 
стремлении к s со стороны области Q~, a Et+ — со стороны Q+, аналогично 
для H.

Эти составляющие на s мы будем рассматривать как элементы гильбер
това пространства L2(s) со скалярным произведением и нормой, опреде
ляемыми формулами

(2) (А, В) = $ AB ds, II А|| = V(Ж А).

S

Элементы ІЛ($) — касательные к s векторы с конечной нормой **. Черта — 
знак комплексного сопряжения.

* Поверхность s предполагается достаточно гладкой.
** В настоящей работе предполагается, что элементами всех вводимых про

странств являются заданные на s векторные функции, касательные к s в соответст
вующих точках.
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Зададим на поверхности s семейство векторных функций Km (zn=0, 1, 
2,...), принадлежащих пространству C(2) (s) (C(2) (s) — пространство функ
ций, обладающих непрерывными вторыми производными на s). Будем 
также считать, что линейные комбинации функций Кт всюду плотны в 
С(2) (5) (по норме С(2) (5)). Такое семейство всегда существует.

Введем теперь вспомогательные поля Em, Hm (zn=O, 1, 2,...) следую
щим образом.

I. Во внешнем пространстве 'Q- Ет, Нт определяется как
поле, создаваемое поверхностным электрическим током с плотностью Кт, 
распределенным на s. При этом временно предполагается, что все про
странство Q~+Q+ однородно и обладает параметрами е0, ц0. Таким обра
зом, в о б л а с т и Q~

^ ^ ^ ^ ^ 1 p ^ e~ih°r
(3) Em = rot rot Пт, Hm=i^Eo rot Пт, Пт =------- 1 Km —-------ds.

ia>eoJ 4лг8

II. В области Q+, занимаемой телом, поле Em, Hm находится из ре
шения первой краевой задачи *,  обеспечивающей непрерывность танген
циальной составляющей Ет при переходе через s; т. e. оно удовлетворяет 
внутри Q+ однородным уравнениям Максвелла (с параметрами среды e, 
ц) и краевому условию Еті+=Етг на s. Етг на s элементарно находится 
из первой формулы (3).

* Эта задача может быть сведена к решению интегрального уравнения Фредголь
ма 2-го рода. Последнее получим, выразив поле через магнитный ток, распределен
ный на s, и записав при помощи этого тока заданное краевое условие.

** Опустив в них индексы нуль.
*** Если среда внутри Q+ неоднородна, то em, hm следует определять внутри Q~ 

при помощи формул (3), а внутри Q+, решая вторую краевую задачу с краевым ус
ловием h+mt = h-mt на s. h~mt находится из второй формулы (3).

Таким образом, введенное поле Ет, Нт удовлетворяет однородным 
уравнениям Максвелла (с параметрами е0, Цо внутри Q~ и e, ц внутри ^+), 
принципу излучения (см. (3)); Ет1 непрерывно при переходе через 5, 
a Hmt терпит скачок. Hmt не может быть непрерывным при переходе че
рез s, так как при этом, вследствие теоремы единственности, Ет, Нт всюду 
равнялось бы нулю, что противоречит (3).

При определении поля Ет, Нт можно было бы поменять местами обла
сти Q~ и @+, т. e. решать Краевую задачу для Q~ и задать поле квадрату
рами ** (3) в области Q+. Это не сделано, так как в ряде случаев значи
тельно легче решать краевую задачу для внутренней области, чем для 
внешней. Последнее, например, имеет место для задач, где переменные 
разделяются, a s состоит из нескольких координатных поверхностей (куб, 
конечный цилиндр с торцами и т. n.).

Нам понадобится еще одно семейство вспомогательных полей em, hm 
(/n=0, 1, 2,. ._J, отличающихся от Ет, Нт тем, что у них сохраняется не
прерывность hmt при переходе через s и терпит разрыв emt. Проще всего 
их определить следующим образом ***:

(4)

^m
Цо

е0
в Q+.
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Легко видеть, что введенные таким образом em, hm удовлетворяют одно
родным уравнениям Максвелла в областях Q~ и Q+, принципу излучения, 
a hmt непрерывно при переходе через s.

Вернемся теперь к исходной задаче и применим лемму Лоренца к иско
мому полю Е{, H и вспомогательному Ет, Нт. Тогда для области Q~ бу
дем. иметь
(5a) $ {[^-Ят'1 - [ѴЪ £ = 0,

s

а для области Q+, занимаемой телом,

(56) 5 {[£+yVl - lEm+H+] £ = 0.
s

Вычитая из последнего равенства предыдущее и учитывая непрерывность 
Emt при переходе через s, а также условия (1), найдем *

* В (6) и ниже индексы + не ставятся у векторов, тангенциальные компоненты 
которых непрерывны при переходе через s.

(6) $ [Е~ (Нт+ - Нт-)] £ = J {[ЖпЯ°1 - [^°Ят+)} ds.
8 8

Целесообразно переписать это равенство, используя обозначение (2):
(7) (E-, Ат)=ат.
Здесь
(8) Am = [(Нт+-Нт)п], am = 5 ЖнЯ°] - [2°Ят+]} ds.

S

тг — нормаль к s (ds=nds), направленная внутрь Q+. Постоянные а,п и 
векторы Ат, касательные к s, известны.

Найдем еще соотношения для тангенциальной составляющей магнит
ного вектора искомого поля, подобные (6) и (7). Для этого выпишем лем
мы Лоренца, применительно к полям £, H и em, hm, для областей Q~ и Q+ 
соответственно:

${[£-лт]-[7т-я-]}^ = о,

(9) s
${[Mmj-K+tf+]}d7== 0.

Вычитая одно из другого, найдем, учитывая (1),

(10) \[Н (em+ — em )]ds = ^(pimE0[ — [H07m+]}ds,

S s
или
(11) 
где

(H-, Вт)=Ът,

(12) вт - l(V-V) п|, ът == 5(LM?0] — |Я°ё^+]}ds.

S

В Приложении 1 показано, что семейства Ат и Вт полны в пространстве 
L2(s). Поэтому формулы (7) и (11) можно использовать для определения 
(предельных) значений Er, Ht~ на s. Для этого существует несколько 
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путей. Начнем с метода ортогонализации. Ортонормируем семейства Ат и 
Вт, т. e. построим вектор-функции

m m

(13) um = У, аГ’ An, vm = У Ъ? Вп,

n=0 n = 0

где nocTOHHHbiea«w) и Ьп(т)находятся из условий (um, uA)=6mfc и (vm, vk) =

=6mk по известным формулам [1]. Семейства ит и ѵт полны в L2(s), по
скольку полны исходные системы Ат и Вт, Определим коэффициенты 
Фурье искомых величин Ег и Нг на s по вектор-функциям ит и ѵт. Для 
этогоследуетумножитьформулы (7) и (11) на a^ и b\^ соответственно, 
а результаты просуммировать по m от нуля до n. Тогда, используя (13), 
найдем
(14) (£", un) =с„, (Я-, ѵп) =dn.
Здесь

n ____ n ____
(15) сп^^<Г&\ 4^rf,

?п—0 m=0

сп и dn (n=0, 1, 2,...) — искомые коэффициенты Фурье. Ряд Фурье по 
полной ортонормированной системе функций сходится (по норме L2(s)) к 
функции из L2(s), для которой он составлен, поэтому

oo oo
(16) Er=^cnun(q); Hr=^dnVn(q), qQs.

n = 0 n=Q

Для нахождения Et+ и Ht+ следует использовать условия (1).
Можно также обойтись без ортогонализации и перейти от (7) и (11) к 

системам линейных уравнений для коэффициентов разложения Ег и Нг 
в ряды по подходящей системе функций (например, по Ат и Вт) так, как 
это сделано в [2].

Зная Ег, Нг и £<+, Ht+ на s, можно определить искомые поля в облас
тях Q~ и Q+ при помощи формул типа Гюйгенса — Кирхгофа [3]

- г- e~ihr p^ е_г7іг
£=rotrot I К------------ds—rotl Kp--------ds,

J ітшяЕГ J 4nr

-> р ^ e r ^ e
H=rot I К------- ds+rotrot I Кц-------------- ds.

J 4лг J 4ni&pr
s s

Здесь для области Q+ следует положить

(18a) К = [пН*] = [n (H~ + Я0)], K^ = [Е'п} = [(Е“ + Я°) п], 

а для области Q-

(186) К=[Н~п]; Кц=[~пЕ~]

и заменить в (17) к, e, ц на к0, е0, Цо. Покажем, что, подставив в (17) вы
ражения (16), получим равномерно сходящиеся ряды в любой замкну-
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той области Q, не пересекающейся с s. Сделаем это на примере области Q, 
целиком лежащей в Q~, для произвольной компоненты вектора E, Умнсн 
жим первое равенство (17) скалярно на некоторый единичный вектор p. 
Тогда, учитывая (186) и производя элементарные преобразования, найдем

(19)

1 r^ іе~гк°т
----------- n rot rot (----------  
4nuo8oL \ r

В (20) операции rot и grad производятся по координатам точки инте
грирования.

Рассмотрим отрезок ряда, получаемого после подстановки (16) в (19):

Используя обозначение (2), а также неравенство Коши — Буняковского, 
можно написать

N N
I pE — fN I = I (н~ — ^4^п> л) — (я~ -^Л Д) I <

71=0 n=0
.V . N

< ІІЛІІ • |я<- -£,гіл| + ll^ll • рГ -J^Xl • 

n=0 n=0

Вследствие ограниченности HFJI и ||F2|| в Q и сходимости (16) по норме 
правая часть неравенства стремится к нулю при А^«>. Поэтому fN^pE 
равномерно в области Q. Ввиду произвольности выбора орта p, очевидно, 
и ряд для полного вектора E равномерно сходится в Q. Аналогичный ре
зультат справедлив и для ряда, определяющего H. Все полученные в ра
боте результаты справедливы и для случая, когда рассматривается задача

6 е0>Л

Рис. 2

о падении электромагнитной волны на систему из нескольких тел (рис. 2), 
каждое из которых обладает своими, отличными ог остальных параметра
ми. Под 5 тогда следует понимать суммарную поверхность этих тел

(s—J^l Sm)’

m

а под Q+ — суммарную область, занимаемую телами

(<>+=£М:

m

Q — по-прежнему область, внешняя по отношению к Q+.

Никаких добавочных рассмотрений задача с несколькими телами не тре
бует.
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Развитый выше метод допускает также очевидное обобщение на случай 
тел, находящихся внутри или вблизи металлических поверхностей, если 
известно решение задачи о возбуждении полей заданными токами в при
сутствии этих поверхностей. При этом естественно формулы типа (3) 
должны быть заменены формулами, учитывающими наличие указанных 
поверхностей. Простейшим примером подобной задачи является волновод 
с диэлектрическими телами, для которого формулы, заменяющие (3), хо
рошо известны.

Модификация метода для идеально проводящих тел очевидна.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Доказательство полнотыЛт иВт вІ2(в)
Рассмотрим гильбертову шкалу [4] пространств Ha(s) (—°°<а<^). При це

лых положительных а эти пространства совпадают * с пространствами Соболева. 
В частности, HQ(s)=L2(s). Элементами H~a(s) при а>0 являются обобщенные 
(в нашем случае векторные) функции, которые можно рассматривать как линейные 
непрерывные функционалы над пространством Ha(s). Справедливо обобщенное не
равенство Шварца [4]

* Для рассматриваемой нами шкалы, которая обозначается иногда буквой
Wf(s).

** Справедливость леммы Лоренца для рассматриваемых полей будет обоснова
на в Приложении 3.

(22) і(7,7)1<ыаіі£Ті_а при 7e^(s), 7ея-“(5).

Здесь индексы а и -а отмечают нормы соответствующих пространств. Из резуль
татов главы 2 (страницы 215-217) монографии [5] может быть получена сле
дующая

T e о p e м а 1. Если электрический ток К распределен на s и принадлежит 
Яа($), то для поля E, H, возбуждаемого этим током, справедливы утверждения: 
Ht^H^(s) и Ei^H^-'(s). Аналогично, если магнитный ток ХЦѲВ®($), то для его 
поля Ef-ZH*(s),  Ht^H^(s), _ _

Покажем теперь> что семейства Ат и Bm (m=0,1, 2, ...) порознь полны в L2(s), 
т. e. из условий

(23) (A,Zn) =0, ф,Вт) =0, 77i=O, 1, 2, ...,

где A6L2(s), B6L2(s), следует, что A=B=0 на s.
Для этого введем два вспомогательных поля В{Л}, Я{А} и е{В}, h{B}. Подчи

ним их следующим требованиям. Оба они должны удовлетворять однородным урав
нениям Максвелла в областях Q- и Q+, принципу излучения на бесконечности и 
краевым условиям (почти всюду) на s -

(24) £+{.7}=£7{Л} = Л; h+{B}=^{B}=B.

Эти требования однозначно определяют указанные поля. ^
Применяя к полям £{А}, Н{А}\ и Ет, Нт, а также e{B}, h{B} и e^ hm лемму 

Лоренца**,  найдем, учитывая (24) и обозначения (2), (8) и (12).

(25) (Л, Лт) = ([(Я+ {Л}-Я-{Л))7Г], Ет)

И

(26) (В, Bm) = ([(7+ {В} - 7- {В}) п\Лт)

соответственно. Поэтому если А и В удовлетворяют условиям (23), то из (25) и 
(26) сразу следуют равенства

([(Я^ {Л} - Я- {Л})п], Em) = о, ([(7+ {В} -7- {В}) 7],X,) = о.
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Лоскольку hm=Em всюду (см. (4)), эти равенства можно переписать так:

([(Я+{4}-Я-{Л})п], fj = O,

<27)

(l(^{В} -7- {£}) 7], Em) = 0, m = 0, 1,2...............

Главная (сингулярная) часть Н{А} определяется внутри Q+ и Q- выражением типа 
первой формулы (3), где вместо Кт должно стоять [6] 2[пА] и -2[пА] соответ
ственно. Поэтому Ht+{A} ведут себя на s как предельные значения вторых произ
водных потенциала простого слоя с плотностью, принадлежащей* * L2(s). Из ска
занного и теоремы 1 следует, что

♦ Этот результат следует также из того, что Н{А} можно выразить через маг* 
нитный ток XM6L2(s), удовлетворяющий уравнению Фредгольма^-го рода (см^снос- 
ку на стр. 928). Отсюда следует также, что в Q+ векторы E{A}£H'l2(Q+), ЯЦ}6
*H-'i*(Q+).

** Справедливость теоремы единственности для рассматриваемых полей сохра
няется, как это будет показано в Приложении 3.

'(28) [ (Я+ {Л}-H- {Л} )^] бЯ-* (s).

Принцип перестановочной двойственности [3] позволяет также написать

(28а) ((7+(3)-7-(Bh7)6tf-*(s).

Мз неравенства (22) следует, в частности, что левые части равенств (27) имеют 
смысл (конечны), так как первые сомножители в них принадлежат H~l(s) (см. 
<28) и (28a)), а вторые-Ят^бЯЦ^) (на основании теоремы 1, ибо Km£CW(s)<= 
^H*(s)).

В Приложении 2 будет показано, что семейство Emt (m=0,1, 2, ...) полно от
носительно H~l(s) в том смысле, что из условий (27) следует

<(29) [(^+{Л} — Я-{Л})/7|=0; [(7+{7?}-7-{В})7]=0 iias.

Напомним, что поскольку в левых частях этих равенств стоят обобщенные функ
ции, они выражают только тот факт, что соответствующие функционалы обраща
ются в нуль в любой точке области своего определения, т. e. условия (27) выпол
няются при замене Emt любой функцией из Hl(s).

Равенстда (29)позволяютутверждать, на основании теоремы единственности ** 
что поля Я{Л}, Я{Л} и е{В}, h{B] тождественно равны нулю всюду, так как у них 
отсутствуют источники. Следовательно (см. (24)), A=B=0 на s и полнота семейств 
_j4m и Вт в L2(s) доказана.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Доказательство полноты^т4 относительно H~Y(s)

Покажем, что из условий

<(30) (P,Xn)=0, m=0,l,2,...,

где £бЯ_1($), следует, что D=0 на s. Emt является предельным значением на s 
(Emt=E-mt) тангенциальной составляющей вектора Ет, при расчете которого все 
пространство Q~+Q+ временно предполагается заполненным средой с параметрами 
е0, Цо (см. (3)). Если ввести еще поле^{Я}, ф{£>}, определяемое во всем простран
стве Q~+Q+ формулами (3), где вместо Кт стоит Z), то лемма Лоренца позволяет 
написать
<31) (ДІт) = (^{5},Х).

На основании теоремы 1 (см. выше)

EmtW(s), &t{D}eH~2(s), таккак ^6tf2(s), DtH-'(s).
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Поэтому справедливость (31) есть следствие неравенства (22) (см. Приложение 3). 
Используя (31), перепишем условия (30) в виде

(32) (#{5},fm)=0, TTi=0,l,2, ... .

Так как по определению КШѲС2($) и их линейные комбинации там плотны, то 
отсюда следует, что Km^H2(s) и их линейные комбинации плотны также в Я2($) 
(по норме Я2($)), поэтому условия (32) позволяют написать
(33) (£{3}, f)=0

для любого К из пространства H2(s). Действительно, заменив в (32) Кт их ли
нейными комбинациями, сходящимися к К по норме H2(s), получим, переходя к 
пределу и учитывая (22), написанное выше равенство (33). Таким образом, дока
зано, что функционал &t{D} равен нулю на всех функциях ХѲЯ2($), на которых 
он определен, т. e. он тождественно равен нулю: ^/(Z))=0. На основании теоремы 
единственности отсюда можно сделать вывод, что поле & {/>}, ${D} тождественно 
равно нулю всюду (см. Приложение 3). При этом ток Z)=0 на s, так как он равен 
скачку $t{D} при переходе через s, и доказательство полноты Ewt относительно 
Я_1($) закончено.

ПРИЛОЖЕНИЕ 3

Лемма Лоренца и теоремы единственности для полей, 
создаваемых токами из Ha(s)

Все вспомогательные поля, введенные в настоящей работе, можно рассмат
ривать как создаваемые электрическими и магнитными токами, распределенными 
на s и принадлежащими пространствам Ha(s). Для &{D}, 3{^} это очевидно, а для 
остальных полей следует из теоремы эквивалентности [3]. Поэтому они выража
ются формулами типа (3) для электрических токов и получаемыми из них пере
становкой E и H для магнитных. Очевидно, векторы этих полей обладают внутри 
Q~ и Q+ (вне s) непрерывными производными всех порядков и удовлетворяют 
там однородным уравнением Максвелла. Леммы Лоренца для подобных полей до
казываются обычным способом [3], и в добавочном обосновании нуждаются лишь 
равенства типа

(35) Е+{~К}=Е'{К}, \п(Н+[К}-Н~{К})] = КЕ& s,

используемые при доказательстве. Здесь s+ и s~ — две замкнутые поверхности, це
ликом лежащие в Q+ и Q~, которые мы стремим к s. Векторы Ef+QH^(s), Я^Ѳ 
ѲЯ_а+1($), K^H~a+i(s), ht+GH*(s), (а>0), и в этом состоит отличие от обычного 
случая. Вводя обозначения A=Eh B=[hn], придадим равенствам (34) вид

(36) lim ^ ABds = (Л±, В±).
s±^s i 

sX

В [5] (стр. 219-221) показано, что можно перенести Al^, BL* с s± на s, определив 
тем самым их образы A<s±)£H-a(s) и В<5±)6Яа($) на s. Учитывая это, запишем
(36) так:

(37) lim (Я(5±), В(8±)) = (Л±, В±).
S±^>S

Неравенство (22) позволяет написать

I (Я<8±>, 5<8±>) - (Л±, В±) I < II Я<-5±> ||_а II в<8±> - в± ца + II в± ца II Л<8±> - А± ||_а.

Из теоремы 8.1 (см. [5], стр. 221) следует, что образы Х(з±)^Л±, B<S±)^B± при 
s=*^s по нормам соответствующих пространств. Следовательно, правая часть приве
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денного неравенства стремится к нулю при s*+s и равенства (37), а значит и (34), 
доказаны.

Переходя к доказательству равенств (35), напомним, что они эквивалентны 
утверждению

(38) ^{К}-Е~{К}, Л) = 0, ([п(Я+{К}-Я“{Х})],В) = (Х,В) 

длялюбыхАѲЯа($) KBZH*-i(s).
Введем на s последовательность достаточно гладких функций Kn+K. (при 

л^°°) по норме Я_а+1($). Для Кп, очевидно, справедливы равенства (38). Выпи- 
шем первое из них:

(39) (G*nM) =0, GKn=Et+{Kn}-Er{Kn}.
Введенный линейный оператор G действует ограниченным образом из Я“а+1($) в 
H~a[s). Поэтому

I (Gln, А) - (GK, A) I < И .41|„ И G (Кп - К) ||_а < С || А ||а || Кп - К ||_а+1

И

lim (GKn,A) = (GK,A).
n^-oo

Таким образом, переходя в (39) к пределу при п^°°, подучим первое равенство 
(38). Аналогично доказывается и второе. Для магнитных токов K^ равенства, соот
ветствующие (35), следуют на основании принципа перестановочной двойствен
ности.

Справедливость использованных выше теорем единственности вытекает из из
вестных формул [6]

MIQ'

о
(40) = iw ^ {[?л] — (7я]}йі 

s±

g' g Q±

9'6Q+

c учетом (34) и (35). Здесь e, h — поле вспомогательного электрического диполя 
с произвольным моментом p, находящимся в точке q'. Действительно, из формул
(40) и (34), например, можно получить, учитывая гладкость и непрерывность et 
и ht при переходе через s,
(41) 7£|д,=±іа>{(^-£-,[Л^) + (Я+-Я~,(7п))}, g'tQ*.

Полагая здесь ^Et+=Er и Ht+=Hr, получим £=0 в Q+ и Q-. Таким образом, ис
пользованная в Приложении 1 теорема единственности доказана. Аналогично до
казывается и теорема, использованная в Приложении 2.

Выше предполагалось, что поверхность s гладкая, однако можно показать, что 
основные результаты сохраняются и для кусочно-гладких s.

Выражаю признательность M. С. Аграновичу за ценные советы при написании 
Приложений.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1975 № 1

УДК 538.574.8

ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА НЕЗАМКНУТЫХ 
МЕТАЛЛИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЯХ

Я. H. Фелъд

Предложен метод определения поверхностной плотности тока, воз
буждаемого на металлических (криволинейных) незамкнутых поверхно
стях падающей электромагнитной волной. Для тока получен ряд, сходя
щийся в среднем с некоторым весом. Дан также равномерно сходящий
ся ряд для вторичного — дифрагированного поля. Метод решения осно
ван на использовании леммы Лоренца и пригоден для решения задач с 
одной или несколькими металлическими поверхностями. Приведены 
примеры расчета.

Рассмотрим дифракцию первичной волны E0, H0 на незамкнутой криво
линейной бесконечно тонкой идеально проводящей поверхности 5 с глад
ким контуром «S’. Поверхность s будем также считать достаточно гладкой.. 
Поле E0, H0 возбуждает на 5 электрический ток с поверхностной плотно
стью К, создающий вторичное поле E, H. Последнее должно удовлетворять 
вне s=s+37 однородным уравнениям Максвелла, условиям Майкснера на 
контуре «S’, условиям излучения на бесконечности и граничным условиям

(1) Ef+-Ep=-Et0 на s.

Индексами «+» и «—» обозначаются предельные значения величин при 
стремлении к 5 со стороны, куда направлена нормаль v к s, и с противопо
ложной соответственно. Ниже всюду, где это не может вызвать путаницы, 
индексы «+» и «—», мы будем опускать у величин, непрерывных при пере
ходе через соответствующую поверхность.

Сформулированная выше задача определения вторичного поля E, H 
имеет, кац известно, единственное решение. Построим его. Для этого до
полним s до замкнутой, достаточно гладкой, поверхности $0 (рис. 1) при 
помощи геометрической поверхности 2 ($о=$+2). Нам понадобится лемма 
Лоренца, которую удобно записать в виде

(2) KE{Kn,so)ds= ( KnE{K,s}ds.

Здесь К и Kn — плотности поверхностных токов, распределенных на s и 
$о соответственно, а, например, E {К, $} — электрический вектор поля, воз
буждаемого током К, распределенным на 5. Полагая, что в равенстве (2} 
К есть искомый ток, создающий вторичное поле, a Kn — один из семейст
ва вспомогательных токов (которое определим ниже), перепишем его, учи
тывая (1), так:

(3) J КЕ{К„, sJds= j KnE{K, sMs- J K,E" ds.
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Используя обозначения
[К на s,

(4) 1=
— E({K,s} на 2,

n {
Е({К„,5о} на s,

—роКп на 2,

где po — волновое сопротивление свободного пространства, придадим ра
венству (3) следующий вид:

(5) jlFnds=-jK"E0^.
So S

* Понимаемым в широком смысле, как обеспечивающим единственность реше
ния соответствующих задач, т. e. отсутствие источников на контуре <£?.

Это соотношение является основным в развивае
мом методе. Для нахождения при помощи (5) 
вектора I введем гильбертово пространство 
£л2($0), элементами которого являются вектор- 
функции, заданные на s0 и касательные к ней 
в соответствующих точках. Скалярное произве
дение и норму определим формулами

(6) (A,I)=jAtffds,
So

||I||=(jlfffdsj

«0

Здесь R — зависящий от точки на $0 линейный оператор, выбираемый так,, 
чтобы выполнялись аксиомы гильбертова пространства и все элементы 
£д2($0) удовлетворяли условиям Майкснера*  для тока при приближении 
к 2? со стороны s и электрического поля при приближении со стороны S.- 
Черта — знак комплексного сопряжения. Практически в качестве операто
ра R удобно брать матрицу, имеющую (в ортогональной системе коорди
нат) диагональный вид с поДожительными на s и S элементами: 
<”> 4*o"X)

Если одна из координатных линий Zi=const совпадает с 22, то Ra ведет 
себя как О(равІ) (р — расстояние до J?), a R22 как О(ра‘2) при приближе
нии к 2? со стороны 5; при приближении со стороны S Я41 ведет себя как 
0(ра2і), а Я22 как 0(ра22). Очевидно, эти показатели а должны лежать 
в интервалах:
(7) —2<ав1<1; 0<as2<l; 0<а21<1; — 1<а22<1.
При этом каждый элемент £я2($0) удовлетворяет условиям Майкснера,. 
а искомое решение I также принадлежит Лд2($0). Длядальнейшего нам. 
понадобится величина

1
(7a) a0 = ^- макс (asi, as2, аХІ, а22).

Она (см. (7)) лежит в интервале 0<а0<0,5. О выборе величин а в интерва
лах (7) будет сказано ниже. Обозначения (6) позволяют записать равен
ство (5) так:

(8) (І,Я-‘Еп)=а„, где an=-jKnE°ds;

s
Я-1 — оператор, обратный оператору R (RR^=1), а ап — известное число. 

Выберем в качестве Кя (n=0,1,2,...) семейство линейно независи

569



30 Я. H. Фельд

мых * векторных функций касательных к $0 в соответствующих точках, 
принадлежащих пространству C2(s0) (C2(s0) — пространство функций, об
ладающих непрерывными вторыми производными на $0). Будем также 
предполагать, что линейные комбинации функций Кп всюду плотны в 
С2($0) (по норме C2(s0)). Такое семейство всегда существует.

Как уже отмечалось, мы будем искать вектор I в пространстве Лд2(50). 
Поэтому для того, чтобы левая часть первой формулы (8) имела смысл, 
достаточно показать, что R^Fn^L^(so). Для этого (учитывая вторую фор
мулу (4)) найдем предельное значение тангенциальной составляющей 
Е{Кп,$0} при стремлении точки наблюдения q$s0 к некоторой точке g&sQ. 
Обозначим через tg произвольный вектор, касательный к $0 в точке g. Тог
да проекция Е{КП, $0} в точке q на направление tg равна [4], с точностью 
до несущественного постоянного множителя,

tgE(Kn, s0}= J tg(gradgdiVg+fc2)Kn^y-ds.

Множитель, стоящий под интегралом при tg, равен электрическому векто
ру поля в q, создаваемому диполем, находящимся в точке интегрирования 
с моментом, пропорциональным Knds. Поэтому, используя теорему взаим
ности [4], перепишем это выражение так:

_ e~ihr
teE{K„, s0}= J K„ (grad div+Л2) tg------- ds.

SQ

Учитывая, что vKn=0 (v — нормаль к s0), напишем следующее тождество: 
Kn grad div B=v rot ([vKn] div В) —v rot [vKn] div В.

Используя его, а также.теорему Стокса, найдем 
г e~ihT r / e~ihr \

tgE{Kn,s0}=ft2J KJ*------- ‘^J vrot[vKn]divltg------- \ds.
So SQ 1 1

Первый интеграл ведет себя как потенциал простого слоя с плотностью 
Kntg, а второй — как сумма первых производных потенциала простого слоя 
с плотностью vrot [ѵКп]. Поскольку Кта^С2($0), эти плотности правильно 
непрерывны на $0. Поэтому, на основании известных теорем теории потен- 
циала,предельноезначениеІяЕ{Кп,$0} при q^g правильно непрерывно 
на s0. Так как t^ — произвольный вектор, касательный к $0 в точке g, то 
правильно непрерывен на $0 и весь тангенциальный вектор EJKn,s0}. От
сюда, учитывая выражение (4) для Fn и поведение элементов R (см. (6a) 
и (7^) при стремлении к J?, легко сообразить, что Hfl-TJI конечна, т. e. 
R~iFn^LRz ($0), что и требовалось доказать. _

Покажем теперь, что последовательность 2?_1Fn (n=0,1, 2,...) линейно 
независима и полна'в LR2(s0).

Л и н e й н а я н e з а в и с и м о с т ь с e м e й с т в а Д'Т^. Докажем, что 
любое конечное число функций Д"ТП (0^n^N) линейно независимо, т. e. 
из условия
(9) Co^_1Fo+ci7?“1F1+...+c2v7?“1F№0 на s0,

где сп — постоянныё **, следуют равенства сп=0, 0=^n^2V. Воздействуя на
(9) оператором R слева и переходя к комплексно-сопряженным величинам,
получим равносильное равенство
(10) CoFo+ciFi+,. .+c^Ftf=0 на $0.

* Бесконечное семейство называется линейно независимым, если линейно неза
висимо любое конечное число его функций.

** В (9) фигурируют сп вместо сп для того, чтобы упростить запись нижесле
дующих равенств.
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---------------------------------^------------------------ ^------------------------ - 

Учитывая обозначение (4) и линейность оператора Е/{ }, запишем (10)
так:

N N
j(ll) Et( y,c^,4=0 на s> У. CnKn=0 на 2.

n=0 n=0

Второе из этих равенств позволяет заменить в первом $0 на s, после чего
(11) принимает вид

^ N
cnKn,s|=0 на, s, ^с„Кп=0 на 2.

'■ n=0 n=0

’*Эти  равенства с учетом теоремы единственности позволяют утверждать, 
что суммарный ток равен нулю на всей поверхности s+S, т. e.

* Если Р<0, a BQH^(s), то B0 — продолжение В на $0 нулем вне s - определяется 
формулой <В0, C) = (B, С3>, где СѲЯ_р($0), a Cs£H~t(s) - сужение С на 5.

N
’(12) У^ с„К„=0 на «о.

n=0

Поскольку семейство Кп линейно независимо по определению, то из (12) 
следует, что сп=0 (0^п<7Ѵ), и линейная независимость системы #_1Fn 
доказана.

П p о с т p а н с т в а С о б о л e в а — С л о б о д e ц к о г о [ 1 ]. Для даль
нейшего нам понадобятся пространства Ha(s0) (—<х><а<о°). Напомним, 
что элементами H~a(s0) при а>0 являются обобщенные (в нашем слу
чае — векторные) функции, которые можно рассматривать как линейные 
непрерывные фуцкционалы, областью определения которых является про- 
странствоЯа($0). Элементы последнего — обычные функции, гладкость 
которых увеличивается с ростом а. При целом <х>0 пространство Ha(s0) 
состоит из вектор-функций, обладающих следующими свойствами: локаль
но, в локальных координатах, их производные в смысле обобщенных функ
ций порядка ^a также являются обычными функциями, причем все эти 
функции имеют суммируемый квадрат модуля.

Справедливы следующие соотношения:

(13) /P(so)c=^(so), если а>Р;

(14) |<х,у>|<||х||_а||у||а при xGtf-*(so),  у^Яа(«0).

Здесь индексы —а и а отмечают нормы соответствующих пространств, 
а <х, у> есть значение функционала x на функции у. Если x — регулярный 
функционал (обычная функция), то он действует по известной формуле

(15) <x,y>=jxyds.

«о

Для дальнейшего нам понадобятся следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть $о — замкнутая (достаточно гладкая) поверх

ность. Тогда, если поверхностный электрический ток А£Яа($0), где 
— оо<а<оо? то E^(A,So)^^(So).

Теорема 2. Пусть 5 — часть поверхности $0. Тогда вектор B^ZP(s), 
продолженный*  на $0 нулем вне s, принадлежит Яр(50), если |£|<0,5.

Теорема 3. Пусть ток А££Р($0), где |^|<0,5. Тогда, если Аа-су- 

жение А на s, а А45 — продолжение Ав на $0 нулем вне s, то справедливы
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утверждения:

A*H*(s),  А*еЯ р($0), E?{Ae,50}^-4(M-

* Индекс s у < >s указывает на то, что сомножители в < >s принадлежат Я($), 
а не Я($0) (см. также (17)).

** Действительно, при этом из теорем 1-3 и соотношения (13) следует, что все 
функции, стоящие в (16) и (17), принадлежат пространству HQ=L2 и интегралы 
в (17) имеют смысл.

Для краткости будем в дальнейшем пользоваться обозначением

Ег{А\ sJ^E^A’, So}.

Сужение ЕЛ{А8, $} на s, очевидно, принадлежит H*-*(s),  ТеоремаІ может 
быть доказана на основании результатов главы 2 (стр. 215—217.) моно
графии [2]. Теорема 2 следует из теорем IL1 и II.4, помещенных на стр. 71 
и 78 в [2]. И, наконец, теорема 3 есть очевидное следствие тебрем 1 и 2.

Индексы ± у ЕЛ будем в дальнейшем опускать. Тангенциальная со
ставляющая на $0 электрического вектора ЕДА8,$}, где A?&H~a(s) 
(0^a^0,5) есть сужение А6Я“а($0) на s, является обобщенной функцией, 
действующей по формуле *

(16) <Е{А8,$},В>=<А8,Е8{В,$0}\ для всех В6Яа+1($0).

Здесь E8 { } — сужение E { } с $0 на s. Из теоремы 3 при этом следует,
что

(16a) ЕДА8, s} ен-<а+" (so); E.8{B, s0} *H*(s) .

Равенство (16) можно рассматривать как лемму Лоренца для обобщен
ных токов. Доказательство ее аналогично приведенному в [3]. В случае, 
когда А£Я(1+е)($) и B^+^(so), где е>0 и е0>0, равенство (16) сводится 
(см. (15)) кобычнойлеммеЛоренца**

E(A, s}B ds= J АЕ{В, so}ds.

So S

Полнота Я_1РП в LR2(s0). По определению эта система полна 
в LR (so), если из условий

(18) (A,fl-*FJ^jAF^s=O,  n=0,l,2,...,

So

где А£Лн2($0), следует, что A=0 на $0.
Заменяя Fn его значением (4), придадим условиям (18) вид

AE{Kn, so}ds—po £ AKn ds=O, n=0,1,2,...

Для дальнейшего необходимо выяснить, в какое из пространств Яр($0) 
(с наибольшим £) включено £л2($0). Учитывая (6) и поведение элемен
тов матрицы (6a) при приближении к контуру 2", можно утверждать, что 
если А£Лл2($о), то Apa°£L2(s0), где (см. (7a)) 0<а0<0,5, а р — расстояние 
до 2?. Используя теорему IL2 на стр. 74 в [2], легко показать теперь, что 
A£#-ao(so), т. e. І/й2(5о)<=Я“а°(5о).

Поэтому, поскольку КП£С2 ($0) СЯ2 (so) по определению, Ef {K„, s0} 6 
^ЯДзо) по теореме 1, a ЕДА8,$}£Я~(ао+1)($0) по теорзме 3, можно перепи 

07) f

572



Дифракция электромагнитных волн 33

сать (18a), используя (15) и (16), так:

(19) <E{A% s}, Kn>-po<A2, Kn2>s=0, n=0,1,2,...

Здесь А2 и Kn1 — сужения А и Кп на S. Введя обозначение

(20) F=EJA% s}-poAs^-(«o+D(So)^-2(5o),

где А2 — продолжение А2 на $0 нулем вне s, запишем (19) в виде

(21) <F,Kn>=0, n=0,l,2,...

Так как линейные комбинации Кп плотны в С2($0), то они плотны также 
в H2(so) по норме H2(s0). Поэтому из (21) следует, что функционал F ра
вен нулю на всех функциях КбЯ2($0), на которых он определен, т. e.

<F,K>=0 длявсехК6Я2($0).

Таким образом доказано, что F^0. Отсюда, учитывая (12), следует

(22) Е,в{Аэ, $}=0, poA2=Et2{A\ $}.

Эти равенства можно записать в привычных, но не вполне строгих обозна
чениях так:

(22a) Ef(A,s)=O на 5, poA—Ef{A,s} на S.

Поле E(A,s), Н{4,$} вследствие первого условия (22a) и теоремы един
ственности * обращается в нуль во всем пространстве. Так как ток А ра
вен скачку Не{А, 5} при переходе через s, то A=0 на s (As—0); из второго 
условия (22a) следует также, что A=0 на S (xV=0). Таким образом, A=0 
на So, и полнота ^_1Fn в £л2($0) доказана**.  При доказательстве полноты 
я пользовался советами M. С. Аграновича, за что выражаю ему глубокую 
признательность.

* Касательные составляющие векторов поля, возбуждаемого током AGH&(s), где 
ф!<0,5, удовлетворяют обычным соотношениям при переходе через s. Это следует из 
теорем 2, 3 и результатов приложения 3 работы [3]. Поэтому сохраняется справед
ливость известных доказательств [4] теорем единственности для указанных токов.

** Доказательство полноты в [5] нуждается в исправлении в соответствии с на
стоящей работой.

2 Радиотехника и электроника, № 1

H a x о ж д e н и e т о к а и п о л я. Полнота 7?“ТП в LR2 ($0) позволяет 
использовать (8) для определения I. Для этого можно, например, перейти 
от R~'Fn к ортонормальному семейству функций

(23) ит=^4т)2?-фп, wi=0,l,2,...,

72 = 0

где числа а(™} находятся из условий (un, um) =6nrn по известным формулам. 
После этого можно перейти от (8) к

m
(24) (I,um)=cm, где cm= ^ ДяД1”*.

n=0

Таким образом, cm — коэффициент Фурье функции I по полной ортонор
мальной системе um и, следовательно,

oo
(25) I(g)= Y'/mUm(g), g6So.

771=0
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Этот ряд СХОДИТСЯ ПО норме Ля2($0) к некоторой функции ИЗ Дг2($о) и 
определяет ток К на s и E* на S (см. (4)).

Здесь уместно вернуться к выбору параметров а в интервалах (7). Если 
бы ряд (25) сходился равномерно на $0, то следовало бы положить 
aai=—0,5, as2=0,5, an=0,5, (as2=0. При этом, как следует из (23) и (6a), 
каждый член ряда (25) имел бы на контуре £ особенности, физически 
реализующиеся для I. Это привело бы к увеличению скорости сходимости 
ряда (25). Однако в нашем случае, когда ряд (25) сходится по норме 
7>д2($о), эти соображения не могут быть решающими и вопрос о наивыгод
нейшем выборе cc нуждается в дальнейшем исследовании. Вместо метода
ортогонализации можно свести задачу определения I к решению бесконеч
ной системы линейных уравнений с постоянными коэффициентами. Для
этого следует использовать представление вида (25), где um — подходящая
полная (но не обязательно ортогональная) система функций, и подставить
его в (8), после чего найдем

а»
t26) ^PjCm(um,fl-'Fn)=an, n=0,l,2,....

т—0
Искомое вторичное поле определяется во всем пространстве рядом [4]

r — расстояние между точками q и p. Выражение для H записывается 
аналогично. Покажем, что ряд (27) равномерно сходится в любой замкну
той области Q, не пересекающейся с 5. Для этого введем произвольный еди
ничный вектор £ и рассмотрим выражение

(27)
oo

Е=Е{К,5}=УСпип(7).
^J

77 = 0

Здесь

(27a)
1 p е~ікт

U»(g) =------- rot rot I Un(p)-—’dsp,
i«e J члгs

N
l(E-J^Un)l

n=0

J^|5r«trotJ(K-£

s n=0

Производя элементарные векторные преобразования и используя неравен
ство Шварца, получим

(28) ЦЕ-£с»и.)|-||(к-£с.ип) Ф ds

N N
-| (к-^СпиЛ,Я-‘ф) І^ІІЯ^ФІІ.Цк-^слІІ

7l = U 71 = 0

где

Ф = ^-(grad div+F)^—£, 
сое 4лг

а индекс 5 указывает на то, что здесь при использовании обозначений (6) 
$о заменено на s. Первая норма, стоящая справа в (28), ограничена при 
q&Q, а вторая стремится к нулю при 7Ѵ^°°, поскольку ряд (25) сходится 
по норме £н2($0) (см. также обозначение (4)). Поэтому левая часть (28) 
тоже стремится к нулю при ДГ^<» и, вследствие произвольности вектора |, 
равномерная сходимость ряда (27) в области Q доказана.
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Если расчет величины Ef{Kn,s0}, входящей в большинство формул 
(см. (4)), не проще, чем Ef{Kn,s},.TO предлагаемый метод следует упро
стить. Для этого нужно положить Кп=0 на 2. При этом Е{Кп,$0} = 
^Е{Кп,$},интегралыпо2исчезают и всюду следует заменить $0 на$, 
I на К и Fn на ЕДКП,$}. Таким образом, отпадает необходимость введе
ния 2 (ср. с [6]).

Развитый выше метод справедлив также для задач, у которых s со
стоит из нескольких отдельных (в общем случае незамкнутых) металли
ческих поверхностей. Под 2? при этом следует понимать суммарный кон
тур, состоящий из замкнутых контуров, на которые опираются указан
ные выше отдельные поверхности. При этом вспомогательную поверх
ность 2 можно, как это было отмечено ранее, вообще не вводить или 
ввести одним из трех возможных способов, указанных на рис. 2, на при
мере, где s состоит из двух отдельных поверхностей. Предлагаемый метод 
допускает также очевидное обобщение на случай, когда вблизи поверх
ности s находятся другие тела, если известно решение задачи о возбуж
дении поля заданными токами в присутствии этих тел.

П p и м e p. В качестве иллюстрации предлагаемого метода рассмотрена 
задача определения диаграммы направленности зеркальной антенны, пред
ставляющей собой часть параболического цилиндра. Зеркало облучается 
линейным источником, расположенным вдоль фокальной оси и имеющим 
секторную диаграмму.

Параболическую поверхность зеркальной антенны можно аппроксими
ровать частью кругового цилиндра (рис. 3) с радиусом г0, равным удвоен
ному фокусному расстоянию параболического зеркала [7]. При этом угол p 
(см. рис. 3), определяющий величину используемой части цилиндра, вы
бирается так, чтобы фазовая ошибка на краях раскрыва не превосходи
ла л/2. 1

Пусть r, ф, z — цилиндрическая система координат с осью z, совпадаю
щей с осью кругового цилиндра. Тогда при выбранной линии отсчета ф 
края кругового зеркала совпадают с линиями ф=±£, а фокальная ось опре 
деляется уравнениями ф=л, г=г0/2. Секторную «диаграмму» линейного

2*
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Рис. 4
сплошная кривая—|Ф|; пунктир — аг^Ф; штрих-пунктир^модуль диаграммы 

полного поля; 3 = 150°; kro=10; N=18

Рис. 5
сплошная кривая—|Ф|, Ne18; крестики—|Ф|, 2Ѵ=23; пунктир — аг^Ф, ^=18; 

штрих-пунктир—агйФ,^Ѵ=23; 3 = 150°; fer0=15
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Рис. 6
Aro=10, 0 = 120°

источника можно записать так:
£-_£.-_Ій“№ад' Р<Ф<2л—р,

1 0, -£<Ф<р.
Здесь Hff — функция Ганкеля, k -- волновое число, Д0 — расстояние от
фокальной оси. Будем рассматривать плоскую задачу, когда длина обра
зующей цилиндрического зеркала велика и влиянием концов можно пре
небречь, т. e. поля не зависят от координаты z. При этом под 5 следует под
разумевать разомкнутый контур, образованный пересечением зеркала 
с плоскостью 2=const. S дополняет s до полного круга. Учитывая симмет
рию задачи относительно оси ф=0 и выбранную поляризацию первичного 
поля, положим

Kn=KntZ=cosnq на $о (0<ф<2л).
При этом

EiKn,So)=EAKn,s^=-^^-Jn(kro)H^(kr^cosn^, на So.
di

Так как ток и электрический вектор имеют только по одной составляющей, 
то матрица R сводится к одному элементу, и мы возьмем его равным

гѴ(ф—р)(2л—р—ф) на$ (р<ф<2л—£), 
t 1 на S (ІфІ<р).

Такой выбор удовлетворяет условиям (7) и обеспечивает для каждого чле
на ряда (25) такие же особенности на ребрах ф=±р, как и у I. Диаграмма 
направленности вторичного поля определяется, в рассматриваемом случае, 
формулой

2л—₽J Ieihra сов «Гѵ dq'
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Рис. 7
fero=15, 3 = 127°

Здесь Ф — угол между радиус-векторамц, проведенными из начала коорди
нат в точку наблюдения и точку интегрирования. Ток I на s определялся 
по формуле (25), где постоянные ст находились в результате решения 
системы линейных уравнений (26). В качестве ит использовалось неорто
гональное семейство функций

um=cos mq!R.
На рис. 4 и 5 приведены диаграммы направленности вторичного поля, рас
считанные для раскрывов зеркала -l,6A (Ато=1О, ^=150°) и ^2,4A 
(Ато=15, p=1500) соответственно (Л — длина волны). При этих парамет
рах фазовая ошибка на раскрыве меньше 10°. На рис. 4 штрих-пунктиром 
изображен модуль диаграммы направленности полного поля (с учетом 
поля первичного источника) в той области углов (150—180°), где она от
личается от диаграммы вторичного поля. Вследствие того, что первичный 
источник имеет секторную диаграмму, диаграмма полного поля терпит 
скачок при <р=150°. Для числа членов ряда (25), равного AT=18 и 21, ре
зультаты расчета при Ат0=1О с графической точностью совпадают. При 
Атв=15 на рис. 5 приведены кривые для 7V=18 и 23. Расхождение между 
ними невелико и имеет место только для части сектора углов.

Если допустить на краях раскрыва фазовую ошибку 90°. то при тех же 
Лг0 можно увеличить раскрыв до 2,7X (Ато=1О, ^=120°) и 3,8X (Ат0=15, 
р=127°). Соответствующие этим параметрам диаграммы направленности 
вторичного поля изображены на рис. 6 и 7.
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Краткие сообщения 2615

УДК 621.372.81.09

МЕТОД ВАРИАЦИИ ПОСТОЯННЫХ В ЗАДАЧЕ
О ВОЗБУЖДЕНИИ ВОЛНОВОДОВ

Я. H. Фельд

Цель настоящего сообщения - показать, что хорошо известный из теории обык
новенных дифференциальных уравнений метод вариации постоянных Лагранжа мо
жет быть распространен на краевые задачи для уравнений с частными производны
ми. Сделаем это на примере уравнений Максвелла, рассмотрев задачу о возбуждении 
волновода произвольного сечения заданными сторонними электрическими I и магнит
ными Іц токами, распределенными в некоторой области волновода между сечениями 
Z = Zi и z = z2.

Эта задача исследовалась неоднократно. Наибольшее распространение получили 
методы, использующие лемму Лоренца. Впервые это было сделано в работе [1], а за
тем различные модификации метода, использующего эту лемму, были даны в [2,3,4].

Пусть Е<ѵ>, Н<ѵ> (ѵ=±1, ±2, ...) — полная система волн регулярного волновода, 
где положительным v соответствуют волны, идущие в на^правлении z>0, а отрица
тельным v — в направлении z<0. Любое решение однородных уравнений Максвелла, , 
удовлетворяющее соответствующим краевым условиям, в регулярной части волново
да может быть представлено рядами

(1)

где Cv - постоянные коэффициенты.
Штрих у сумм указывает на то, что v=0 исключено, ниже мы его опускаем.
Попробуем, в соответствии с методом вариации постоянных, удовлетворить не

однородным уравнениям Максвелла, у которых справа стоят плотности токов I и Iй, 
выражениями типа (1), предполагая, что сѵ-функции координат. Если считать сѵ 
функциями трех координат, то мы сведем задачу к уравнениям в частных производ
ных для Cv, что нежелательно. Поэтому будем полагать сѵ функциями только одной 
координаты z, а для того, чтобы получить искомое решение при таком ограничитель- 
пом предположении, добавим к правым частям (1) поправочные члены и запишем 
решение в виде

"£'■ (z)H<v) + F.

Подставляя эти выражения в неоднородные уравнения Максвелла и учитывая, что 
E(v), н(ѵ> удовлетворяют однородным уравнениям Максвелла, найдем

£ [ Vcv, Н<ѵ) ] + rot F = icoef + I,
V

(3)

J^(Vcv, E<v>] + rot f = -rcopF - P.
v

Легко видеть, что системе (3) нельзя удовлетворить в отсутствие поправочных чле
нов f и F, так как токи I и P, в общем случае, имеют продольные (зет) компоненты, 
а суммы, стоящие слева в (3), их не имеют (если сѵ зависят только от z).

Так как неизвестных у нас оказалось больше, чем можно определить при помо
щи системы (3), то мы вправе наложить на них добавочные условия. Выберем их в- 
соответствии с методом вариации постоянных так, чтобы максимально упростить 
уравнения (3). Последнее имеет место, если положить *

* А± - поперечная относительно z часть вектора А.

(4) Fj_=fj_=O.

РиЭ.– 1976.– Т.21, №12.– С.2615-2617. 
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2616 Краткие сообщения

При этом система (3) разбивается на две:

(5)
1

f=------------ Mz,
Zcoe

F-

^(Vc,,H('4=k

V

1 
--------  /z^izi 
ІО)Ц

(6)
У [Ѵсѵ, Е(’)]= _іхн + 2_[ѴЛ, iJ.

ісое

Таким образом, удается сразу найти поправочные члены f и F, удовлетворяющие в 
отдельности краевым условиям рассматриваемой задачи, если па стенке (идеального) 
волновода Iz и нормальная компонента4 Р обращаются в нуль. Последнее всегда 
разумно считать выполненным, так как эти компоненты, находясь у стенки, нс воз
буждают поля внутри волновода.

Систему (6) можно использовать для нахождения cv(z). Для этого умножим пер
вое уравнение (6) скалярпо на Ех, а второе — на Нх и проинтегрируем по сечению 
волновода s(z) с координатой z. Тогда, учитывая, что

J [E<v),H<x)]ds = 0 при v=^+x,

s(z)

найдем
[H(x),E<x)]ds + ^^. f [H<^x),E<x)]ds = 

dz J
■S(?) S(z)

[E(x),H(x)]ds+^^-f [E(-x),H<x)]ds = 

dz J
s(z) S(z)

s(z)

_I±U + _L[V/Z,ix]

ioe

V

Разрешая эти уравнения относительно dc*/dz и dc-*Jdz и выписывая выражение 
только для последнего, так как одно переходит в другое при замене x на -x, получим

(7)

Если использовать элементарно получаемые равенства

— fH(*)(W,,iJds= f ZX)/zdS; 
ісое J J

s(z) s(z)

1 p
------- E(*)(VZ/,iJds =
ІЫЦ J

s(z) 
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Краткие сообщения 2617

а затем заменить x на -x, то (7) перейдет в следующее:

$ (E("*)I-H(-*)p)ds
(8) dCx _ ,(г)_________________________

dz 2 ^ (EW,H(-*)Jds
• <0)

Из принципа излучения и формул (2) и (8) следует, что cx(z)=0 при x>0, z<zi и 
при x<0, z>z2. Поэтому, интегрируя (8) по z, найдем окончательно

(9)

^ (E(-*)I-H(-*)p)dF
v

Ск (z) = ±--------------------------------- ,
2 ^ (E(*),H(-*)Jds
•(0)

где при х>0 (знак «+») интегрирование по объему V идет между сечениями волново
да zi и z, а при х<0 (знак «-») - между сечениями z и z2.

Формулы (9) впервые получены в [3]. Метод, использованный здесь, импониру
ет своей относительной простотой, хотя в отдельных пунктах и близок к дан
ному в [3].

Аналогичный прием может быть использован и при решении других задач.
П p и м e ч а н и e. Решение (2), (5), (9) формально справедливо при условии, что 

Iz=l^=Q у идеально проводящей стенки волновода. В противном случае равенства 
(4) противоречат граничным условиям и должны быть изменены. Не останавливаясь 
на этом, отметим только, что при Д=^0 и Z,P=^O у стенки эти составляющие могут 

^ T T^ т(2)/ /Ю. 7(1)быть представлены в виде суммы/х=/2 +Zz (аналогично для ln ), где Iz внутри 

волновода совпадает с Iz и только на малом расстоянии б от стенки отличается от 
Л, плавно стремясь к нулю; Г®\ наоборот, равно нулю внутри волновода и только 
на расстоянии б становится отличным от нуля, плавно стремясь к Iz на стенке. 
Тогда, на основании принципа суперпозиции, поле внутри волновода может быть 
представлено в виде суммы полей, индуцированных токами Zz(1) и Zz2> *. Поле пер

вого тока можно найти по формулам (2), <5), (9), так как Z^=0 у стенки, а поле 

тока І@\ поскольку он весь сосредоточен у идеально проводящей стенки, очевидно 
почти равно нулю всюду при достаточно малом б. Таким образом, формулы (2), (5),
(9) практически решают задачу всегда.

Следует отметить, что в [3] члены / и F формул (2) найдены (в первой части 
работы) как взятые с обратным знаком поля двойных (разноименных) слоев элек
трических и магнитных зарядов. Однако при этом не учтено, что эти заряды нахо
дятся не в пустоуе, а в металлической трубе. Последняя не влияет на поле между 
слоями вдали от стенки, но существенно сказывается на поле у самой стенки, обра
щая его соответствующие компоненты в нуль. Следовательно, в [3] в самом начале 
неявно предполагается, что Zz=Z^=O у стенки, поскольку при этом заряды у стенки 
отсутствуют и влиянием последней на поле зарядов можно пренебречь.

В заключение обратим внимание на то, что случай, когда Iz и 7^ не равны 
нулю у стенки, представляет чисто академический интерес. Действительно, токи не 
могут задаваться совершенно произвольно. Они должны быть «самосогласованными», 
т. e. определяться из соответствующей системы уравнений. Поэтому практически 
реализуемые токи всегда будут удовлетворять условиям Zz=/^=0 у стенки.
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♦ 0 полях, создаваемых другими компонентами токов, мы не говорим, так как 
для них формулы (2), (5), (9) всегда справедливы.
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ДИФРАКЦИЯ СКАЛЯРНОЙ ВОЛНЫ 
НА ПАРАБОЛИЧЕСКОМ ЗЕРКАЛЕ

Я. H. Фелъд, А. К. Ансрян

Исследуется задача о возбуждении зеркала — типа конечного пара
болоида вращения — точечным источником, находящимся в фокусе пара
болоида. Рассмотрение проводится для краевых условий Дирихле и Ней
мана на поверхности зеркала. Находятся распределение «тока» (скачок 
нормальной производной поля в случае краевых условий Дирихле и ска
чок самого поля при условиях Неймана) на зеркале и диаграммы направ
ленности вторичного поля. Приводятся численные результаты.

Рассмотрим зеркальную антенну, поверхность которой S является 
частью параболоида вращения, опирающейся на контур 2? (рис. l,a). По
верхность зеркала предполагается бесконечно тонкой. Зеркало облучается 
точечным источником, расположенным в фокусе параболоида и создаю
щим первичную скалярную волну гр(0).

Вторичное поле ф, создаваемое зеркалом, удовлетворяет уравнению 
Гельмгольца

(1) Ѵ2ф+А2ф=0 (fc — волновое число) и краевым условиям на

зеркале типа Дирихле (или Неймана) *

/ Зф+ Зф“ дф(0) \ **(2) ,*_,-_-,.» aaS (^--^-----------^T“‘S') ■

Поле ф подчиняется также условиям Майкснера на контуре Z и условиям 
излучения на бесконечности.

Используем для решения краевой задачи (l)-(2) метод, предложен
ный в работе [1]. Для этого прежде всего приведем краткую сводку необ
ходимых нам формул из [1].

* Индексами «+» и «-» обозначаются предельные значения величин при при
ходе на S со стороны, куда направлена нормаль n к 5, и с противоположной соот
ветственно.

*♦ В скобках помещаются формулы, относящиеся к краевым условиям Неймана,
в тех случаях, когда они отличны от формул для условий Дирихле.

© Издательство «Наука»,

«Радиотехника и электроника», 1977 г.

582



F

Рис. 1: a — параболическое зер
кало; б — краевые условия 
Дирихле, kRo=iQ, £=150°; в — 
краевые условия Дирихле, 

&flo=lO, P=1500
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Дифракция скалярной волны на параболическом зеркале 3

Поверхностный «ток» W на S и возбуждаемое им поле ф определяются 
выражениями

. . дф+ дф~
(3) W = ----------- —HaS (W=xb+-^-HaS)

дп дп
и
(4) ^q)=-jW(p)f(p,q)dp ^(q)=^W(p)df^9) dp},

S s P

где
j e-iMp-q\

4л \p—q\

dp — дифференциал площади поверхности S в точке p. Справедлива сле
дующая формула [ 1 ]:

(5) tT(9) = ^Cmt/m(9) на S.

Здесь
7H = 0

(6)
Ст = ^^а^ап', Um{q)=\tanm>^nR , тп=0,1,2,...; 

n=0 n=0

(7)
an=-k$^Wndp (a„ = -Tj^n^-dp).

S 8

Для определения Fn необходимо дополнить поверхность S до замкнутой 
поверхности S0 при помощи геометрической поверхности S (см. рис. l,a). 
Тогда, вводя на S« семейство вспомогательных токов * ** Wn (n=0, 1, 2,...), 
запишем

* Черта над буквой — знак комплексного сопряжения.
** Предполагается, что линейные комбинации Wn всюду плотны в C2(S0) 

(С2(50)-пространство функций, обладающих непрерывными вторыми производ
ными) .

(8)

Ш^„;50} на S (

\п
-Wn на S \

1 ^{^„;5о}

k дп

-Wn

где 4'{^п; 50}—поле, возбуждаемое током Wnj распределенным на S0, 
определяемоеформуламитипа (4).Постоянныеапт) (см. (6)) подбираются 
так, чтобы семейство функций Um было ортонормированным, т. e.

(t7m, t7n)=6mn.

Рекуррентные формулы для а^\ получаемые известным методом ортого
нализации Шмидта, имеют следующий вид:

(9)

при n = m,1

584



4 Я. H, Фельд, А. К. Ансрян

Отметим, что скалярное произведение определяется так:

(10) (U,V)=juVRdp.

s

Вес R (фигурирующий также во второй формуле (6)) для условий Ди
рихле выбирается в виде произвольной положительной непрерывной 
(вместе с первыми производными) на S и S функции, стремящейся к нулю 
как р1/а (р — расстояние до 2) при приближении к 2 со стороны 5; 
на S ее можно взять постоянной. В случае условий Неймана 7?^°° как р“'/2 
при приближении к 2 со стороны S и 7?^0 как р/а при приближении к 2 
со стороны S. В дальней зоне вторичное поле

g-iAlql . g-iAlql ч
(11) *(?,_-^МФ (*(,)=-“4^ГФ)-

Здесь
(12) Ф = |иЧр)е’*|р|С08Т<^

S

— диаграмма направленности вторичного поля; |р| — длина радиуса-век
тора точки р; у — утол между векторами, проведенными из начала коор
динат в точки интегрирования p и наблюдения q.

Возвращаясь к исходной задаче, аппроксимируем поверхность зеркала 
сферическим сегментом (рис. l,a) с радиусом 7?0, равным удвоенному 
фокусному расстоянию параболоида вращения [2]. При этом угол £ 
(см. рис. l,a), определяющий используемую часть сферы, должен быть 
таким, чтобы фазовая ошибка на краю раскрыва не превосходила л/2 *. 
Это обеспечивается допустимым отклонением поверхности зеркала от иде
ального параболоида на величину, не превосходящую X/8, что соответст
вует допускам, применяемым при изготовлении реальных зеркал.

Введем сферическую систему координат R, Ѳ, ф с центром в центре 
сферы 5o и осью Ѳ=0, совпадающей с осью параболоида (рис. l,a). Тогда 
контур 2 зеркала определяется уравнением Ѳ=ф, а поверхность зеркала 
(сферический сегмент) -R=R^ f^0=Cjr, 0=Сф^2л. Поверхность S допол
няет S до полной сферы S0. Весовую функцию выберем в соответствии со 
сказанным выше равной

(cos p — cos Ѳ)Ѵа, Р<Ѳ,

1, ѳ<р
(cos p — cos Ѳ) “,/a, р<Ѳ \ 

(cos Ѳ — cos p)I/a, Ѳ<р/

Вследствие симметрии рассматриваемой задачи относительно оси Ѳ=0, 
Ѳ=л вспомогательные токи удобно задать при помощи формул

(14) Wn=Pn(cos0), n=0,l,2,...,

где Pn(cos0) — полином Лежандра п-й степени. Подставляя (14) в (4) 
вместо Wn и заменяя S на 50, найдем

(15) гН^п; So} = ^- Jn+y, H%h Pn (cos Ѳ) на S0

♦ Это требование ограничивает глубину параболического зеркала. 
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Дифракция скалярной волны на параболическом зеркале 5

для краевых условий Дирихле и *

* Вторая формула (4) при этом дифференцируется по нормали.

(16)
1 d^(W^So) _ nkRg / _ n/n+v, \
k dn 2i \ n+l‘ kR0 )

Hw
X ( Hn%k - ^  ̂\ Pn (cos Ѳ) на Sa

\ kR0 /

для условий Неймана. Здесь аргументом у цилиндрических функций яв
ляется kRQ. Поле ф(0) первичного источника, расположенного в фокусе, 
зададим (в телесном угле, под которым зеркало видно из фокуса) при по
мощи формулы

У
2 g-lftP0 т/ J

-------- -—, где рѳ = у — R2+R2+RRQ cos Ѳ 
л яро r 4

— расстояние, отсчитываемое от фокуса зеркала. Вне указанного телесно
го угла поле ф(0) мы не задаем, так как его значение в этой области не ска
зывается на величине вторичного (дифрагированного) поля ^. Практи
чески поле ^(0) вне угла облучения зеркала стараются сделать как можно 
меньше, чтобы не испортить суммарную диаграмму и не снизить коэффи
циент усиления.

Номер 
рисунка hRQ 3°

_d
Л д

Краевые 
условия N Диаграм

ма или ток 
_____________

ДФ° I фнс <*)  I

1, б 10 150 1,59 Л_
36

Дирихле 11,23,29 Фн 40 0,29

1, e 10 150 1,59
л_

36 Дирихле 23, 29 ROW - -
2, а
2,6

10
10

90
90

3,18
3,18

1,6л
1,6 л

Дирихле 
Неймана

18, 24
18, 24

Фн
Фн

32
32

0,04
0,20

3, а 20 136 4,57 51
4

Дирихле 17, 23, 29 Фн 12,5 0,08

3,6 20 136 4,57 2L
4 Дирихле 17, 23 ROW - -

4, а 20 136 4,57
л
4 Неймана 23, 29 Фн 13,75 0,22

4, б 20 136 4,57
_л
4 Неймана 23, 29 W - -

Выражения (13)-(17) позволяют рассчитать ток (5) (учитывая фор
мулы (6)-(8)), а также поле (4) и диаграмму (12) для рассматриваемых 
задач с краевыми условиями Дирихле или Неймана.

Ниже приведены результаты расчетов для амплитуд и фаз тока (5) 
и нормированной диаграммы вторичного (дифрагированного) поля 

(18) Фи(Ѳ)
Ф(Ѳ)
ІФ(О)Г

где Ф(Ѳ) определяется формулой (12); аргумент <р здесь опущен, так как 
поле осесимметрично (см. (17)).

Вычисления проводились на ЦЭВМ «Наири» для параметров, сведен
ных в таблицу. В таблице приняты следующие обозначения: d/'k — диа
метр раскрыва зеркала в долях волны, Д — максимальная фазовая ошиб-
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6 Я. H. Фельд, А. К. Ансрян

Рис. 2: а — краевые условия Дирихле, &Яо=1О, 0=90°; б — краевые 
условия Неймана, AJ7o=lO, 0=90°

ка в раскрыве, 2Ѵ — число учтенных членов ряда (6), АФ — ширина глав
ного лепестка диаграммы на уровне 0,707, |Фнс(л) | — величина суммар
ной (с учетом первичного поля), нормированной диаграммы в направле
нии Ѳ=л.

Из кривых на рис. 1,6—4, б видно, что ряд для диаграммы «поточечно»
сходится значительно лучше, чем ряд для тока. Это естественно, так как
первый сходится равномерно, а второй — по норме пространства £л2, т. e.
в среднем с весом R [ 1 ]. Следует также отметить, что кривые, характери-
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Дифракция скалярной волны на параболическом зеркале 7

Рис. 3: а — краевые усло
вия Дирихле, Л7?о=2О, 
0=136°; б — краевые ус
ловия Дирихле, &flo=2O, 

0=136°

зующие фазы диаграмм и токов, сближаются с ростом N несколько быст
рее, чем для соответствующих амплитуд. Практически достаточно при 
расчетах ограничиться числом членов ряда N—kRQ, т. e. равным числу 
волн, укладывающихся на экваториальном контуре поверхности S0.

Ширина главного лепестка диаграммы на уровне 0,707 для всех рас
смотренных случаев, когда фазовая ошибка Д<л/2, удовлетворительно 
совпадает с величиной, получаемой по известной формуле ДФ=57° (X/d) 
вплоть до раскрывов d^l,5X. Для сравнительно больших раскрывов 
d=4,6X ширина ДФ в случае условия Дирихле на 30% уже, чем для усло
вий Неймана. Следует отметить, что при Д = 1,6л зеркало представляет со
бой половину сферы и плохо аппроксимирует параболоид, однако диаг
раммы (рис. 2, а, б) получаются вполне приемлемыми, хотя фактическая 
ширина главного лепестка оказывается значительно большей, 32° вместо 
18° при обоих краевых условиях.

588



8 Я. H. Фельд, А. К. Ансрян

Рис. 4: а — краевые усло
вия Неймана, A^o=2O, 
р=136°; б — краевые 
условия Неймана, kRo= 

=20, ₽=136°

На рисунках изображены диаграммы вторичного поля. Для того чтобы 
судить о результирующей диаграмме, необходимо прибавить ко вторичной 
диаграмме (12) диаграмму первичного поля (17), она имеет вид

(19) ф<о>(Ѳ) = 22^ехр{-і^ 
cos Ѳ

V32n
ZFexp {—ik — cos Ѳ

2 })
в телесном угле j3=CO=Cjr, 0^Сф=С2л. Диаграмму направленности первично
го источника в области О=СѲ<р, 0<ф^2л мы не выписываем, так как
здесь не задано поле tp(0) (см. выше) ; в первом приближении ее можно
положить тут равной нулю. Не приводя (из-за недостатка места) суммар-
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ных диаграммфно=фи+фн<°> (фнсо)=ф<°’(ѳ)/|ф(О)|), оценим, насколько 

наличие первичного поля снижает уровень задних лепестков вторичного, 
так как они почти противофазны. Для этого в таблице в последнем столбце 
приведены значения суммарной нормированной диаграммы направленно
сти ]Фнс(л) I в направлении Ѳ=л, т. e. точно назад. Как видно из табли
цы, уровень заднего лепестка суммарной диаграммы уменьшился, по срав
нению с |Фн(л) |, для большинства рассмотренных примеров в несколько 
раз.
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МЕТОД ВАРИАЦИИ ПОСТОЯННЫХ В ЗАДАЧЕ 0 ВОЗБУЖДЕНИИ 
ШАРА ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ И МАГНИТНЫМИ ТОКАМИ

Я. H. Фелъд, С. Я. Фелъд

Методом вариации постоянных, обобщенным на случай краевых за
дач для уравнений Максвелла, изучено возбуждение шара произвольно*  
заданными электрическими и магнитными токами. Показано, что полное 
поле может быть записано при помощи формул, аналогичных известным: 
формулам теории возбуждения волноводов. Рассмотрены случаи идеаль
но проводящего и магнитодиэлектрического шаров. В зависимости от 
выбора парциальных волн и преимущественной координаты могут быть 
сразу получены решения, пригодные для численных расчетов при &а»1 
или ka^i (а-радиус шара, k=2n/k).

* В работе [5] рассмотрено возбуждение идеального шара радиальным линей
ным током конечной длины.

ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается задача о возбуждении шара произвольно распреде
ленными токами. Предлагаемый метод решения подробно изучается на 
примере идеально проводящего шара, а затем обобщается на случай шара 
с любыми электромагнитными параметрами.

Задача о возбуждении шара точечным диполем неоднократно рассмат
ривалась различными методами и ей посвящена обширная литература. 
Отметим только работы*  [1—5], в которых дана также подробная библио
графия. Мы сочли возможным вернуться к этой задаче по следующим 
причинам.

1. В большинстве работ решение получено в виде ряда, пригодного для
вычисления при ka^i (й — волновое число, а — радпус шара), и лишь за
тем, при помощи преобразования Ватсона, оно приводится к виду, при
годному для ка>1. Исключение составляют работы [2, 4], где рассмат
ривается скалярная задача с точечным источником.

2. Переход от решения, полученного для точечных диполей, к произ
вольному распределению возбуждающих электрических и магнитных то
ков методом суперпозиции весьма громоздок. Связано это с тем, что поле 
обычно записывается в системе координат с осыо z, проходящей через 
диполь. Поэтому переход к произвольной системе сферических координат 
для последующего объемного интегрирования требует применения теорем 
сложения для различных спецфункций и утомительных преобразований.

3. Предлагаемый метод прост и кратчайшим путем ведет к получению
окончательных формул; причем, в зависимости от выбора парциальных 
волн и преимущественной координаты, приводит к решению, пригодному 
для вычислений при ка^>1 или ка<*>1.

4. Для целого класса задач (возбуждение шара, волновода и т. n.),
когда можно построить парциальные решения, этот метод (§ 2) одноти
пен и приводит к совпадающим по форме решениям (ср. с [7]), анало
гичным известным [6] формулам задачи о возбуждении волновода.

591



1830 Я. H. Фельд, С. Я. Фельд

Ниже будет дано решение уравнений Максвелла:

(I) rotH = — E+I, rotE = iA:pH-P,
Ф

тде А=соѴец — волновое число, p=Vц/е — волновое сопротивление; исполь
зована практическая система единиц и зависимость от времени взята в 
виде e“to)f. Для идеально проводящего шара краевые условия имеют вид

(II) [Е,іг]=0 при r=a.

Здесь ir — радиальный орт.
В случае магнитодиэлектрического шара условие (II) заменяется тре

бованием непрерывности тангенциальных составляющих векторов поля 
при переходе через поверхность шара, а в уравнениях (I) под к и p пони
маются кусочно-постоянные функции, равные при г>а соответствующим 
величинам для внешнеро пространства, а при г<а — для внутреннего про
странства шара.

1. ПАРЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ В СЛУЧАЕ 
ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩЕЙ СФЕРЫ

Парциальные волны введем в соответствии с идеей Зоммерфельда [2] 
так, чтобы каждая из них удовлетворяла условию излучения и краевому 
условию на сфере r=a. При этом она естественно должна иметь источники 
в области г>а.

Парциальные волны проще всего ввести при помощи потенциалов Де
бая по известным формулам [6]

Е’-(^+к’)ѵ' я--0.

<1)
r, 1 д2Ѵ
Е<> — — .—■ -;

r drdft

1 дгѴ
»E^---------- .-тг-

r sin 0 Згдф 

для электрических волн и

Н„

-ik дѴ
prsinO дф’ 

ik дѴ 

рг д$

Яе

(2)

£,-0; ff,= (^ + i-)u,

„ ikp dU тт 1 d2UE^---- :—г-^-’ Яо — —< ,
rsinv 5ф r дгдѵ

v_ikpdU н 1 d'U 
ф r дО’ Ф ГБІпФдгдф

для магнитных волн. Здесь
(3) y=4£v(Ar)Pvm(±cos$) C°S ^ ,

sm 7Пф

(4) U=B^* (kr) Р™ (±cos О)
COS ТПф 
sin ТПф ’

Р™Х)~присоединенная функция Лежандра, £ѵ(Ат)=ѴлЛт/2Я^+і/2(Ат), 

ЯѴД^—функция Ганкеля, А и Я — произвольные постоянные, m= 
—0, 1, 2,... . Для того чтобы каждая парциальная волна удовлетворяла 
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краевому условию на сфере, числа v и x, как это следует из (1) — (4), 
должны быть корнями уравнений:

(5) ^v'(&a)=0 в случае электрических волн,

(6) £х (kd) =0 в случае магнитных волн.

Уравнения (5) — (6) имеют счетное число корней v и x, расположен
ных в первом * квадранте комплексной плоскости **. Каждому из них при 
заданной зависимости от ф (типа cos тпф или sin тпф) соответствуют две 
парциальные волны. Одна из этих волн получается при выборе знака «+» 
у cosO в формулах (3), (4) и распространяется в направлении от ft=jr к 
ft=0, а другая — при выборе знака «—» и распространяется от $=0 к Ф=л 
[4]. В этом легко убедиться при помощи асимптотической формулы, на
пример, для Pv^(cosd) при |ѵ|>1, что имеет место для корней v при 
|&а|>1.

Из сказанного следует, что рассмотренных парциальных волн сущест
вует счетное множество. Поэтому их можно перенумеровать (тем или 
иным способом) при помощи одного индекса p, пробегающего все цело
численные значения, кроме нуля. Сделаем это при единственном условии, 
чтобы парциальные волны Ер, Нр и Е“р, Н"р отличались только знаком у 
cos 0 в выражении для соответствующего потенциала Дебая (3) или (4). 
При этом индексу р>0 пусть соответствует знак «—», т. e. волна, идущая 
в направлении от ft=0 к $=л, и наоборот. Таким образом, волны, отли
чающиеся знаком p, однотипны, но распространяются в противополож
ных направлениях по Ф.

Поскольку P^x)(cosO) обращается в бесконечность при Ф=лг 
a P7x*' (~cos Ф) — при '0'=0, то парциальные волны с р>0 имеют источ
ники, расположенные вдоль луча Ф=0, г>а, а волны с р<0 — вдоль луча 
Ф=л, г>а. Вне этих лучей они удовлетворяют однородным уравнениям 
Максвелла.

Обозначим через s(ft) поверхность усеченного конуса: ft=const, г>а, 
0^ф^2л. Для введенных парциальных волн выполняются следующие ус
ловия ортогональности:

(7) j [Ep,H’]ds=0 при p*±q.

s(O)

Доказать это проще всего при помощи леммы Лоренца, которая (в нашем 
случае) для объема, ограниченного поверхностями s(fl4), s(O2) (0«h< 
<$2<л) и частью сферы r=a, имеет вид

(8) J {[Ep,H’] — [E’,Hp]}ds= J {[Ep,H’] — [E’,Hp]}ds.

«(<М з(О2)

Рассмотрим следующие возможные случаи.
1. Индексу p соответствует электрическая, a q — магнитная волна.

Тогда (8) перепишется так:

J [Ep,H’]ds= j [Ep,H’]ds.

s(Oi) e(*a)

♦ Соответствующие числа -(v+l) и -(x+l) также являются корнями (5), (6K 
но они не дают новых решений.

♦♦ Значение этих корней может быть взято из соответствующей литературы
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Левая часть — функция й1? а правая — й2, поэтому они обе равны посто
янной. Последняя равна нулю, поскольку, например, левая часть содер
жит, как видно из (1) — (4), множитель, являющийся функцией от <h. 
Доказательство для случая, когда p соответствует магнитной, a q — элек
трической волне, аналогично.

2. Индексы p и q одного знака и оба соответствуют либо электриче
ским, либо магнитным волнам.

В этом случае, устремляя й^О (при p, q<0) или й2^л (при p, д>0), 
приведем (8) к виду

(9) J [Ep,H’]ds= j [E’,№]ds,

s(tf) 3(0)
i

где индекс у й опущен. Если p^=q, то, как следует из (1) — (4), левая и 
правая части (9) содержат в качестве множителей различные функции 
от й и, следовательно, должны порознь равняться нулю. Исключением 
является случай, когда p^=q только за счет того, что в соответствующих 
выражениях для потенЦиалов (3), (4) у волны p стоит coszmp, а у волны 
q — sin mq) или наоборот. Однако и в этом случае левая и правая части (9) 
обращаются в нуль за счет ортогональности указанных тригонометриче
ских функций на интервале 0—2л.

3. Индексы p и q различных знаков и оба соответствуют либо элек
трическим, либо магнитным волнам. В этом случае по доказанному в п. 2

(10) J [Ep,H“9]ds=0 при p^-q.

«(<►)

Если теперь в этом равенстве заменить — q на q, то в выражении для 
соответствующего потенциала Дебая изменится только знак у cos й, Сле
довательно, изменится только множитель, зависящий от й, содержащийся 
в левой части (10), а само равенство не нарушится. Таким образом, и

J [Ep,Hg]ds=0 при p=^-g.

s(O)

Доказательство закончено.

2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА МЕТОДОМ 
ВАРИАЦИИ ПОСТОЯННЫХ [7]

Будем искать решение краевой задачи (I, II) в виде рядов по пар
циальным волнам с переменными коэффициентами Ср. Для того чтобы 
свести задачу к системе обыкновенных дифференциальных уравнений для 
Ср (р=±1, ±2,...), положим последние функциями только одного пере
менного й, и чтобы скомпенсировать это ограничение, добавим к рядам 
поправочные * члены. Таким образом, напишем

* Добавление таких членов практикуется также при решении обыкновенных 
неоднородных дифференциальных уравнений обобщенным методом вариации 
постоянных ([8], стр. 149) .

(11) E=^Cp(a)E”+F; H=JVp(fl)Hp+f.

p p

Подставляя эти выражения в (I) и учитывая, что парциальные волны 
удовлетворяют при 0<й<л однородным уравнениям Максвелла, найдем
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(12)

£[VCP, H*l + rotf=-^F + I

p

У\ [VCp, Ep] + rotF = ikpi - Iй

P

0<Ф<л.

При F=f=0 последние равенства не могли бы быть выполнены, так как 
при этом их левые части не имели бы составляющих в направлении 6* 
(при Ср=Ср(Ф)), а правые, в общем случае, имели бы.

Учитывая сказанное, а также то, что число неизвестных, фигурирую
щих в (12), больше, чем может быть определено из этой системы, по
ложим

(13) Fr=F,=/r=/v=0.

Это соответствует методу вариации постоянных Лагранжа, где изли
шек неизвестных используется для максимального упрощения уравнений. 
Действительно, при выполнении условий (13) система (12) расщепляется 
на две
(14) Л = ^7.; A-4-I/

iK ikp

и

(15) J^tVCp,H*J + rotf=L: J^^’E’l + rotF------ V-
P p

Здесь, например, Іх — поперечная, относительно орта іа, часть вектора I. 
Формулы (14) совместно с (13) определяют векторы F и f, а система (15) 
может быть использована для нахождения коэффициентов СР(О). Для 
этого умножим первое равенство (15) скалярно на rEQ, второе — на rEP и 
результаты проинтегрируем по поверхности s(O) (0<Кл). Учитывая 
условия ортогональности (7), найдем

^J [E’,H’]ds + ^j [E’,H_e]ds=jEe(rotf—Ix)rds,

s(O) 8(0) s(0)

^ j[E’,H’]ds + ^pj [E-’,H’]ds=- Jw(rotF+Ij_*)rds.

3(0) 8(0) 8(0)

Разрешая эту систему относительно неизвестных dCq/d$ и dC_Jd^, по
лучим

S {E’(rotf-I±)+№(rotF+V)}rds
(16) ^L = 2<£>--------------------------------------------------------
V <й> $ {[E’,H-’]-[E-’,H’])ds

8(0)

Выраженпе для dCq/d$ не выписываем, так как оно получается* из (16) 
заменой q на _g. Упростим числитель (16). Учитывая (13), (14) и одно
родные уравнения Максвелла, которым удовлетворяют Ед, Нд в области 
0<0<л, легко показать, что

3 Радиотехника и электроника, ЭД 9

♦ Следует отметить, что из решения вышенаписанной системы уравнений полу
чается более громоздкое выражение для dCq/dft, но оно легко упрощается, если 
учесть (l)-(4).
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При этом учтено также, что при r=a физически реализуемая составляю
щая Л=0 (об этом подробнее см. в [7]) и что токи I, P распределены в 
конечной области. Используя эти равенства и меняя q на -g, придадим
(16) следующий вид:

$ (IE"*-PH-*)rds

* В [7] добавлено ещѳ одно условие 7пц=0 на идеальном металле, которое 
формально не требуется, но всегда выполняется.

(17) ££1 =------^£>---------------------------------- .
Ѵ 7 dft $ {[E’,H-’]-[E-’,H’]}ds

e(O)

Как следует из леммы Лоренца (8), знаменатель в (17) — величина по
стоянная, не зависящая от Ф. Пусть все токи I, P распределены в обла
сти а<Ф<р (0<а<р<л). Тогда, интегрируя (17) от Ф0 до Ф, найдем

(18) C,(tf)-C,(flo)

$ $ (IE-’-PH-’)rdsdfl

$ {[E«,H-«]-[E-’,H’]}ds ' 
«<*)

Очевидно, для g>0 C,(ft)=0 при О^а; действительно, как следует из
(18),  Cq(&) постоянно вне интервала (a,P), поэтому, если оно будет 
отлично от нуля при Ф«£а, то в решении (11) будет присутствовать член 
с p=q, обращающийся в бесконечность при й=0, чего не должно быть. 
Аналогично, для g<0 C,(^)=0 при Ф>р. Учитывая сказанное и полагая 
в (18) ^o=a, а затем йо=Р> получим окончательно

(19) С3(й) =
±$ [IE-’-PH-’Jdtf

ѵ±

$ {[EsH-4-[E“S№]}ds’
*(*)

7=+l,±2.......

Здесь знаки «+» относятся к положительным q, а знаки « — » к отрица
тельным; р+ — объем, ограниченный поверхностями s(a), s(ft) и частью 
сферы r=a, р“ — объем, ограниченный поверхностями s(ft), $(£) и ча
стью сферы r=a. Формулы (11), (13), (14), (19) дают решение задачи 
о возбуждении идеально проводящей сферы произвольной системой элек
трических и магнитных токов (при единственном условии, что I&=0 на 
сфере r=a*).  Это решение, во всяком случае, пригодно для вычислений 
при больших ka, когда можно ограничиться одним — двумя первыми 
членами рядов, фигурирующих в (11).

Метод вариации постоянных, развитый здесь, выгодно отличается 
своей простотой, а главное тем, что приводит к весьма компактному 
решению. Все полученные формулы сохраняют смысл и в пределе, когда 
a^0, а р^эт.

Резонансный случай, когда ка<^1, тоже может быть рассмотрен мето
дом вариации постоянных. Однако он должен быть несколько изменен. 
Так, парциальные волны по-прежнему определяются формулами (1), (2), 
где потенциалы (3), (4) теперь заменяются следующими: 
(За) (7,C/) = (4,B)Zn(^)Pn-(coSa)COSm<P .

sm тиф
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Метод вариации постоянных 1835

Здесь
rSn(Ar) при р>0,
1 £п(Ат)-ап^п(Ат) при р<0, 

£л'(Ла)/ф/(Ла) для электрических волн,

Zn(ka)/tyn(ka) для магнитных волн,

m и n — целые числа, ^п(^) =Улх/2/п+уа (x).
Как и выше,применяется одноиндексовая нумерация (р=±1, ±2,...) 

парциальных волн, причем переход от волны p (>0) к волне —р сво
дится только к замене в выражении для Zn(kr) верхней строчки на ниж
нюю. Пусть s(r) — поверхность сферы r=const. Можно показать, что для 
только что введенных парциальных волн выполняется условие ортогональ
ности (7), если в нем заменить область интегрирования s(O) на s(r). Учи
тывая это и повторив вычисления § 2, заменив при этом преимуществен
ную переменную 0 на г, придем к решению типа (11):

E=J2c’p(r)E”+F; H = JVp(r)H*+f.

Здесь
p p

ir — орт в направлении r, а коэффициенты Ср(г) определяются формулой
(19),  в которой s(ft) следует заменить на s(r) и под ѵ+ понимать область 
между $(га) и s(r), а под р“ — между s(r) и $(гр); га<г<гР — область, 
в которой находятся источники. При этом, естественно, под Ер, Нр пони
маются волны, определяемые уравнениями (1), (2), (За). Из рассмот
ренных выше случаев ясно, как следует подбирать парциальные волны. 
Внутри интервала изменения преимущественной переменной они должны 
удовлетворять однородным уравнениям Максвелла; на одном его краю 
должны выполняться краевые условия для волн с р>0, а на другом — 
с p<Q.

3. ВОЗБУЖДЕНИЕ МАГНИТОДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ШАРА

Рассмотрим шар радиуса а с комплексными, в общем случае, пара
метрами 8i, Ці и соответствующими числами ki и pi. Параметры внешней 
среды по-прежнему будем писать без индексов. Парциальные волны в об
ласти г>а определим формулами (1) — (4), а в области г<а — формулами
(1),  (2), у которых вместо fc, p должны стоять постоянные ки рг, что 
касается формул (3), (4), то они должны быть заменены следующими:

(20)
cos ТПф

V=Ai^v(klr)Pym(±cos^)
sin ТПф

(21)
COS 772ф

C7=5^x(A:ir)Px*"(icos^) .
r<a.

sin ТМф
Величины A, A1, v и В, В\ и находятся теперь из условий непрерыв

ности тангенциальных составляющих векторов поля парциальной волны 
при переходе через поверхность сферы r=*a. Эти условия, с учетом 
(l)-(4) и (20), (21),имеютвид

з*

(22)

597



ГВ36 Я. H. Фельд, С, Я. Фел: °

для электрических волн и

(23) kpB^x(ka) =&ipiB^x(&ia); kB&(ka) =k^B^/(kia)

для магнитных волн.
Условия совместности первой и второй пары уравнений запишутся

так:

(24) P £v(fca) P1 tyv(kia)
1 £xZ(^) _ 1 K(fcl^) 

p £х(*я) pi ^x(*i^)

Это и есть характеристические уравнения, определяющие корни v и х; 
они заменяют уравнения (5), (6). После нахождения этих корней отно
шения ЛѴЛ и ВЧВ определяются из (22) и (23). Имеется счетное мно
жество корней v и x. Они также лежат в первом квадранте комплексной 
плоскости (во всяком случае при достаточно малом | pJp |). Соответст
вующие им парциальные волны перенумеруем при помощи одного ин
декса p, аналогично тому, как это сделано выше для идеально проводя
щей сферы. При этом, в отличие от последней, для волны с р>0 
источники распределены вдоль всего луча 0=0, г>0, а при р<0 — 
вдоль всего луча О=л, г>0. При такой нумерации эти волгіьі также 
удовлетворяют условиям ортогональности типа (7), если под «(О) теперь 
понимать поверхность полного конуса O=const, г>0, 0Сф<2л. С уче
том последнего замечания доказательство условий (7) ничем не отли
чается от данного выше.

Все рассуждения и формулы, приведенные в § 2, полностью пригодны 
и для решения задачи о возбуждении магнитодиэлектрической сферы 
заданной системой токов. Необходимо только под Ер, Нр понимать пар
циальные волны, введенные в настоящем параграфе, под $(Ф) — поверх
ность полного конуса fl*=const, г>0, 0^ф^2л, а под к и p в формулах 
(12), (14)—кусочно-постоянные функции, равные при г>а волновому 
числу и волновому сопротивлению свободного пространства, а при г<а — 
соответствующим величинам для магнитодиэлектрической сферы, т. e. 
ki и pi.

Таким образом, формулы (11), (13), (14), (19) решают (с учетом 
только что сказанного) также задачу о возбуждении магнитодиэлектри
ческой сферы при Аа>1. Переход к случаю ka^i проводится так же, как 
и для идеальной сферы.

4. ПРИМЕР

Для иллюстрации метода рассмотрим известную задачу о возбужде
нии идеально проводящего шара электрическим диполем, находящимся 
в точке г=г0, 0=0 (го>а) с радиально ориентированным моментом р0. 
Благодаря осевой симметрии задачи можно ограничиться электрическими 
парциальными волнами (1), (3) с тп=О. Нумерацию этих волн произве
дем в соответствии с нумерацией корней vp (p=l, 2,...) уравнения (5) 
в порядке возрастания их модулей. Из формул (19) с учетом (1), (3) 
найдем после соответствующих преобразований

юрро(2ѵ+1)£ѵ(*го)
(25) Q

ік2Го2 sin (лѵ) £v (ka) — £/ (ka)
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Метод вариации постоянных 1837

Cp=O при p=-l,-2,... . При этом в формуле (3) положено A=1. 
Поле (11) запишется так:

н=£сРн₽.
p=i

Поскольку коэффициенты Ср постоянны, то это результирующее поле 
можно также выразить через результирующий потенциал Дебая

V= \\ СР^р (kr)PVp (-cos О)

P=1

по формулам (1). Это решение совпадает при ro=a с известным [1—3].
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АКАДЕМИЯ НАУК СССРРАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
ЖУРНАЛ ОСНОВАН В 1956 г. ВЫХОДИТ 12 РАЗ В ГОД

Том XXIII Январь 1978 Вьш. 1
МОСКВА

УДК 621.372.8.012

ДИАФРАГМА В ВОЛНОВОДЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО СЕЧЕНИЯ

Я. H. Фелъд

Рассмотрена задача о падении волны на плоскую диафрагму произ
вольной формы, расположенную в волноводе любого сечения. Полная си
стема собственных волн регулярного волновода предполагается извест
ной. Найдены коэффициенты Фурье для вектор-функции I, равной току 
на металле диафрагмы, и тангенциальной составляющей электрического 
вектора на ее апертуре. Построен соответствующий ряд для I, сходя
щийся в среднем с некоторым весом. Даны формулы, определяющие 
комплексные амплитуды волн, возбуждаемых диафрагмой, по найденным 
значениям I на металле диафрагмы или на апертуре. Приведена мето
дика расчета для случая резонансной диафрагмы в прямоугольном вол
новоде.

ВВЕДЕНИЕ

Цель настоящей работы — распространение метода, предложенного в 
[1, 2] для решения задач дифракции на незамкнутых поверхностях, 
на случай, когда вблизи последних находятся другие тела. Предполага
ется, что решение задачи о возбуждении поля заданными токами при 
наличии этих тел, но в отсутствие незамкнутых поверхностей, известно. 
Подобным примером является диафрагма (незамкнутая поверхность), 
расположенная внутри волновода (другое тело).

Ниже будет рассмотрена задача о падении волны на диафрагму, на
ходящуюся в волноводе произвольного сечения.

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СООБРАЖЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Пусть Еѵ, Нѵ, ѵ=±1, ±2,...,— полная система электрических и маг
нитных волн регулярного волновода произвольного сечения s0 с осью z. 
Положительные индексы ѵ>0 соответствуют волнам, распространяющим
ся в направлении положительных z, и отрицательные ѵ<0 — в направле
нии z<0. Введем некоторую фиксированную нормировку, которая будет 
определена ниже для волн с ѵ>0. Тогда нормировку для волн с ѵ<0 най
дем из условий

(1) [і-(Еѵ—Е_ѵ)]=0приз=0 (ѵ>0).

© Издательство «Наука», 
«Радиотехника и электроника», 1978 г.
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2 Я. H. Фельд

Введем еще семейство векторных функций Іѵ, заданных в сечении 
волновода z=0 равенствами

(2) r=(k(H*-H-4h=o (ѵ>0).

Известно [3] условие ортогональности

J [EvHx]ds=0 при ѵ=^±х.

(So)

Отсюда немедленно следует, что
(3) f EvIxds=0 при ѵ¥=±х.

(So)

Теперь определим нормировку волн при ѵ>0 из естественного ус
ловия
(4) jE*Fds=l (ѵ>0).

(So)

Если в сечении z=0 волновода распределен поверхностный электри
ческий ток с плотностью Г (ѵ>0), то он возбудит в волноводе поле 
ev, hv, определяемое формулой

(5)
г Еѵ, Нѵ при z>0,
ІЕ“Ѵ,Н_Ѵ при z<0.

Другие волны при этом возбуждаться не будут. Таким образом ток Іѵ 
возбудит в сечении z=0 электрическое поле, тангенциальная составляю
щая которого равна 

(6) еЛ=Ег=Егѵ.

2. ДИАФРАГМА В ВОЛНОВОДЕ

Рассмотрим задачу о падении волны Еѵ°, Нѵ° (ѵ0>0) на бесконечно 
тонкую, идеально проводящую, плоскую диафрагму s произвольной фор
мы, установленную в сечении волновода z=0.

Обозначим черёз 2j плоскую поверхность отверстия, дополняющую s 
до полного сечения волновода s0 (So=s+S)- Полное поле в волноводе 
запишем в виде

(7) #=EV‘+E, J&=H"+H (-oo<z<oo),

где E, Н — вторичное искомое поле, вызванное наличием диафрагмы. 
Вследствие полноты системы собственных волн и условия нормировки 
(1) это поле можно представить так:

(8)
V=1

z>0,
z^0.

Непрерывность тангенциальной составляющей вектора E при переходе 
через диафрагму обеспечивается (1), а скачок Hf определяет поверхно
стную плотность тока К, индуцированного на диафрагме 5. Вторая фор
мула (8) и обозначение (2) позволяют написать

І>”{
V=1

К на s, 

0 на S.
(9)

601



Диафрагма в волноводе произвольного сечения 3

Это равенство дает возможность выразить неизвестные постоянные Аѵ 
через К. Действительно, учитывая ортонормировку (3), (4), найдем

(10) ЛѴ=|КЕМ$ (v=l,2,...).

(s)

Для Аѵ может'быть получено еще одно выражение через тангенциаль
ную составляющую Е, на отверстии ^. Учитывая, что Et=—Etv* на s, на
пишем, при помощи первой формулы (8), следующее равенство:

Приравнивая (10) и (12), получим искомую систему функциональ
ных уравнений для К на 5 и Ez на £:

(11)
vH . ^ ( —ЕЛ на sEAE’={ E, ni (°=0)-
V=1

Условия ортонормировки (3), (4) позволят перейти от (11) к формуле

(12) Av=jErds-jEv»rds (v=l,2,...).

(X) (3)

(13) jKEvds-jEFds=-jE4vds (ѵ>0).

(S) (X) («)

Эта система могла быть также получена сразу при помощи леммы Ло
ренца, примененной к полям E, H и ev, hv.

Введем обычные [2] обозначения
К на s,

1

— Е, на E,
Po

(14) 1=

Fv= f Е'Ѵ на S> 
I —роГ на S.

Здесь po — волновое сопротивление свободного пространства и введено 
для придания величинам единой размерности во всей области их опреде
ления.

Теперь (13) можно переписать так:

(15) J IFvds----- jEv«Fds, v=l, 2,....

(So) (s)

I — искомый вектор, а все остальные величины известны. Эти соотноше
ния являются основными. Для нахождения вектора I при помощи (15) 
введем гильбертово пространство L«2(s0), элементами которого являются 
вектор-функции, заданные на $0 и касательные к ней. Скалярное произ
ведение в нем определим формулой 

(16) (A,B)=jA-flBds.

(So)

Здесь R — квадратная диагональная матрица с неотрицательными эле
ментами, которая выбирается так, чтобы элементы LR2(s0) удовлетворя
ли условиям Майкснера для тока при приближении к контуру диафраг
мы со стороны s и электрического поля при приближении со стороны E 
(подробнее см. в [2]). Это обеспечивает принадлежность искомого I 
(см. (14)) пространству LR2(s0). Черта — знак комплексного сопряжения. 
Обозначение (16) позволяетпереписать (15) ввиде

к17) (I, Я-‘Р) =аѵ, где аѵ=- J ЕѴ»Г ds;

(S)

Z?-1 — матрица, обратная R.
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В [2] доказано, что семейство вектор-функций 2?_1FV (v==l, 2,...) 
полно в £д2($о). Последнее позволяет использовать (17) для нахожде
ния I. Сделать это можно, например, переходя от 7?_1FV к ортонормиро
ванному семейству иѵ при помощи процесса Шмидта:

(18)

Очевидно, искомый вектор I можно записать так:

(19) 1= V,cX, где сѵ=(І,иѵ).
Ѵ«1

Этот ряд сходится по норме пространства LR2(s0). Коэффициенты сѵ лег
ко найти, учитывая (17), при помощи следующей рекуррентной фор
мулы:

(2« ^.-j^ib.-E*.("-.fl-^)). *-^

X=1

Для иѵ и Сѵ можно написать также явные выражения, но в вычислитель
ном плане (18), (20) предпочтительнее.

Вычисляя I при помощи (19) и используя его (см. (14)) для нахож
дения коэффициентов Лѵ по формулам (10) и (12), можно судить о точ
ности вычисления ряда (19), так как результаты вычислений по обеим 
этим формулам будут совпадать только при подстановке истинных зна
чений К на s и Ez на 2-

Отметим также, что при помощи (17) можно найти I, минуя процесс 
ортогонализации. Для этого, записав I в виде ряда 

(19a) І=^сЛѴ\

V=1

где Wv — любая подходящая полная система функций, заданная на $о- 
(не обязательно ортогональная), найдем, подставляя (19a) в (17),

00

(20a) ^Cx(W*,fl-*F)=ay, v=l,2,....

X=1

Эта система линейных алгебраических уравнений позволяет обычными 
методами определить коэффициенты сх, т. e. решение (19a). В качестве 
Wv можно, например, взять 7?_1FV.

3. РЕЗОНАНСНАЯ ДИАФРАГМА В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ВОЛНОВОДЕ

Применим изложенную выше методику к задаче о диафрагме в прямо
угольном волноводе, изображенной на рисунке. Здесь же указаны все 
размеры. Выпишем интересующие нас величины, используя, как обычно, 
двойную индексацию, т. e. заменяя v на тп, n. При этом в качестве пол* 
ной системы волн в регулярном волноводе используем E- и ZT-волны.
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Диафрагма, в волноводе произвольного сечения 5

E - в о л н ы. Для них

тѵ_ ^* т ... тлх . пяу . Bv n . тях
1 —-—cos^-sm—lx +----- _sin---------

Tv ® e b уѵ Ь а

Е‘ѵ—^гг (z=0’ ѵ>0>-
H - в о л н ы. Для них

Тѵ D П mitX . ППУ1 =Яѵ^-cos---------sm---------
b а Ъ

E/=-J^P(z=0, ѵ>0).
2^fv

В формулах (21) и (22)

*- v -r&—^v r р,(_и.+_„г)
ІшВѵ>0, ReTfv>0, Im^v^O.

Для численных расчетов по формулам (17)-(20) желательно напи
сать явные выражения, позволяющие взаимно однозначно сопоставить 
каждому индексу v (v=l, 2, 3,...) пару целых положительных чисел 
m, n. При этом четными числами v мы перенумеруем все возможные 
пары ттг, n, описывающие 2?-волны, а нечетными v — пары тп, n, описы
вающие Я-волны. Одно из многочисленных подобных сопоставлений 
можно задать при помощи следующих формул:

( n~~^~ (H'V^® (^— l+^j j —т при ѵ—четных, т>1;

(21)

(22)

(23)

—8у,

плу .
cos^F"lv’

. D m . mnx 
ix—nv —sm-------- - cos

а a b

’-Ѵ‘-(Э‘-(£)‘;

nny . 
*V»

7П = ^-(—1+У1+8^^^ — л^—п при ѵ—нечетных, п>0.

Задаваясь целым числом ѵ>0 и подставляя в правую часть соответ
ствующей формулы (23) наименьшее целое число тп>1 (или п>0), при 
котором левая часть формулы будет целым числом n (или тп), опреде
лим пару чисел m, n, соответствующих заданному v. Выберем теперь 
матрицу R для рассматриваемого примера так, чтобы каждый член ряда 
(19) имел на внутреннем контуре диафрагмы, т. e. на ребре (см. рису
нок), те же особенности, которыѳ 
реализуются для I [2]. Это будет* 8 
иметь место при
(24) Г> А

/ Ro, 0 \ д-(о л.)’где

ЯИ=Ѵ (х—а) (а—а—х) на S,

^22=V(y-p)(b-p-y) на
2 (а<х<а-а,р<у^Ь-р).

а

-Ъ/2

X
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6 Я. H. Фельд

Ввиду симметрии диафрагмы s относительно осей x=a/2 и y=b/2 (ри
сунок) можно задать Я1ь Я2г только в левом нижнем углу s, ограничен-
ном этими осями,

(а—х) ч’ при 0«Cx®£a, £<р«£Ь/2;

(24a) Ян = ^- =

л2х

(&-y) '' при a=^x=Ca/2, 0«£у«££; 

(0-p)*+(a-x)1'*
i при 0<хг£а, O«Cw«£B.

Лр-у)г+(а-*)2

Ha остальную часть s эти выражения могут быть продолжены, исходя из 
соображений симметрии.

Введенная таким образом матрица R непрерывна на s и 2 и только 
в четырех дискретных точках внутреннего контура диафрагмы — в углах 
x=a, y=^; x=a, У=Ь—$; x=a-a, у=Р; x=a-a, y=b-fi не обеспечи
вает указанных выше особенностей для каждого члена (19). Однако это 
несущественно, поскольку ряд (19) сходится по норме пространства 
Ьл2($о) [2]. Подчеркнем здесь же, что ряды для величин 4Ѵ, получаемые 
при помощи формул (10) или (12) после подстановки в них К или E, 
из (19) (см. (14)), будут сходиться как обычные числовые ряды.

Наибольший практический интерес представляет случай, когда на 
диафрагму падает первичная волна типа Я10; в наших обозначениях 
волна Z?v°, Яѵ° с Vo=l.

Величина At связана с коэффициентами отражения R{ и прохожде
ния Ti основной волны Я10, отнесенными к сечению z=0, следующими 
очевидными выражениями:

Ri=Ac, Л=1+Л4.

Расчет проводится в следующей последовательности.
1. По формулам (18) и (19), где Fv определяется по второй формуле

(14), сучетом (21), (22) и (24) находятся иѵ и сѵ.
2. По формуле (19) находится I, т. e. (см. (14)) К на s и Е« на £.
3. По формулам (10) или (12) с учетом (21), (22) рассчитывают

ся Лѵ.
Вместо расчетов по пунктам 1 и 2 можно найти сѵ из решения си

стемы (20a), а затем определить I по формуле (19a).
Все вычисления можно существенно сократить, если учесть симмет

рию геометрии и первичной волны Ні0 относительно осей x=a/2 и y=b/2. 
Легко сообразить, что при этом иксовые компоненты тока на диафраг
ме 5 и электрического вектора поля в апертуре E будут антисимметрич
ны, а игрековые — симметричны относительно указанных осей. Поэтому 
для полей с такой симметрией будет полной система E- и Я-волн (21), 
(22), у которой m и n принимают только нѳчѳтные и четные значения 
соответственно, т. e. Tn=(2/n'-l), a n=2n' (/n'=l, 2,...; n'=0, 1,...).
Связь между m, n и v по-прежнему может быть задана формулами (23) 
при условии, что m и n в них заменены штрихованными.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 621.372.8.09

ВОЗБУЖДЕНИЕ ИМПЕДАНСНОГО ЦИЛИНДРА ПРОИЗВОЛЬНОЙ
СИСТЕМОЙ ТОКОВ

Я. Н\ Фельд, С, Я. Фельд

Рассмотрим импедансный цилиндр радиуса а, возбуждаемый системой электри
ческих I и магнитных P токов. Подобные задачи уже неоднократно рассматривались 
[1-6]. Отличие настоящей работы заключается в получении общих формул для лю
бого распределения возбуждающих токов. Для этого развивается метод вариации по
стоянных [7, 8], в котором используются следующие моменты. 1) Решение ищется 
в виде разложения по парциальным волнам, источники которых расположены на 
двух полуплоскостях: ф=0, />а и ф=л, r>a. 2) Неопределенные коэффициенты этих 
разложений представляются функциями только одной координаты, что позволяет 
получить для них обыкновенное дифференциальное уравнение. При этом в зависи
мости от выбора этой координаты можно получать различные формы решения; ниже, 
выбрав координату ф, получим решение, пригодное при |А:а|»1 (в области тени).

Введем цилиндрическую систему координат r, ф, z с осью z, совпадающей с осью 
цилиндра. Не ограничивая общности, будет считать, что токи и поля зависят от z 
в виде exp(iftz). Взяв временную зависимость в форме exp(twZ), будем искать решѳ 
ние неоднородных уравнений Максвелла (при r>a) с краевым условием

(1) Ef=g(nHJ при 7—а,

где n — внешняя нормаль к поверхности г=а; £ — поверхностный импеданс. Реше 
иие должно удовлетворять также принципу излучения при r^ <*.

Построим прежде всего систему парциальных волн, каждая из которых должна 
удовлетворять однородным уравнениям Максвелла при г>а и ф^О или ф=^л, усло
вию (1) и принципу излучения при г+°°. Эти волны гибридные и определяются 
формулами

E= (grad div+F)n-tcop, rot П“,
(2)

H==iwe rot П+ (grad div +£2)Пи.

Здесь fc=voVem П и і1и — электрический и магнитный векторы Герца, равные

(3)
__ ., (2) f cosvto-n) COS Ѵф'
n = nz = 4e*4ffv (Г) I 4 т '/ или >

1 ЗІПѴ(ф-л) sin Ѵф

(4)
(2) ( -sinv(q)-n) — sin Ѵф'

Пи = Пгц = BhelhzHv (v) J или
1 СОЗѴ(ф-л) COS Ѵф'

(5) 7=УА:2-Д2; Ішу<0, Re Y>0.

Углы ф и ф' отсчитываются от одной и той же полуоси, но изменяются в пределах 
0<ф<2л и -л^фЧл, т.е. ф'=ф при 0<ф<л и ф'=ф-2л при л<ф<2л (рис. 1). 
При построении парциальных волн по формулам (2) в выражениях (3), (4) берутся 
одновременно тригонометрические функции, стоящие либо сверху, либо снизу и в од
ном и том же столбце. Постоянные А, В и v находятся из (1), которое приводит 
К равенствам

(72Лѵ2> + і<ое^Яѵ2)')А + (-h^H^ B = 0, 

(----Яѵ ^Л+(а>р,^Яѵ -i&fHv^)B = 0, (h^Qi).
(6)
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Краткие сообщения 2213

А гг<2> гг(2)'
Аргументами у Яѵ и Яѵ является уа, а штрих означает производную по аргу

менту. Условие совместности уравнений (6) имеет вид

m (,я'" + ta,su."1') (6!ffl" + u^'"')--E ( ІаІ” )

Найдя отсюда корни v, определим из (6) А и В с точностью до произвольното мно
жителя. Далее будем использовать только корни с Re ѵ>0. Парциальные волны
(2) — (4) имеют источники, расположенные на полуплоскости ф=0, если в (3), (4)
взяты множители, зависящие от ф, или на полуплоскости ф'=±л, если взяты мно
жители, зависящие от ф'. Поскольку (7) имеет счетное число корней (Rev>0), то 
эти парциальные волны можно перенумеровать при помощи индекса p, пробегающе
го все целочисленные значения, отличные от нуля. Перенумеруем их одним из воз-

Рис. 2

можных способов при единственном условии, чтобы волна с р>0 определялась век
торами (3), (4) с множителями, зависящими от ф, а волна с (-p) — соответствующи
ми множителями (т. e. стоящими в той же строке), зависящими от ф', остальные 
множители при этом сохраняются. Парциальные волны E^, Нр при р>0 имеют ис
точники на полуплоскости ф=0, а при р<0 — на полуплоскости ф=ф'=л и удовлет
воряют следующему условию ортонормировки:

(8) f [Ep, №]ds = D(p, g)6|P||q[.

в(ф4)

Здесь $(фі) - поверхность, состоящая из плоских кусков ф=фі, а<г<°°, 0<zCl и 
ф=2л-фі, аСг<~, O=Cz^l (рис. 1), брд — символ Кронекера, ds=nds, где п-внут- 
ренняя (по отношению к области фі<ф<2л—фі или 2л—фі<ф<фі) нормаль к «(фі); 
s (0) =lim s (ф), s (л) =lim s (ф),

Ф~>0 ф^л

(8a) D(p,±p)= f (EP,H=bPjds,

«(ф,>

Ё отличается от E заменой h на —Л, ниже это относится и к другим величинам. 
Доказательство соотношения (8), которое мы опускаем, проще всего провести при 
помощилеммыЛоренца[8].

В соответствии с методом вариации постоянных [7, 8] будем искать решение 
рассматриваемой задачи в виде
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E= J1, Ср(ф)Е₽ + І,
p = - oo

О)

H= у Ср(ф)Н₽ + Е

p=- oo

Додсіавляя (9) в неоднородные уравнения Максвелла, найдем (вне ф=0, ф=я)

(W)

£Іѵс- НН + rotF = icoef +

[ѴСР, E₽] + roti' = -ioopF — Iм.

Так как число неизвестных больше, чем может быть определено из этих уравнений, 
положим jr=jz=^T=t'i=^. ііри этом система (10) расщепляется на две

(И)

и

/ф
i

= /ф,

0)8

(12)

У, [ѴСр, Hd + rotF = Ij_,

p

^[ѴСр.ЕИ + rolf= -V.

P

I_L — поперечная, относительно орта іф, часть вектора I. Система (12) используется 
для нахождения Cp (p=±t ±2,...). Для этого умножим первое равенство (12) ска- 
лярно на rE-9, второе на rH ' и результаты проинтегрируем по $(ф). Учитывая (8), 
найдем

dCq dC-g p ~
^-D(-g,q) +-------D(-q,-q)= I E-3(rotF-IjJrds,

яф dq j
«(ф)

(13)
dCq ~

_т—£>(д, -g) +
dC_q л
— D(-q,-q) = 

Оф
J H-9(rotf+Ij_^)rds.

в(ф)

При этом использовались равенства (обоснованные ниже)

(14) Сд(ф)=С’д(2л—ф), g=±l,±2,... .

Пусть токи I, P заключены в области между 2(фі) и 2(ф2) (0<фі<ф2<л), где, на
пример, 2(фі) — поверхность, состоящая из двух плоских кусков ф=фі, о<г<«\ 
-oo<z<oo и ф=2л-фі, a<r<°°, -oo<z<<». Разрешая (13) относительно dCq/dq и 
dC_q/&p и повторяя рассуждения, аналогичные приведенным в [7, 8], найдем

(15)

±j (E-’I-H-’P)dp

С,(ф) =------------------------------------------

J {[E«,H-«]-[E-’,H«]}ds
6-(ф)

p

E
p

t
Fv = — 7фц 

wp

g=±l, ±2,... .

Здесь знаки «+» относятся к положительным g, а знаки «—» к отрицательным; u+ —
объем, ограниченный $(фі), $(ф), z=0, z=l и частью цилиндра г—а (рис. 2), а у~ —
объем, ограниченный $(ф), $(фг), г=0, z=l и частью цилиндра r=a. Из формулы
(15) следует справедливость (14), так как $(ф)^$(2л-ф). Поэтому, вследствие един-
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ственности решения, (14) можно было использовать при нахождении (15). Формулы
(9) с учетом (11) и (15) решают задачу о возбуждении импедансного цилиндра про
извольной системой токов. Можно провести обобщение полученных результатов на
случай анизотропного импеданса. Полученное решение позволяет также рассмотреть 
задачу с произвольной зависимостью заданных токов от z, для чего достаточно пред
ставить их в виде интеграла Фурье по координате z и воспользоваться принципом 
суперпозиции. Решение (9) формально совпадает с данным в [1] для волновода.
Однако в нашем случае коэффициенты Ср являются функциями ф, а не z, как в [1],
и парциальные волны существенно различаются. Отметим, что, выбрав в качестве 
выделенной переменной не ф, a r или z, можно получить другие формы решения.
Также может быть рассмотрен магпитодиэлектрический цилиндр, при этом следует 
учитывать непрерывный спектр *.

* Отметим, что в [8] упущен конец предпоследней фразы в § 3: «...в тех случаях, 
когда можно пренебречь непрерывным спектром».

П p и м e p. В качестве иллюстрации метода рассмотрим задачу о возбуждении 
идеально проводящего цилиндра линейным магнитным током, расположенным па
раллельно его оси z. Будем считать ток равномерным, текущим вдоль линии т=Ъ>а, 
Ф=0. Поле такой системы состоит из чисто магнитных волн. Поэтому, учитывая так
же симметрию задачи, ограничимся парциальными волнами типа

E=-iogrotn^, H=&4P, 1І|1=П2ц=А/Яѵ2)(^г)со8ѵ(ф-л;) или совѵф',

где Л/=Ит^Я~постоянная. Уравнение (7) принимает теперь вид HJW(ka)=Q и h^Q
служит для определения корней v. Произведя нумерацию парциальных волн в соот
ветствии с номером корня, определим поле по формулам (9), которые принимают 
вид (/z=0)

00

E, H = у, СрЕг, IP.
p=i

Суммирование идет только по р>0, так как Ср=0 при р<0 (см. (15)). Вычислив 
коэффициенты по формуле (15), найдем, например,

oo (2)

Е
Яѵ (kb) (2)

---------------------------------------------------------- Яѵ (kr) COS V (ф - л) I v=vp,

(2) д 12).
^=1 sinvntf; (ka)----Яѵ (ka)

дѵ
где С - постоянная. При b=a (задача о щели на цилиндре) полученное выражение 
совпадает с имеющимся в [9]. В отличие от [9] мы не пользовались преобразова
нием Ватсона.

Авторы выражают признательность Л. А. Вайнштейну за просмотр рукописи и 
полезную дискуссию.
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АКАДЕМИЯ НАУК СССРРАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
ЖУРНАЛ ОСНОВАН В 1956 г. ВЫХОДИТ 12 РАЗ В ГОД

Том XXIII Апрель 1978 Вып. 4
МОСКВА

УДК 621.396.677.833.1

ТОКИ И ДИАГРАММЫ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЗЕРКАЛА 
С ОБЛУЧАТЕЛЕМ ТИПА ЭЛЕМЕНТА ГЮЙГЕНСА

Я.Н.Фелъд, А.К.Ансрян

Рассмотрена антенна типа параболоида вращения, облучаемого 
скрещенными электрическим и магнитным диполями. Получены выра
жения для распределения плотности тока на зеркале и поля, возбуж
даемого им. Эти выражения представляют собой ряды, из которых пер
вый сходится в среднем с некоторым весом, а второй равномерно. Для 
ряда примеров построены кривые распределения плотности тока на 
зеркале и диаграммы направленности.

В работе [1] была изучена дифракция скалярной сферической волны 
на параболическом зеркале с краевыми условиями Дирихле и Неймана. 
Здесь эта задача будет решена для случая электромагнитной волны.

Рассмотрим зеркальную антенну, поверхность которой s является 
частью параболоида вращения, опирающегося на контур «S7 (рис. 1). По
верхность зеркала предполагается идеаль
но проводящей и бесконечно тонкой. Зер
кало облучается элементом Гюйгенса 
(взаимно перпендикулярные электриче
ский и магнитный диполи Герца), распо
ложенным в фокусе параболоида. Пло
скость расположения диполей перпенди
кулярна оси параболоида. Первичное поле 
облучателя обозначим через E0, H0.

Вторичное поле E, H, создаваемое то
ками, индуцированными на зеркале, удо
влетворяет однородным уравнениям Макс
велла и граничным условиям
(1) Ef+=Er=—Et° на s.

Индексами «+» и «—» обозначаются Рис- Г Параболическое зеркало
предельные значения тангенциальных со
ставляющих полей при стремлении к s со стороны, куда направлена нор
маль к 5, и противоположной соответственно.

© Издательство кНаука», 
«Радиотехника и электроника», 1978 г.

610



674 Я. H. Фельд, А. К. Ансрян

Поле E, H подчиняется также условиям Майкснера на контуре 2? и 
условиям излучения на бесконечности.

Как и в работе [1], аппроксимируем рассматриваемое зеркало частью 
сферы радиуса г0, равного удвоенному фокусному расстоянию параболои
да. Будем требовать при этом, чтобы отклонение указанной части сферы 
от параболического зеркала не превосходило Х/8 (А — длина волны), что 
накладывает определенные ограничения на глубину исходного зеркала*.  
Эту часть сферы будем обозначать в дальнейшем также буквой s. Поверх- 
носіь, дополняющую 5 до полной сферы, обозначим через S (so=s+S). 
В сферической системе координат r, Ѳ, ф с началом отсчета в центре сферы 
$о и c осью, совпадающей с осью параболоида, поверхность зеркала s опре
деляется соотношениями г=г0, р^СѲСл, 0^ф^2л, а контур 2-r=r^ 
Ѳ=р, 0=Сф=^2л. Фокус, где находится облучатель, расположен в точке 
г=г0/2, Ѳ=л. Угол <р отсчитывается от оси магнитного диполя. Выпишем 
выражение для первичного поля облучателя, учитывая указанные выше 
расположение и ориентацию электрического и магнитного диполей:

* Хотя глубокое параболическое зеркало нельзя целиком аппроксимировать
частью сферы при заданной фазовой ошибке на краю раскрыва, это почти не умень
шает общности предлагаемого метода расчета.Действительно, при любых заданных 
диаметре d раскрыва зеркала и фазовой ошибке А всегда можно подобрать такое 
фокусное расстояние /, при котором подобная аппроксимация возможна. Для этого, 

например, при A=xc/2 достаточно взять /=r0/2^ (d/4)Vd/2X.

X2)

Здесь слева стоят компоненты электрического вектора в системе коорди
нат r, Ѳ, <р; фигурирующие справа величины Я, О, % связаны с ними сле
дующими формулами:

(2a)

^ • A
-------------- --------------------------------- — sm0 

7*o  \ &----------------------------------------- 2^- J +r2+rr0 cos Ѳ, sin xR
R ’

Г° j_ а-— +r cos Ѳ
2

COS 0’ =------------------- »

r+ ^- cos Ѳ
2

cos % =----------------

Величины Tn, p обозначают магнитный и электрический моменты диполей: 
c=l/Vep,, fc=2jx/X. Третья компонента £г° и магнитный вектор Н° не при
водятся, так как они в дальнейшем не понадобятся. При получении фор
мул (2) сохранены члены до второго порядка включительно относительно 
l/ftjR, так как зеркало при не очень больших kr^ может и не находиться 
в дальней зоне облучателя. Для дальней зоны из (2) и (2a) следует
(3) Е» = ^.^1ф»(Ѳ)Ф),

4ле кт
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где
(За) Ф° (Ѳ, ф) = exp I —і ^ cos Ѳ | £ іѳ sin ф ( cos Ѳ — —^ +

, Л ^
+ 1ф cos ф 11------- r cos Ѳ

\ cp

— диаграмма направленности облучателя. Здесь и ниже используется 
практическая система единиц с зависимостью от времени вида eia>t. Из 
формул (2) следует, что зависимость первичного поля от угла ф содержит 
только первую гармонику угла ф. Это обстоятельство будет учтено ниже. 

Используем для решения поставленной краевой задачи метод, предло
женный в [2]. В соответствии с ним введем прежде всего на поверхности 
сферы $0 семейство вспомогательных векторных функций — токов Kn (n= 
=1, 2,...), касательных к $0 при помощи формул:

<4) Kn =

JP 1
CW^ (n+l)/2 

1в81Пф~^ѳ“

p 1. . ^(n + l)/2
r 1ф COS ф------------

sin0

. . Рп/2
ie віПф

ь

, . dPn,2 
. +ъсоэф—- ,

sin Ѳ аѲ
n=2,4,6,..

n=l,3,5,...,

Здесь Pn*=PJ(cos0) — первая присоединенная функция Лежандра. Спе
цифический выбор семейства Кп обусловлен следующими обстоятельст
вами.

1. Каждый из заданных таким образом на $0 токов Кп возбуждает вол
ну электрического типа для n — нечетных и магнитного для n — четных.

2. Зависимость от ф взята в соответствии с аналогичной зависимостью 
искомого тока К, индуцированного на зеркале первичным полем E0, H0 
(см. (2)).

Можно показать, что семейство Кп линейно независимо, принадлежит 
пространству С2($0) и линейные комбинации функций Кп всюду плотны 
в С2($0) при заданной зависимости от ф в соответствии с требованиями [2]. 
Приведем краткую сводку необходимых для дальнейшего формул из [2]. 
Двухсторонний поверхностный ток

(5) К=Нг,Н+-Н-] на$

представляется разложением 
oo 1

(6) K=V CmUm на S,
^^
?п=1

где

(7) Cm = ^ananm, a„=-J K„E°ds;

П-1 1 e

(8)
m

Um= y^n^-*K,

n=l

j ЕДКЯ; s0)
П=1 -poKn

на s, 

на S.

Здесь Ef{Kn; s0} — тангенциальная составляющая поля, возбуждаемого то
ком Kn, распределенным на s0; Po — волновое сопротивление свободного 
пространства; черта — зЦак комплексного сопряжения; ^“* — матрица, 
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676 Я. H. Фельд, А. К. Ансрян

(9)

обратная R. Матрица R представляет собой диагональную матрицу 2-го 
ранга с положительными элементами, которая определяется в соответст
вии с [2] формулами

Ди 0 \ j (cos^-cos0)-72 на s,
0 7?22 / ’ R'1 1 (cos0-cosji)7* на S,

{
(cos p — cos Ѳ)/а на s,

1 па S.

При таком выборе Rn и R22 каждый член ряда (6) удовлетворяет условиям 
Майкснера для тока на контуре 2? (составляющая тока, параллельная 27, 
стремится к бесконечности как р“'/а, а перпендикулярная 2 — к нулю как 
р,/а при p — расстоянии до 2?, стремящемся к нулю). Остается найти коэф
фициенты anm. Они находятся из условий ортонормировки семейства um, 
определяемого первой формулой (8):

(10) (um,un)=6mn.

Здесь слева стоит скалярное (гильбертово) произведение, задаваемое фор
мулой

(11) (u,v) = JuRvds.

во

Метод ортонормировки Шмидта приводит к следующим рекуррентным со
отношениям, определяющим а„т:

гп—і

— У'а^ктк при п<т,

h=n

(12) Яп™ =
O/nn

при п=тп;
@mn

1

здесь re=l, 2, 3,... ;

(12a) Гтр=(Я-Тт,Я-Тр); Xmk=J^ap*rmp.

P=1

Отметим, что в первой формуле (12) при n=m=l сумма под корнем долж
на быть заменена нулем. Искомое вторичное поле, создаваемое током К 
((6)), текущим на зеркале, выражается известными формулами 

(13) E = £CmUm(9);

m=l

H = — rot E, 
цо

где
1 р е-г^р-д\

(14) Um = ------- rot rot um (p) -------- — dsp;
iew J 4nlp-gl
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|р—^| — расстояние между точкой наблюдения q и точкой интегрирова
ния p. Для определения un необходимо найти поле Е{КП; $0} (см. (8)), воз
буждаемое током Кп. Учитывая (4), проще всего это сделать, вводя потен
циалы Дебая при помощи выражений
Лігч Т7 . D1 Z м ( ^nS(n+D/2(*r), Г>Г0 , Q _
(15) Fn = smq)P(n+1)/2(cose) n . ч n=l,3,5,...

I Bnty(n+i)/2(kr), г<г0

,,fi4 T7 D* 1 пч f ^n/z(kr), г>г0
(16) Fn = cos<pPn/2(cos0)l n=2,4,6,...

1 Bn^„,2{kr), r<ra

где

(17) M*) = ]/ytfn%(*); ^W=-fy^W.

Определим постоянные Ап и Вп из непрерывности тангенциальной состав
ляющей электрического вектора и равенства скачка тангенциальной со
ставляющей магнитного вектора «волны п» току Кп при переходе через 
сферу г=г0. Используя известные [3] соотношения, связывающие поле 
с потенциалом Дебая для электрических (n — нечетное) и магнитных 
(n — четное) волн, найдем

(18)
Го f -роф(п + 1)/2(*Го), 
k 1 гфп/2(Ат0),

£оГ -ро£(п+1)/2(А/’о), H = l,3, 
k 1 ^n/2(fcr0), n=2,4,... .

Те же соотношения [3] позволяют написать

(19) EXKnjSo)=^^S(n+i)/2(A:ro) |iesiny—^*A)/2 +

Го L u0

1 . ?(n+i)/2 1 . о
+ i,pcosq)-----^—Н n=l,3,... ,

sm0 J

(20) E/{Kn;$o} = Р° nSn/2(A:ro){iesmq)—n-2- +
Го 1 sm Ѳ

+ Іф COS ф

при г=г0. Вторичное поле зеркала в любой точке пространства рассчиты
вается по формулам (13), (14). Переходя в них к дальней зоне, получим 

(2!) Е = ^^Ф(Ѳ,Ф).

4ле kr
Здесь Ф — диаграмма направленности, отнесенная к началу координат, 
выражаемая формулой

(22) Ф (Ѳ, ф) =— -^_y1, Cm J J ume<ftr« cos т sin ѲР <2<pP d0₽,

m=i 0 0
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Рис. 2: а-Ѳ-компонента тока, Лго=15, £=130°; б-ф-компонен- 
та тока, &ro=15, £=130°; в — Ѳ-компонента нормированного зна
чения диаграммы направленности, Лг0=15, £=130°; г — ф-компо- 
нента нормированного значения диаграммы направленности, 

Лт0=15, 0=130°

где у — угол между направлениями, проведенными из начала координат 
в точки наблюдения и интегрирования. Легко сообразить на основании 
предыдущего, что

(23) Фѳ(Ѳ, <p)=<De(0)sinq>, ФФ(Ѳ, ф)=ФФ(Ѳ)соз ф,
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Рис. 3: а - Ѳ-компонента нормированного значения диаграммы направленности,
Aro=2O, р=135°; б — ф-компонента нормированного значения диаграммы направлен

ности, &ro=2O, р=135°

т. e. в выражениях для компонент переменные разделяются. Нормирован
ные диаграммы задаются выражениями

/no ч ^ _ фе(Ѳ) ^ __ Ф*(°)
( } ѲНОР“ |Фе(О)Г ФН°РМ |ФФ(О)Г

Аналогичная картина имеет место для компонент плотности тока на зер
кале:

(24) #0(O,^)=sinqxST0(O), ^(0,(p)=cosqxKp(O).

Формулы (6)-(9), (12), (19), (20) позволяют рассчитатьплотностьтока 
на 5, а (22), (23) — диаграммы направленности. По этим формулам прове
дены расчеты для амплитуд и фаз плотности тока на зеркале и нормиро
ванных компонент диаграммы направленности. На рис. 2—4 приведены
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Рис. 4: а - Ѳ-компонента нормированного значения диаграммы направлен
ности, Ато=ЗО, 0=136°; б - ф-компонента нормированного значения диа

граммы направленности, Ато=ЗО, 0=136°

результаты расчетов амплитуд и фаз компонент плотности тока для 
Ат0=15 и нормированных диаграмм направленности вторичного поля 
для Лт0=15, 20, 30. При этом кривые строились только для множителей, 
зависящих от Ѳ (см. (23), (24)); зависимости отф типа sinqp и cosq) 
отбрасывались. На этих рисунках пунктиром с точкой и сплошными ли
ниями изображаются модули величин, а пунктиром с крестиками — аргу
менты соответствующих величин.

Вычисления проводились на ЦЭВМ для параметров, приведенных 
в таблице.

При заданном значении кг0 угол 0 (рис. 1) выбирался так, чтобы фазо
вая ошибка Д на краю раскрыва (из-за аппроксимации параболоида 
частью сферы) не превосходила л/2. Параметр m!cp взят равным единице.

Из приведенных графиков видно, что ряд для диаграмм «поточечно» 
сходится значительно лучше, чем ряд для тока (как и в скалярном слу
чае). Это объясняется тем, что первый сходится равномерно, а второй — 
понормепространства£д2($о) [2].

617



Токи и диаграммы параболического зеркала 681

d'K — диаметр раскрыва зеркала в долях волны; N — число учтенных членов рядов (6) и (22) 
(расчеты проводились в каждом случае для двух значений N); |Фнс(л)|—модуль нормирован

ной суммарной (с учетом первичного поля) диаграммы в направлении Ѳ = л.

Номер рисунка кг0 р° d
К N д I ФНс W

2, а, б, в, г 15 130 3,7 24; 32 0,4 л 0,19
3, а, б 20 135 4,5 32; 40 0,4 л 0,11
4, а, б 30 136 6,6 40; 48 0,5 л 0,04

Ширина главного лепестка на уровне 0,707 для всех рассмотренных 
случаев хорошо согласуется с величиной, получаемой по известной фор
муле ДФ=57° (Vd).

На рисунках изображены диаграммы вторичного поля. Для того, чтобы 
судить о результирующей диаграмме, необходимо прибавить ко вторичной 
диаграмму первичного поля (За). Не приводя кривых для суммарных 
диаграмм, мы только оценили, насколько наличие первичного поля сни
жает уровень задних лепестков вторичного поля, так как они почти про- 
тивофазны. Для этого в последнем столбце таблицы приведены относи
тельные уровни суммарной диаграммы в направлении Ѳ=л. Как видно из 
таблицы, уровень заднего лепестка суммарной диаграммы при изменении 
величины kr0 в интервале 15—30 уменьшается в 1,2—5 раз.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1979 № 3

УДК 537.874.001.fr

ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА ПОВЕРХНОСТЯХ 
С НЕОДНОРОДНЫМ АДМИТАНСОМ

Я. Н. Фелъд

Рассматривается задача о дифракции электромагнитной волны на 
криволинейных поверхностях с изменяющимся вдоль них двухсторон
ним локальным адмитансом. Построена система векторных функций, 
полная в соответствующем функциональном пространстве, и найдены 
коэффициенты типа Фурье для тангенциальной составляющей поля 
или тока (на рассматриваемых поверхностях) по этой системе функ
ций. Доказано, что соответствующий ряд типа Фурье сходится в сред
нем (или в среднем с некоторым весом при обращении адмитанса в 
бесконечность). Даны также равномерно сходящиеся (вне указанных 
поверхностей) ряды для вторичного — дифрагированного поля.

Метод пригоден, например, для численного решения задач с одной 
или несколькими поверхностями, состоящими из полупрозрачных ди
электрических (с изменяющимися e и толщиной) и металлических ча
стей. В дополнении приведено решение первой краевой задачи элект
родинамики.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ

Рассмотрим конечную, криволинейную достаточно гладкую поверх
ность s0, состоящую из N отдельных замкнутых поверхностей. Пусть на $а. 
падает первичная электромагнитная волна E0, H0 с зависимостью от време
ни вида exp (io^). Вторичное дифрагированное поле E, H (к нахождению 
которого сводится задача) удовлетворяет вне $0 однородным уравнениям 
Максвелла и двухсторонним локальным краевым условиям

(1) [п+(Е+-Е")]=0, [n+(H+—H“)]=F(Ef±+Ef°) на$0.

Индексами «+» и «—» обозначаются предельные значения величин при 
стремлении к $0 со стороны, куда направлена нормаль п+ и с противопо
ложной соответственно*;  индексом t отмечены тангенциальные к $0 со
ставляющие; Y — заданный адмитанс, являющийся кусочно-непрерывной 
функцией координат точки на $0 (ниже будет рассмотрен также случай, 
когда Y=oo на части s0). Как легко показать методом, аналогичным ис
пользованному в [1], рассматриваемая задача имеет при Re У>0 ** един
ственное решение, й, значит, при Е/°=0 на $0 это решение тождественно*  
равно нулю.

* У непрерывных, при переходе через $о, величин индексы «±» ниже опущены..
** В работе это условие всегда предполагается выполненным.

К дифракции на s0 с краевыми условиями (1) может быть сведено боль
шое количество задач.

Например, 1. Если s0 — тонкий диэлектрический слой и выполняется? 
неравенство оѴец0й<1 (d — толщина слоя, е — проницаемость, е0, Цо“ 
постоянныевакуума),то [2,3] У=іо)(е—е0)й.

2. Если $о — тонкая металлическая поверхность с достаточно высокой"
проводимостью, то следует положить У=«>.
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3. Если $о имитирует различные комбинации металлических, диэлек
трических (указанных в п, 2 и 1) и чисто геометрических поверхностей, 
Для последних У =»0.

Переходя к решению поставленной задачи, зададим на $0 семейство 
вспомогательныхэлектрических токов {K^} (n=l,2,...), касательных 
к $0; требования к ним будут сформулированы ниже. Применив лемму Ло
ренца (во внешней и внутренней относительно s0 областях) к искомому 
вторичному полю E, H и вспомогательному полю Е[КП; $0}, H{K„; s0}, 
возбуждаемому током Кп, распределенным на $0, найдем

(2) J {[E(H+{Kn;So}-H-{Kn;Se})]-[E{Kn;So)(H+-H-)]}ds=0,

(So)

где
ds=n*ds.

♦ Суммируемость [Ef|2 на части $о, где У=0, не следует из сказанного и нуж
дается в специальном рассмотрении, иа чем мы не останавливаемся.

** В нашем случае элементами L2(s0) являются вѳктор-фуикции, заданные на $0 
и касательные к ней.

Учитывая вторую формулу (1) и очевидное соотношение

Кн=[п+(Н+(КП; $0}—Н~{Кп; $0})] nas0,

перепишем (2) в следующем виде:

(3) J {EKn—yE{K„;so}(E(+E(“)}ds=O

(*o)

или, вводя обозначения
(4) Фп=-Кп+УЕ({Кп;«0},

6„=-| УЕ{Кп;во}Е,’^,

Uo)

придадим (3) окончательную форму

(5) J ЕФпй«=Ь„, n=l,2,...

(So)

Черта — знак комплексного сопряжения. В (5) Фп — известное векторное 
поле, касательное к $0, а Ъп — известное число (поскольку Кп и E0 заданы).

2. ПОВЕРХНОСТЬ So С ОГРАНИЧЕННЫМ АДМИТАНСОМ (|У | < р<°°)

В этом случае Е, на $0 следует искать в пространстве векторных функ
ций с суммируемым квадратом (Ez^L2(s0)), поскольку мгновенная мощ
ность (а значит и комплексная, равная 72J |Er+E,°|2Yds^ , поступающая 

Де
в любую часть As поверхности $0, должна быть конечна*.  Как следует из 
(5), числа {6п} являются коэффициентами типа Фурье искомой величины 
Et по известной системе функций {Ф„} и могут быть использованы для 
нахождения вектора Ef на $0 Однако для этого необходимо, чтобы семей
ство {Ф„} было полно в L2(s0) **.  Полнота будет иметь место, если, напри
мер, токи {Кп} принадлежат пространству C*(*o)  и их линейные комбина-
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ции всюду плотны в нем *. Докажем это, т. e. установим, что из pa* 
венств

(6) jA®nds=O (ra=l,2,...),

(So)

где А — векторное поле, принадлежащее L2(s0), следует, что A=0 на s^ 
Переходя к доказательству, заменим в (6) Фп его значением из (4), после 
чего (6) примет вид

J AKnds=J yAE{K„;so}ds.

(So) (во)

Заменяя правую часть при помощи леммы Лоренца, получим **

J AKnds= jE{rA;so)K„ds

(«о) (<о)

или окончательно

(7) J (A-Et(yAjSoJ)Knds=OnpHn=l,2,...

(so)

Установим, каким пространствам принадлежат фигурирующие выше век
торы. Для этого понадобится следующая

Теорма [4]. Пусть ток К^Яа($0) (~оо<а<оо) распределен на поверх
ности $о. Тогда Ег{К; 80}^На~*(80).

Здесь Яа(£0)—пространство фупкций Соболева — Слободецкого [5]. 
Поскольку AsL2(s0), а У — кусочно-непрерывная функция, то УАе 
^L*(so)^H'*(so) и на основании теоремы Е,{УА; sJ(=tf"*(so). Так как 
Kn^C*(so) (n=l,2,...) и их линейные комбинации плотны в C*(so), те 
они плотны также в H*(so) по норме H'(so). Поэтому из (7) следует, что 
обобщенная функция (функционал), стоящая в круглых скобках в (7) 
и принадлежащая Я”1 (s0), равна нулю на всех функциях, принадлежащих 
jET(so), на которых она определена, т. e.

(8) A-Ef{yA;s0>0 (на$0).

Пусть В=УА(е£2($0))? тогда (8) можно записать так:

B=yEf(B; s0} на s0.

В силу теоремы единственности (см. выше) отсюда следует***, что B=0 
на So, а значит, если У=^0, и A=0 на s0. Если У==0 на St<=s0, то (8) прини
мает вид

А=Е,{УА;22} на s0, где2і+22=50.

Это равенство разбивается на два

В=УЕДВ;22} на S2nA=Ez{B;S2} на 2t (В=УА).

Отсюда опять следует, что B=0 на 22 и, значит, A=0 на s0. Таким образом^ 
полнота системы {Фп} в L2 ($0) доказана.

* Можно наложить менее ограничительное условие, заменив C*(so) на Hl(s0)
(см. ниже).

** В [4] показано, что лемма Лоренца справедлива для токов из Ha(s0). Когда
^ — обобщенная функция, в [4] вместо обозначения $EKnds используется <ЕКЯ>.

*** Теорема единственности для токов из H*(se) сохраняется [6].
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Можно показать, что если система {Кп} линейно независима, то семей
ство {Фп} также линейно независимо (см. ниже) и принадлежит L2(s0) 
(см. теорему). Из последнего, в частности, следует, что при Е/еЛ2($о) ин
теграл в (5) имеет смысл.

3. ПОВЕРХНОСТЬ^ С НЕОГРАНИЧЕННЫМ АДМИТАНСОМ

Пусть на части 5 поверхности $0 адмитанс У=<»; другими словами, эта 
часть поверхности (которая может быть и многосвязной) обладает иде
альной электрической проводимостью. В этом случае формулы (5) должны 
быть изменены. Полагая времейно, что Y ограничен на $0, перепишем (5) 
с учетом (4) так: ^

(9) - J ЕФП ds+ J {ЕКП-У(Е(+Е,’)Е{КП; s0}} ds=

(2) (з)

= J УЕ{Кп;зо}Е(’й«.

(2)

Здесь S ~ поверхность, дополняющуюздо s0, т. e. so=$+2. Перейдем теперь 
в этом равенстве к пределу, когд^ У^«> на 5 (на S он остается ограничен
ным). Поскольку (см. (1))

lim (Еі+Еі°)=0, lim У(Е,+Е?)=К на 5,
У^-оо У^оо

тде К — плотность двухстороннего электрического тока на идеально прово
дящей поверхности s, то равенство (9) принимает вид

j ЕФП ds+ J КЕ(К„; s0) ds=- J УЕ{КП; so}E(’ ds-J E°K„ ds.

(2) (s) (Z) (s)

Вводя обозначения

К на s, ~ г EjKn; s0} на 5,
E/ на S, n 1 Фп на S,

нридадим предыдущему равенству окончательный вид

(11) JlF„ds=an, n=l,2,...,

(«»>

ѵде
(12) a„=— j УЕ{К„; So)E,0 ds- j E°Kn ds.

(2) (s)

Здесь I — искомый вектор, a Fn и ап — известные величины. Лекко ви
деть, учитывая условия типа Мейкснера,. что вектор I, в общем случае, не 
принадлежит L2(s0). Поэтому будем искать его в пространстве £д2($0), 
элементами которого являются вектор-функции, заданные на $0 и каса
тельные к ней. Скалярное произведение задается в нем выражением [4]

(13) (A,B)=jAflBds.

(3«)
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Здесь R — квадратная диагональная (в ортогональной системе координат} 
матрица второго порядка с неотрицательными элементами 2?ц и 7?2г. Если 
координатная линия ^=const совпадает с контуром <2", при переходе чере? 
который адмитанс Y меняется скачком от значения Y+ до У~, то Ди— 
=О(раі+), Я22=О(ра2+) (р — расстояние до 2?) при приближении к 3? со 
стороны, где У=У+, и Дц=О(раг), Я2г=О(раг) при приближении со сто- 

роны, где У=У“. Показатели а вы
бираются из первых трех столбцов 
таблицы. При таком, выборе а каж
дый элемент Лн2($0) удовлетворяет 
условиям типа Мейкснера при при
ближении к контуру <2?, искомое 
решение Ь=£д2($0) и каждый член 
ряда (26) для I (см. § 4) в отдельно
сти имеет на контуре S особенности,
реализующиеся для I. Если отказать 
ся от последнего условия (поскольку 

и иной выбор а (см. [4]), например, 
Лі и 7?22 могут

не обязательно),

8o 
III! 
Si

8V
8j
II*+ vr^o

8 8
vy
£і<

8 
у 
£

аі+ -0,5 -0,5 0 о
а2+ +0,5 +0,5 0 +0,5
ar +0,5 0 0 +0,5
а2~ 0 0 0 0

то возможеноно
указанный в четвертом столбце. В остальном (вне 3} R__
быть заданы на $0 произвольно в виде положительных непрерывных 
функций.

Формулы (11) теперь можно записать так:

(14) (I, Д-Тп) =an, n=l, 2,...,

Я1 — матрица, обратная R.
Будем полагать в этом параграфе, что семейство {Кп} линейно незави

симо, принадлежит C2(s0) и его линейные комбинации плотны в С2($0).
Способом, аналогичным приведенному в [4] (стр. 30), легко показать, 

что Я^Тп€=£й2($0) и, значит, левая часть (14), а следовательно и (11), 
при Is=Z/fl2(so) имеют смысл. Докажем, что семейство {2?"4Fn} полно в 
LB2(s0), т. e. что из равенств

(15) (А, Д“ТП) =0 при 72=1, 2,...,

где Ае=£я2($0), следует A=0 на So. Учитывая (13), (10) и (4), перепишем
(15) в виде

j AE{K„; s0} ds+ jA(KE(K^ sJ-KJds=0

(S) (2)

или, используя лемму Лоренца,

(16) j (E(A:s)+E(yAjS))K,,ds-jAK^s=O.

(«о) (X)

Введем обозначения

А на s, [ E({B; s0} на s,

УА на S, 1Е({В;во}—А на S.

Тогда, учитывая, что E{B; so}=E(A; «}+Е{УА; S}, запишем (16) так.

(18) jFKnds=0npnn=l,2,...

(«о)

Поскольку А и В принадлежат Ln2(s0), a £fl2(s0)<=#_a“(so), где 0<а0<0,5
[4],  то на основании теоремы Fe^“<x<,_1(so)c^_2(so). Так как линейные 

f

чв-{(17)
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комбинации Kn плотны в C2(s0), то они плотны также в Я2($0) и из (18) 
сразу следует, что F=0 на $0. Последнее равенство, учитывая (17), запи
шем в виде

(19) Et{B; So)=O на s, А=Е«{В; $0} на 3.

Если У—0 на Si<=S, то (19) можно переписать так (S=Si+S2):

(20) Ef{B,s+S2}=0 на 5, А=Е^{В; s+SJ на S,

посколькуВ=0 на St (см. (17)). Вводя адмитанс У0, равный <» на s и К 
на S2, придадим равенствам (20) вид

(21)
B=y0Ef{B;s+S2} на s+S2,

A—E/fB; s+S2} на S4.

Из первого соотношения на основании теоремы единственности (кото
рая справедлива и для неограниченного адмитанса) следует, что B=0 на 
s+S2, а значит (см. первую формулу (17) ивторую (21)) и A=0 на $0. 
Таким образом, полнота системы {7?_1Fn} в LR2(s0} доказана.

Покажем еще, что последовательность (fl"Tn) линейно независима,, 
т. e. из условия

(22) c^-T^fl-Ta+ ... +c^-TK=0 на $0,

где сп — постоянные, следует, что cn—0 (i^n^N). Воздействуя на (22) 
матрицей R слева, найдем

(23) CjFi4“C2F2~h +cjyF^-—0 на $о.

Учитывая обозначения (10), (4) и линейность оператора Е<{ }, запи
шем (23) так:

или, вводя обозначение Y°—Y на S и <» на s,

Отсюда, вследствие теоремы единственности, получим

N

(24)

Поскольку семейство {Кп} линейно независимо по определению, то из 
(24) следует, что cn=0 (l*^n^Af) и линейная независимость системы
{7?~iFn} доказана.

Аналогично доказывается линейная независимость семейства {Фп} в 
§ 2. Подобным же приемом можно показать, что если последовательность
{Кп} минимальна в С2($0), то система {^“aFn} минимальна в £л2($0).
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к. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТОКОВ И ПОЛЕЙ

Равенства (5) и (11) однотипны и первые из нцх являются частным 
случаем вторых, когда 5=0 и so=S. Поэтому в дальнейшем будем исходитъ 
из (11), а точнее из равносильных им равенств (14). Вследствие доказан
ной выше полноты их можно использовать для определения I, т. ѳ. (см.
(10))  тока на s и поля на S. Это может быть сделано одним из следующих 
трех способов.

1. Переходом от 7?^*Fn к ортонормированному в LR2(s0) семейству
функций

m
.(25) um= У, an<m) Я-Т„ (m=l, 2,...)

n=i

при помощи процесса Шмидта. Тогда, учитывая (14), получим

oo m

(26) 1= У CmUm, где ст—^^апа™.

m=l n=l

Так как система {um} также полна в Лл2($0), то ряд для Г сходится по нор
ме Ьп(в0).

2. Переходом от (14) к системе линейных уравнений для с™. При
этом I представляется в виде ряда типа (26), где um — подходящая полная 
(но не обязательно ортогональная) система функций. Тогда, подставляя 
ряд (26) в (14), найдем 

<27) У, cm (uw, Д~ТП) =an, n=l,2,...

m=l

В качестве um можно взять, например, ^“Tm. В этом случае отрезок из 
первых N членов ряда (26), где коэффициенты ст определяются из соот
ветствующих N укороченных уравнений (27), дает наилучшую (в смысле 
метрики Ln(so)) аппроксимацию I.

3. Используя результаты работы [7], можно написать

oo

і-£с.ѣ; ^"

n=l

я-т„ 
llfl-*FJ ’

<28)
Cn &n

п~1
У,Сі (ti,tn), 

i=l

Ci &£, dn

\

On

lltf-TJI ’

Если выполнены соответствующие неравенства [7], то ряд (28) сходится 
по норме Ln ($о).

Определив I одним из перечисленных способов, можно перейти к на
хождению вторичного поля E, H внутри и вне $0. Для этого учтем, что тан- 
тенциальная составляющая Ef непрерывна при переходе через 50, a Ht 
терпит скачок, определямый на S условиями (1), а на 5 электрическим то- 
жом K(so=s+S). Поэтому поле E, H совпадает во всем пространстве с
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полем, возбуждаемым током, распределенным на s0 с плотностью [8]

/on^ К=/Кна5’
( J “ t K(Et+Ei0) на S.

Зная I, сразу же находим Кэк (см. (10)), а затем поле по известным фор
мулам

(30) E= (grad div+&o2) П, H=Zo)e0 rot П;

1 л e”<ft°r
n =------------- f Кэн-------------ds.

£oe0 J r
(•о)

“1

Подставляя в них значение Кэк с учетом (10) и, например, (26), получим 
соответствующие ряды для поля E, H. Важно подчеркнуть, что они схо
дятся равномерно всюду вне $0 [4].

Отметим, что на Si, где У=0, вспомогательные токи Кп могут быть 
взяты равными нулю, если их наличие там не дает вычислительных 
преимуществ.

Рассмотренными приемАми могут быть решены, например, задачи off 
излучении антенн при наличии обтекателей, защитных колпаков, как 
чисто диэлектрических, так и с металлическими включениями.

ДОПОЛНЕНИЕ. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА

Аналогичным методом может быть решена задача определения поляЕ,.. 
H в пространстве v с однородными параметрами, ограниченном, напримерг 
изнутри замкнутой поверхностью s, на которой задано Ef=e. Вектор e из
вестен и должен удовлетворять требованию физической реализуемости. 
Применив опять лемму Лоренца к полям E, H и Е{КП; 5}, Н{КП; $} 
в области у, получим
(31) J ((EH(Kn:s)l-(E(Kn:s)H))ds=O.

(e)

При нахождении поля Е{КП; $}, Н{КП; $}, возбуждаемого вспомогатель
ным током Кп, распределенным на s, все пространство (включая область 
внутри s) считается заполненным однородной средой с параметрами та 
кими же, как внутри v. Равенство (31) можно переписать так:

J (E(K^s)HJds=J [eH(K„;s}]ds.

(e) («)

Вводя обозначения
(32) Ап=[п+Е{Кп;s}],(k=J [eH{K„;»}Jds,

(3)

запишем предыдущее равенство в виде

(33) |н(Апй$=рп, n=l,2,....

(«>

Здесь £„ — известное число, а Ап — известный вектор. Равенства (33) ана
логичны (5) и (11), и их можно использовать для нахождения * Н« одним 

* Случай, когда в среде отсутствуют потери и частота совпадает с резонансной
частотой внутреннего резонатора, ограниченного s, нуждается в особом рассмотре
нии [1].
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из способов, указанных в § 4. При этом если заранее известно, что H^ 
^£2($), то следует пользоваться метрикой L2(s) (см. § 2). Во всех осталь
ных случаях, поскольку BL всегда включено в £д2($0), следует применять 
метрику этого пространства (см. § 3). Определив Нг, мы знаем Е< и Н< яа 
поверхности 5 и, поэтому, поле в любой точке v находится при помощи 
квадратур, например, при помощи эквивалентных электрических и маг
нитных токов, вводимых на s [8].

Выражаю признательность M. С. Аграновичу за просмотр рукописи и 
полезные замечания.
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УДК538 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКл

Я.Н. ФЕЛЬД

К ИНТЕГРИРОВАНИЮ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА В СЛОИСТЫХ СРЕДАХ

(Представлено академиком A.H. Тихоновым 28II19 79)

В настоящей заметке метод Боргниса—Дебая (1 * 3) обобщается в двух направ

лениях: на случай н e о д н о p о д н ы x уравнений Максвелла

1 ( 3 9 )
(7) —\—(h2H2)-—HA-iueE3 = 0,

h 2 1 9 X ! 9 х2 J

* Координата x, называется главной.

(1) rotH- zcoeE = I, rotE+zco д H = -j,

где справа стоят заданные электрические и магнитные точки, и н e о д н о p о д н ы x 
сред, параметры которых зависят от одной (главной) координаты.

Введемкриволинейные,ортогональныекоординаты хь х2, х3 скоэффици- 
ентами Ляме, удовлетворяющими условиям Боргниса*

B-cooTDeTOTOini оѳ-оісазанпым-выше
Э / h 2\(2) Aj = l, _(_) = 0.

Э Xi \hз /

В соответствии со сказанным выше

(3) e = e (Xj), д =M(xj).

Ниже условия (2) и (3) всегда предполагаются выполненными.
Покажем прежде всего, что справедлива следующая

T e о p e м а 1. Если токи удовлетворяютусловиям:

(4) 1 = Zt, I2 = I3 = 0; 71 = 0, divj =0,

то E,H —поле электрического типа (Hx = 0) и может быть выражено с помощью 
одной скалярной функции.

Для доказательства запишем (1) в координатной форме:

(5) ^4- {^^—(йзЯз) - ^- (Л2Я2)}-/ сое E, =Ц,

h г h з I 9 х2 Эх3 I

1 ( Э Э )
(6) 7~ ^- Я> - ^- <А зяз)Н іиеЕ2 = 0,

h з 1 9 х3 д x x J

(8) —I—h2h3 1 9 х2
(h3E3) - ------- (Л2А’2)>+ i сод Яі =■ 0,

Эх3 i

1 ( 9 9 I
(9) Г- Т- £і“7— (йзЯ3) +іа>дЯ2 = -/2,

п3 ІЭх3 Эхі '

1 i 9 9 )
(10) Г“1Ч—(Л2Я2)- — £'іН»содЯз = -/3;

П 2 1 OXj д х2 '

1359
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ь2и Е _ 1 ъ2и 
3xj Зх2 ’ 3 еЛ3 Эх! Зх3

при этом учтены условия (2) и (4). Полагая Hv = 0, удовлетворим уравнению 
(8),определив Е2, Е3 формулами

(11) E2 = ^-

e h 2

здесь U - скалярная функция - потенциал. Подставляя эта выражения в равенства
(7) и (6), удовлетворим им, полагая

i w 3 U i ш Ъи
(12) Я2 =---------------------, Я3 =---------------— .

Л3 Эх3 й2 Ъх2

Уравнение (5) определяет Ех ипослеподстановкив него (12) дает

1 ( 3 / Л3 bU \ Э / h2 dU \| 1

• X 3 \ h з dX3 / / І GJ €

учетом (ll)-(13) и условия (3)

(13) Fj=---------------------------------- — ------- + -
e Л2й3 I дХі \ h2 Эда / i

Неиспользованные уравнения (9), (10) с 

запишутся так:

3 1 37i 3__(I^)=e*3/2-^--*, —
Зхз tw Зхз Зх2

1 дЦ(LU) =_eh2j3-~ ^.
1 0} дХ2

где 

(14)

к2 = a>2 e д.

Для 

выполнение равенства

э э
(15) -—(Ла/а)в-—(Ла/э)»

Зх2 Зх3 

того чтобы эти два уравнения были совместны, необходимо и достаточное

которое, вследствие (2), эквивалентно условию divj =0 и поэтому (см. (4)) 
выполняется. Таким образом, выписанные уравнения совместны и им можно 

удовлетворить, подчинив функцию U следующему равенству:

(16) LU = —Іі +p.
CJ

Величина p находится из соотношений

др др
(17) __ = еЛэ/2, —=-еЛ2/э,

Зх3 Зх2

которые совместны, как это следует из (15). Интегрируя их, получим

*» *i i
(18) p=e f h3f2dX3-e f Л2/э _ 0 dX2,

x*, x% Iх’-*’

где Хз и xf — произвольные функции от Xj. Таким образом, теорема 1 доказа
на. Одновременно получены формулы (ll)-(13), выражающие поле через один

1360
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скалярный потенциал U, удовлетворяющий уравнению (16). Последнее позволя
ет упроститъ формулу (13), заменив ее следующей:

Э / 1 bU \ o p(13a) E, = — ( — — ) + co2Mtf- -- .
д Xi X e дХі / e

Рассмотрим теперь распределение токов, дополнительное по отношению к 
фигурирующему в теореме 1. При этом справедлива

T e о p e м а 2. Если токи удовлетворяют условиям

(19) /i=O,divI=Oj / = /і,/2=/3 = 0,

то E,H - поле магнитного типа (Ег =0) и может быть выражено с помощью 
одной скалярной функции.

Эта теорема следует из теоремы 1 на основании перестановки:

E^H, H^^, I^j, j-*-I, е^д, д^е,

сохраняющей инвариантными уравнения Максвелла (1). Применяя ее к фор 
мулам (11), (12), (13a), (16), (14) и (18), найдем

1 Э2К 1 Э2И
(20) Н2  ы — _____  ________

9хг 9х2
, n з — ---------- ■

рЛ 2 ph з dXj дх

(21)
i w ЭИ ім дѴ

р\  р\ — ____ _____п 2
з Эх3

^ 3 , л >
h й2 Эх2

д / 1 ЭИ>. , 1
(22) Я. = ------ ( — т~ + we V-------- q, £і =

Эхі X p 9xi) Д

(23) xr=-/!+tz,
U)

где
1 ( Э /й3 ЭГ\ Э /h2 ЭКм Э /1 ЭИ\£V = --------- ------- (~------- )+—(— ---------)+д —(— —)+* и-

А2Л3ІЭх2\Л2 Эх2/ dx3xh3 дх3/1 дх^Хр Ъхх/

х* х2
q = - д J h 3I2 dx3 + д f h 2I3 I 0 dx2 .

o o I x9 = x 3
X 3 x2

Как видим, в отличие от известного случая, когда e , д = const и I=j = 
= 0, потенциалы U,V удовлетворяют теперь различным неоднородным урав- 
нениям,ав формулы (11) и (20) входят множители l/e и 1/д соответственно.

При произвольном распределении электрических и магнитных токов спра
ведливо следующее утверждение. Если заданная система токов I,j допускаетраз- 
биение на две системы, удовлетворяющие требованиям (4) и (19) соответствен
но, то полное поле представляет собой суперпозицию полейэлектрическогоимаг- 
нитного типов, которые могут быть выражены при помощи вышеприведенных 
формул. Сказанное есть следствие линейности уравнений Максвелла (1) и крае
вых условий для них. Таким образом, для произвольных распределений токов 
I и j, поперечные (относительно главной координаты) части которых соленои- 
дальны, и для любой среды, параметры которой зависят от одной — главной - 
координаты, поле может быть выражено через два скалярных потенциала мето
дом, аналогичным методу Боргниса - Дебая. Все здесь сказанное относится, понят

6ol7 1361
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но, к случаю, когда координатная система удовлетворяет условию (2). Как из
вестно (3), этому условию удовлетворяют сферическая и любые цилиндрические 

системы координат. Поэтому рассмотренным методом могут изучаться слоисто
сферические и плоскочлоистые среды с непрерывными и скачкообразноизменя- 
ющимися параметрами e (x х), д (x j).

В заключение необходимо подчеркнуть, что теорема 1 (соответственно тео
рема 2) справедлива только тогда, когда условия (3),(4) (условия (3), (19)) 
выполняются во всем бесконечном пространстве. Если они выполнены лишь в 

части Q пространства, то истинное поле в Q может слагаться из поляэлектричес- 
кого (магнитного) типа, определяемого формулами(П)— fl3), (16) ((20-23)) 
и полем магнитного (электрического) типа, являющегося решением соответству

ющей однородной задачи (т.е. при токах, равных нулю внутри Q). Последнее по
ле обязано своим существованием характеру среды и распределению токов в 

остальной области пространстаа вне Q. Исключение составляют, например, час
тичные области 2, ограниченные идеально проводящими стенками, совпадающи

ми с координатными поверхностями xn = const (n = 1,2,3), для которых теоре- 
мы 1 и 2 выполняются.

Поступило 
6 III 1979
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
1980 №9

УДК 621.396.67.01

ДИАГРАММЫ НАПРАВЛЕННОСТИ АНТЕННЫ 
ПЕРЕМЕННОГО ПРОФИЛЯ

И.Б.Абрамов, Н.С.Бахвалов, М.Г.Белкина, 
Я. M. Жилейкин, Я. H. Фелъд

Излагаются методика и результаты расчета диаграмм направленно
сти антенны переменного профиля. При этом учитывается, что щиты, 
образующие основное зеркало антенны, находятся в зоне Френеля об
лучателя. Расчет проводится токовым методом, что для данной антенны 
дает достоверные результаты в области главного и большого числа бо
ковых лепестков. Определены условия оптимального в отношении кнд 
облучения зеркала.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящей статье излагаются методика и результаты расчетов диаг
рамм направленности многоэлементной антенны переменного профиля 
(АПП) [1], у которой основное зеркало состоит из большого числа отдель
ных одинаковых подвижных элементов (щитов), облучаемых единым 
источником. Изменяя положение и наклон щитов в двух плоскостях, мож
но изменять форму зеркала в целом, что в совокупности с изменением по
ложения источника позволяет осуществлять перемещение луча в угломест
ной плоскости. Поворот диаграммы по азимуту обеспечивается переме
щением рабочего сектора щитов при соответствующем повороте диаграммы 
направленности источника.

Ранее диаграммы направленности АПП вычислялись по эквивалентно
му раскрыву [2] или по кривой центрального сечения зеркала. Метод 
эквивалентного раскрыва состоит в том, что основное зеркало считается 
сплошным, а излучающий раскрыв определяется как проекция зеркала на 
плоскость, ортогональную направлению максимума излучения, и диаграм
ма определяется интегралом типа Кирхгофа от поля по этому раскрыву. 
Такой метод, как известно, дает достаточно точные результаты только в 
пределах главного и нескольких боковых лепестков диаграммы направлен
ности всей антенны и, естественно, не учитывает дискретность поверх
ности основного зеркала и переливание энергии за его края по вертикали. 
Что касается расчета диаграммы путем интегрирования тока по кривой 
центрального сечения, которой заменяется основное зеркало, являющееся 
узкой вырезкой из эллиптического конуса, то этот метод обладает всеми 
недостатками предыдущего и, кроме того, дает достаточно достоверные 
результаты только в двух главных сечениях диаграммы АПП.

В настоящей работе расчет поля в дальней зоне проводится путем 
суммирования полей, создаваемых отдельными щитами, которые, в свою 
очередь, вычисляются токовым методом. Отдельный элемент антенны — 
щит — представляет собой вырезку из цилиндра очень большого радиуса 
и конечной высоты, ограниченную двумя образующими. Так как диаграм
ма направленности отдельного щита во много раз шире диаграммы всей
системы, то последняя вычисляется достаточно достоверно для главного
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и значительно большего числа боковых лепестков, чем в ранее использован
ных методах.

Расчет распределения тока на щите производился в приближении 
Кирхгофа через удвоенное значение соответствующей составляющей маг
нитного вектора падающего на щит первичного поля облучателя. При этом 
не предполагалось, что щиты находятся в дальней зоне, и не делалось 
никаких пренебрежений в подынтегральных функциях. Облучатель ими
тировался вертикальной узкой лентой высоты h и ширины а. Ток на ленте 
принимался постоянным по горизонтали и косинусоидально спадающим по 
вертикали.

В следующем параграфе дан вывод расчетных формул и приведены ме
тоды вычисления получаемых интегралов.

1. РАСЧЕТ ДИАГРАММ НАПРАВЛЕННОСТИ

Рассмотрим цилиндрическую систему координат p, гр, z, связанную с 
декартовой системой я, у, z формулами

x=-p cos гр, ^=рБіпгр, z=z.

Рассмотрим также [1] поверхность эллиптического конуса с вершиной 
на оси z

(1)
z sin б

l+cos б cos гр

Сечение этого конуса плоскостью, нормальной к оси z, образует эллипс, 
один из фокусов которого лежит на оси z.

Вырежем узкую полосу из поверхности (1) двумя плоскостями, нор
мальными к оси z, так, что центральная линия этой полосы образует 
эллипс

l+cos б cos гр ’

где параметр p задается формулой 

cos26(l—cos W) 

2+cos б (2+cos б) (l+cos Ч1*) 
)^o(3) p = и

(см. рис. 1. Величины R0 и + определены ниже).
Эллипс (2) расположен в плоскости

(4) z
P 

sin6

Зеркало АПП представляет собой часть этой полосы, симметричную 
относительно большой оси эллипса (2).

Цилиндрическая волна с осью z, отражаясь от этой полосы, преобра
зуется в плоскую волну [1], распространяющуюся в направлении, лежа
щем в плоскости zOx, проходящей через ось z и большую ось эллипса, 
и составляет с последней угол б (рис. 1).

Указанная полоса аппроксимируется щитами, каждый из которых пред
ставляет собой кусок цилиндрической поверхности высотой h и шири
ной b (см. рис. 2). G каждым щитом связывается местная декартова систе
ма координат V, *Л t' (рис 2), в которой уравнение направляющей щита
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имеет вид *

* Здесь и ниже штрихами отмечены величины, заданные в местной системе 
координат рассматриваемого щита.

Ѵ2+п,2+2т)%=0.

При 6=90° центры щитов расположены на некоторой исходной окруж
ности радиуса R0. При изменении б центр каждого щита перемещается по 
радиусу до совпадения с точкой пересечения этого радиуса с кривой (2),

Рис. 1. Эллиптический конус Рис. 2. Элемент антенны 
(цилиндрический щит)

а сам щит 'поворачивается вокруг своих вертикальной и горизонтальной 
осей так, чтобы касательная плоскость к щиту в его центре совпала с ка
сательной плоскостью к поверхности (1) в общей со щитом точке. Облу
чатель перемещается параллельно самому себе из центра круга в точку А
на расстояние

l+cos б

Угол 4е в формуле (3) есть половина угла 
облучения зеркала источником, находя
щимся в точке А (см. рис. 3).

Ниже используются сферическая си
стема координат r, О, ф и цилиндрическая 
система координат p, ф, zb которая полу
чается из p, ф, z параллельным переносом 
вдоль оси z на расстояние, определяемое 
формулой (4), а также обозначения: 
М(ід ^^—произвольная точка на ленте 
5(-A/2^Zi^A/2, —а/2Сг/<а/2), имити
рующей облучатель, $п°(Рп, фп)—центр 
n-ro щита, Qn(^', т/, £')—произвольная 
точка на n-м щите, P — точка наблюдения,
зависящая от координат r, Ф, ф или gnz,

Рис. 3. Расположение облучателя 
на исходной окружности

ц/, £/. Ниже для краткости
вместо Zi мы будем писать z.

Ток на ленте (облучателе) S зададим в виде ]°е“г<1)/, тогда векторный 
потенциал A0 электромагнитного поля, создаваемый этим током в произ
вольной точке пространства Q(xq, yQ, zQ), определяется равенством

1 с г e^nQM
А° (Xq, yQ, Zq) =---- f —---- f (2И) dSM,

c JSJ RQM
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где
Z?QM=[ (xQ+F)2+ (yQ—yM)2~^(ZQ—ZM)2] \

a интегрирование осуществляется по поверхности ленты S.
Пусть ]х°=]у°=0, //=Zocos^z. Тогда составляющие вектора H0 выра

жаются следующим образом:

Ях°= — Л°, Яѵ°=—^ЛД Я2°=0.
ду дх

Вектор плотности электрического тока, наведенного на поверхности 
щита, принимаемся равным

j = -4-(n,H4
2jT

Здесь

— нормаль к щиту, направленная в сторону положительного направления 
оси т|', a H0 — вектор магнитного поля первичной падающей волны с ком
понентами

(6) 

где

ekRQn'M {ikRQn'M — l)(t/Q^ — у)

R3Qn'M

^n^(ikR^M-i)(z^ +F)

R3Qn'M

cos 0z dz dy,

cos 0z dz dy,

RQn'M= [ (pn COS (^n+l)-%'+y Sin 7)2+ (pn sin (tpn+7) + 
+rf cos a+£' sin a—y cos 7)2],/a,
^Qn'+^=-pn cos ^n— (rf cos a+Z' sin a) sin 7+V cos y, 
yQnr =pn sin фп+ (rf cos a+g' sin a), cos y+V sin 7.

Здесь a — угол между осями £' и z, 7 — угол между осями £' и x (рис. 2 
и 1).

Пусть точка наблюдения P находится в дальней зоне. Введем обозна
чения

5i =--- ^ЯД, 52 = 4-Яя°, do
J о ^0

, „ ЬТ+п₽'п'+£Л'r cos s2 =------------------------------- .

т JkRQ„*p Jo e п
2лс #Qn«p ’

где Qn — центр щита. Векторный потенциал поля в точке P, создаваемого 
токами, распределенными на n-м щите, определяется тогда выражениями

Л/2 b/2

Л^=й0 J J e_lftr'CO8Qsina[52sinY—£iCos7]d£'^,

-h/2 -b/2

Av=—dQ J J e~1Ar'CO8Q[52sinY—51cos7]

-h/2 -b/2 ѴЯо2-Ѵ2
(7)
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Л/2 Ъ/2 ,
A^=do [ f e-^'coeeJ. —f5,sin7-5.cosvl +

J J ( т/ ТЭ 2_fc'2 *
—Л/2 -b/2 f£l° ®

+ [52 cos^+Si sin^] Jdg' dZf.

Компоненты векторов поля, создаваемые токами щита в дальней зоне, име
ют вид

2?r^Oj E^)-ikA^ E^ikAf]
Hr=0; Ho=-ikAy- H+=ikAo,

а составляющие A^ и Лф могут быть представлены следующим образом: 

^4o=dlCo(/цС21+Ji2C22+J21C23"bJ22^24 ] J
^Ф=гііСо[/ 11Сц4“ J12C12+J 2iCi3 ],

где
Л/2 Ь/2

/« = J J e^^^^'7A(r,D^'dt'j

—Л/2 — Л/2

і,/=1,2;

di =
Jt>eikr

2лсг

Co=eiAPn Sin О ЗІП(фп+ф) .

Cn--sin a sin(qp-27); C12=sin a cos ф; 
c13=—sin 2a cos 7 cos (ф—2у);
C21=sin a cos ft cos(q)-2y)-cos a sin 7 sin ft;
C22=sin a cos fl* sin ф—cos a cos 7 sin ft; 
c23=[cos 2a cos 7 sin ft—sin 2a cos 7 sin(q?—7) Jcosft; 
c24=—sin 7 sin ft;
fei=sin^cos(q)-7);
b2=c0s a sin -ft sin(q)-7)-sin a cos ft;
&3=sin a sin ft sin(q)-7) +cos a cos ft.

Результирующий потенциал Ат всей антенны есть сумма потенциалов от
дельных щитов, попадающих в область облучения [ — Т, Ѵ].

Тогда нормированные диаграммы направленности даются выражениями

Здесь
r=MaKc{|AZ(fto, фо) |2; 

fto = ^- - 6, фо = О.
M/(Oo, Фо)|2};

Расчет диаграммы представляет некоторые трудности в связи с необ
ходимостью вычисления большого числа четырехкратных интегралов от 
осциллирующих функций (см. (7) и (6)).

Для интегрирования по переменной у была получена асимптотическая 
формула. Рассмотрим интеграл

a/2
' $

-a2

^R<in‘M (ikRQn'M-i)

RQn°M,
g (y) dy,
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т&е g(y) равно 1 или у (ср. формулы (6)). Величина RQnoM заменялась ее 
разложением по формуле Тейлора с точностью до членов второго порядка 
малости. Тогда

где
t——pn sin грп—£' sin y—rf cos a cos y—£' sin а cos у,

a ЯзЛоМо — расстояние между центром щита и точкой Mo(O, z) на оси 
ленты S.

В рассматриваемом нами случае (а~Х, Я<эп<>мв~25%) относительная по
грешность от этой замены не превосходит 10-4.

Для вычисления интегралов
а/2 а/2

Д = j eiBveiAyldy, І2 =

-а/2 -а/2

применялся асимптотический метод, который состоял в разложении со
множителей подынтегральной функции в ряд и в последующем интегриро
вании в явном виде.

Результатом были следующие формулы:
1. Если |5а/2|^0,05,то

В2а2 \ а3 
------- ) + iA —, 
24 / 12

B2a2 i
40 J*

2. Если Ла* 2 */4^10“6, то

cos------+ -sin
2 В2

3. В остальных случаях

а 
J

Ba 2 Ba 1
Td

Относительная погрешность приближенного вычисления интегралов Ц и 
І2 по этим формулам не превосходит 10”5.

Для вычисления интегралов по переменным |', g', z применялись квад
ратурные формулы Гаусса. Для достижения относительной точности 10"6 
в интересовавших нас случаях было достаточно взять число узлов квадра
тур Гаусса по этим переменным #i=12, #2=24, 7VS=32. Рабочим вариан
том, гарантирующим четыре верные значащие цифры, был взят набор M= 
=10,#2=20, ЛГз=24.
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Вычисление диаграммы направленности проводилось группами по к 
точек, причем интеграл по переменной z вычислялся один раз для всех 
значений Ф, q), так как он от них не зависит. Количество машинного вре
мени, затраченного на вычисление серии интегралов, оценивается фор

мулой

(N \
1+Т/’

где Л0 — среднее время, затраченное на вычисление подынтегральной функ
ции в одной точке.

Из этой формулы видно, что число к целесообразно брать как можно 
больше, чтобы время, приходящееся на одну точку, было как можно меньше 
и близко к ЛоМУѴг. В рабочих вариантах число к бралось равным 60, при 
этом время, затраченное на вычисление одной точки диаграммы направ
ленности на ЭВМ «БЭСМ-6», в среднем равнялось 0,5 с.

Расчеты диаграмм направленности были проведены также и для слу
чая облучения антенны строго цилиндрической волной. Диаграммы направ
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ленности вычислялись для углов 6=5; 50; 85°. При вычислении двухкрат
ных интегралов по переменным g' и £' применялись либо квадратурные 
формулы Гаусса, если коэффициент, характеризующий число линейных 
осцилляций по данной переменной, не превосходил некоторого параметра 
8осц, либо квадратурная формула типа Гаусса для осциллирующих функ
ций (см. [3, 4]), если этот коэффициент был больше еОСц.

Рис. 5 (6=5°; X=Xjj х=90°)

Рабочим вариантом, гарантирующим четыре верных знака, был набор 
M=10,2Vz=10.

Вычисления проводились на ЭВМ «БЭСМ-4», время вычисления одной 
точки диаграммы направленности составляло 1'40".

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

По изложенной выше методике были выполнены расчеты диаграмм 
направленности АПП. Расчеты проводились с целью уточнения формы 
диаграмм по сравнению с вычисленными по методу эквивалентного раскры
ва [2] и для выбора направленности облучателя в горизонтальной пло
скости (размера облучателя а).
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Диаграммы направленности рассчитывались для следующих парамет
ров АПП (см. рис. 3) (параметр £ находился из условия cos (pfe/2) =0): 
относительный радиус flo/M=16OOO и 7?0/%2=4ООО, относительная высота 
fe/Xi=400, Л/Х2=100, угол облучения 241* щитов полагался при всех углах 
места равным 120°. Поэтому число участвующих в формировании диаграм

мы направленности щитов увеличивается с ростом угла б и направлен
ность антенны в обеих плоскостях растет.

Результаты расчета приводятся для углов места 6=5° и 6=85°. При 
этих углах расстояние между облучателем и зеркалом антенны соответст
венно составляет (см. рис. 3) 72o-F=18,5fe и R0—F=36,75h.

Для выбора направленности облучателя в горизонтальной плоскости 
рассчитывались диаграммы при разной ширине а облучателя в предполо
жении, что распределение тока на облучателе в этой плоскости равномер
ное. Ширина а менялась от 0 до двух длин волн. При расчетах проводи
лась также оценка изменения коэффициента направленного действия 
(кнд) антенны в зависимости от ширины облучателя.
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Рис. 9 (6=5°; Х=Л2; /-90°)

Зависимость относительного кнд от ширины ленты определялась по 
формуле

_ Г(а)
КНДотн--------7^ 7" 7

где Г (а) — квадрат поля, излучаемого АПП в направлении максимума диа
граммы, а величина J (а) вычислялась по формуле

7W_<,° f(^)\

0

где tf=*AfcasinO. При фиксированных плотности тока и высоте h ленты 
облучателя, а также неизменном законе распределения тока (по высоте 
косинусоидальным, спадающим на концах до нуля, и равномерным по ши
рине) этот интеграл пропорционален полной мощности, излучаемой лен
точным облучателем.
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Вычисленные диаграммы направленности для 6=5° и 6=85° при Л/Х4в 
=400 и fe/%2=100 приведены на рис. 4—11 для a=0, a=% и a=2X. На ри
сунках построены главные сечения пространственной диаграммы, прохо
дящие через направление максимума. Под направлением максимума здесь 
понимается направление главного максимума диаграммы при облучении 
АПП чисто цилиндрической волной. Значение %=0° соответствует верти

кальному (меридиональному) сечению, а сечение %=90° ортогонально се
чению %=O0 и проходит через направление максимума. На рисунках при
ведена в логарифмическом масштабе зависимость квадрата основной со
ставляющей поля Р$ от угла о, отсчитываемого в каждом сечении от нап- 
оавления максимума. На каждом рисунке приведена половина диаграммы, 
так как она симметрична. Зависимость относительного кнд от ширины об
лучателя приведена на рис. 12. На рис. 13 приведены диаграммы направ
ленности АПП на паразитной поляризации для угла места 6=85° при hj 
/X=400. Из приведенных графиков можно сделать следующие выводы.

1. То обстоятельство, что в вертикальной плоскости зеркало расположе
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но в зоне Френеля облучателя, практически не сказывается на форме 
вертикального сечения диаграммы направленности. Главную роль в фор
мировании пространственной диаграммы АПП играет амплитудно-фазовое 
распределение поля в горизонтальной плоскости. Это объясняется тем, 
что в антенне переменного профиля зеркало имеет вид узкой ленты (от
ношение его горизонтального размера к вертикальному не менее 20) и

форма вертикального сечения диаграммы определяется в основном гори
зонтальным размером зеркала, точнее, его глубиной, соизмеримой с гори
зонтальным размером. Действительно, при расчете вертикального сечения 
диаграммы можно было бы спроектировать центры излучателей (щитов) 
с соответствующими амплитудами на вертикальную плоскость. В резуль
тате мы пришли бы к эквивалентной антенне бегущей волны длиной, рав
ной глубине зеркала, и с несимметричным спадающим амплитудным 
распределением. При этом длина эквивалентной антенны увеличивается 
по мере увеличения угла места б, что влечет за собой сужение вертикаль
ной диаграммы.

2. На форму диаграммы направленности и кнд антенны существенное
влияние оказывают условия облучения зеркала, т. e. диаграмма направлен-
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Рис. 13 (6=85°; Х=М; %=90°)
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ности облучателя в горизонтальной плоскости. Оптимальный в отношении 
кнд размер облучателя равен примерно одной волне (см. рис. 12). В этом 
случае находящаяся в пределах угла ±60° рабочая часть зеркала (щитов) 
облучается только главным лепестком диаграммы первичного источника.

В случае увеличения ширины облучателя его диаграмма сужается и 
рабочий участок зеркала облучается как главным, так и боковыми лепест
ками, что приводит к расфазировке поля на зеркале, т. e. к большим иска
жениям пространственной диаграммы направленности антенны ^см., 
например, рис. 6 и 10) и резкому падению кнд (см. рис. 12). При этом 
примерно одинаково искажаются как горизонтальные, так и вертикальные 
ее сечения.

3. Из рис. 13 видно, что при увеличении ширины облучателя от одной 
до двух длин волн увеличивается примерно на 8—10 дБ уровень поля, 
излучаемого на паразитной поляризации. На рисунке приведены данные 
для угла места 6=85°. При уменьшении угла места уровень паразитной 
поляризации вообще уменьшается (так, при 6=5° он не превышает 
—35 дБ), однако характер зависимости его от ширины облучателя (лен
ты) остается тем же.
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АКАДЕМИЯ НАУК СССРРАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
ЖУРНАЛ OCHOBAH B 1956 г. ВЫХОДИТ 12 РАЗ В ГОД

Том XXV Декабрь 1980
МОСКВА

Вып. 12

УДК 621.372.8.001.24

ВОЗБУЖДЕНИЕ РАДИАЛЬНО-НЕОДНОРОДНОГО ШАРА 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ И МАГНИТНЫМИ ТОКАМИ

Я.Н.Фельд. С.Я.Фелъд

Рассмотрена задача о возбуждении неоднородного магнитодиэлек
трического шара произвольной системой токов. Получены выражения 
для поля в виде разложений по волнам дискретного и непрерывного спек
тров в форме, характерной для теории возбуждения волноводов. Решение 
найдено методом вариации постоянных с выделенной меридиональной 
переменной Ф.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящей статье «метод вариации постоянных», развитый в [1—3] 
для решения задач возбуждения тел произвольной системой токов, обоб
щается на случай, когда необходимо учитывать наличие волн непрерыв
ного спектра. Рассмотрим это на примере магнитодиэлектрического шара 
радиуса а с комплексными параметрами е4, Ці. Параметры внешней среды 
обозначим через е0, ц0. Задача сводится к интегрированию уравнений Мак
свелла с заданными электрическими J и магнитными P токами:

ik
(1) rotH =--------E+J, rotE=iA:pH-P

P

при соответствующих краевых условиях на поверхности шара и на бес
конечности *. ___

В (1) fc=coVep,, p=Vp/e и зависимость от времени взята в виде 
exp (-fco^).

Всюду ниже используется сферическая система координат r, Ф, ф 
с центром в центре шара. Внутри шара e, ц, к, p являются заданными 
функциями одной координаты r и снабжаются индексом 1. При г>а среда 
однородна, а указанные параметры снабжаются индексом 0.

Решение рассматриваемой задачи будем строить при помощи разложе
ний по парциальным волнам соответствующих спектров с коэффициента

♦ Непрерывность тангенциальных составляющих векторов поля при r=a и прин
цип излучения на бесконечности.

© Издательство «Наука»,
«Радиотехника и электроника», 1980 г.
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ми, зависящими от одной «выделенной» * координаты й. Задачи, близкие 
к сформулированной, уже изучались [4, 5] другими методами. Отличие 
в постановке настоящей задачи заключается в следующем.

1. Рассматривается возбуждение произвольным распределением трех
компонентных электрических и магнитных токов; в [4] рассматривается 
однокомпонентный, а в [5] — двухкомпонентный электрический ток.

2. В отличие от [4, 5] рассматриваются поля, зависящие от азимуталь
ного угла.

Наконец, что является с нашей точки зрения наиболее существенным, 
решение получено в стандартной, для теории возбуждения волноводов, 
форме.

1. ПАРЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТИПА

Эти волны выражаются при помощи потенциала типа Дебая по фор
мулам** [6]

d / 1 дѴ\Е' = Тг(-^)+^ Н-°’

(2) £. = ±22_; ^ =—^4у^;
re ordv rsinv tfcp

E - 1 d*V.- H - —- —

‘ Ф resinftdrdq)’ Ф r dft

Потенциал V удовлетворяет уравнению

/оч д / 1 dF\ , 1 ( 1 d / а дУ\ , 1 д2Ѵ) t
(3) 8----  I---- ------  ) +---- S---------------- fsinft-------  )+------ -—■ ■-' > +

dr \ e dr / r2 lsinft d$ \ dfiJ sin ft dqp2 J

+ *2V=0.

Предполагается, что (3) выполняется в области 0<$<л, а источники 
парциальной волны находятся на лучах ft=0 или $=л. Краевые условия 
для парциальной волны сохраняются такими же, как и для искомого поля.

Интегрируя (3) методом разделения переменных, найдем 

COS 7710) 
F=7?v(r)^vm(±cos Ф) ,

sin mq

Здесь Рѵ^ — присоединенная функция Лежандра, a Pv(r) удовлетворяет 
уравнению

(5)

(4) m=0, 1,2,...

4(4"H-2^)^
где v(v+l) — постоянная разделения.

При г>а, когда e=8o=const и pi=p-o=const, в качестве 7?ѵ выбирается 
частное решение уравнения (5), обеспечивающее выполнение принципа 
излучения, т. e.

(6) Яѵ (r) = £ѵ (V) — У ^- ког н“ъ (k,r).

При г<а, когда e=8i(r), ц=Ці(г), выбирается решение (5), обеспечиваю
щее непрерывность тангенциальных составляющих векторов поля на сфе-

* «Преимущественной» по терминологии работы [2].
** Отличие в знаке у i связано с тем, что в [6] зависимость от времени взята в

виде exp (іоЦ).
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ре r=a *.  Учитывая (2) и (4), легко убедиться, что этому удовлетворяет 
решение с краевыми условиями типа Коши:

* И на сферах r=an<a (n=l, 2,...,2V), если функции 8i(r), Ці(г) терпят раз
рыв при г=ап.

♦♦ Предполагается, что e/(r)/ei(r)=O(l)j ji/(r)/pi(r)=O(l)j ei(r)pi(r)=O(l) 
при r+0.

(7) Яѵ(а-0) = Яѵ(а+0), —^-Я/(а-0) =—Я/(а+0).

еДа) 8o

Фактическое нахождение Яѵ(г) в области г<а зависит от вида заданных 
функций 8i(r) и gi(r), но всегда может быть проведено, например, мето
дом ВКБ при медленно меняющихся 8i и щ. Общий интеграл уравне
ния (5) при г<а запишем в виде

(8) fl.(r) = Аѵуѵш(r) + Bvy™ (r),

где z/v^(r) иуѵ(2)(г)— два частных линейно независимых решения (5), 

которые ведут себя при r^0 как **

(9) у,М (r) = r‘+’ + 0 (г2+ѵ) и j/v(2> (r) = r-v + 0 (r‘"v).

а. Волны непрерывного спектра. Для этих волн постоянная разделе
ния v выбирается так:

1
у, 0=^О<оо,

а постоянные Лѵ и В„ в (8) находятся из условий (7). Действительно, 
подставляя (8) и (6) в (7) иразрешая полученныеравенстваотносительно 
Ау и Bv,

(10) v=io

(11)

Здесь и

найдем
Л i [61(0) _ (2)/ 81(0)■*■aJ^.u,'*  -

в-=г{—^“’
2o 1 80

ниже
(m) (m) , ч

Уѵ =Уѵ (a),
£^v(fcoa), &'-

Ao^2)I;
8o )
61(0) (ip)
^yU г • 
6i(a) J

(m)< (m)/ . x
yv .=yv (a), m=l,2;

=k'M.

Для значений Av и Bv, определяемьгк (11), непрерывность соответствую
щих компонент поля при r=a обеспечивается для любых о>0. Отрица
тельные значения a не рассматриваются, так как они не дают новых пар
циальных волн.

Выбор v в виде (10) обеспечивает наименьшую возможную особен
ность для парциальных волн в точке г=0; при этом выполняется требова
ние конечности энергии искомого поля в этой точке (см. ниже).

Таким образом, непрерывный спектр значений v, а следовательно 
и соответствующих волн, определяется выражением (10).

б. Волны дискретного спектра. Волны дискретного типа получим, по- 
ложивв (8) Bv=0. Тогда из (11) найдем

(12)
6o

A.=t,Jy!".
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Первое из этих равенств определяет дискретную последовательность 
допустимых v=Vi, ѵ2,... (дискретный спектр), которому соответствуют 
парциальные волны (2), (4) с

(13) Л,(г) =
при г>а,

при г<а.

Насбудутинтересоватькорни (12) cRev>0.

2. ПАРЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ МАГНИТНОГО ТИПА

Вследствие инвариантности уравнений (1) и рассматриваемых крае
вых условий относительно перестановки

E+H, H^-E, J+P, J^-J,
(14)

e^-p, ц^-е (k^-k, p^-l/p)

формулы для парциальных волн магнитного типа могут быть получены из 
соответствующих формул для волн электрического типа при помощи ука
занной перестановки. Выпишем их, сохранив для них те же номера с до
бавлением буквы а:

(2a)

д / 1 дѴ\
£r=0; 7Л = — (-------—+Ш2е7;

дг \ ц dr/

і® дѴ „ . 1 д2Ѵ
E$--------------------- i Ни — --------- j

rsinft 5q) rp. drdft

i& dV u _ 1 d*V
^jj^ —~ ~^~^^~, ^1^ ~~ --*----^- ,

r dft rpsin^ droy

(За)

(5a) 

(7a)

(lla)

(12a)

Все остальные формулы § 1 сохраняются без изменений.
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3. НУМЕРАЦИЯ ПАРЦИАЛЬНЫХ ВОЛН И ИХ ИСТОЧНИКИ

Введенные при помощи формул (2), (4) и (2a), (4) электрические 
и магнитные волны непрерывного спектра будем обозначать буквами 
Еор, Нар, где верхний дискретный индекс нумерует волны при фиксирован
ном значении нижнего индекса о, пробегающего луч [0, <»). Поскольку 
существует счетное множество электрических и магнитных волн при 
фиксированном а, то их можно перенумеровать при помощи одного ин
декса p, пробегающего все целочисленные значения, кроме нуля. Сделаем 
это при единственном условии, чтобы волны Еар, Нор и Ест“р, Но”р отлича
лись только знаком у cosO в выражении для потенциала (4). При этом 
индексу р>0 пусть соответствует знак «—» и наоборот. Таким образом, 
волны, отличающиеся только знаком у p, однотипны, но распространяют
ся в противоположных направлениях по $.

Эти волны удовлетворяют принципу излучения (см. (4), (6)) и имеют 
источники, расположенные на луче 0=0 при р>0 и на луче О=л при 
р<0. Вне этих лучей они удовлетворяют однородным уравнениям Мак
свелла и краевым условиям рассматриваемой задачи при r=a, Отметим, 
что в отличие от волн непрерывного спектра, введенных в работах [7,8], 
у которых источники находятся на бесконечности (г^*<») и нарушается 
принцип излучения (для отдельной волны), в нашем случае источники 
расположены вдоль луча и принцип излучения выполняется для каждой 
волны спектра.

Перейдем к нумерации волн дискретного спектра. Уравнения (12) 
и (12a) имеют счетное число корней v, поэтому, учитывая (4), убеждаем
ся, что существует только счетное число парциальных волн электрическо
го и магнитного типов. Перенумеруем их при помощи одного (верхнего) 
индекса, пробегающего все целочисленные значения, кроме нуля. Как 
и выше, будем полагать, что волны дискретного спектра Ер, Нр и Е_р, Н"р 
отличаются только знаком у cos Ф в выражении для потенциала (4).

Источники волн дискретного спектра расположены так же, как и не
прерывного, т. e. при р>0 на луче 0=0, а при р<0 — на луче О=л. Под
черкнем еще раз, что волны непрерывного и дискретного спектров стро
ятся так, чтобы внутри интервала изменения выделенной переменной 0 
они удовлетворяли однородным уравнениям Максвелла и на одном конце 
интервала выполнялись естественные краевые условия задачи для волн 
с р>0, а на другом — с р<0. На противоположном конце интервала, для 
каждой волны, эти условия нарушаются, и там располагаются ее источ
ники.

4. ОРТОНОРМИРОВКА ВОЛН НЕПРЕРЫВНОГО 
И ДИСКРЕТНОГО СПЕКТРОВ

Покажем теперь, что введенные выше волны удовлетворяют следую
щим условиям ортонормировки:
(15) J [Eo₽,Ho-’]ds=Z)a(p,g)<5|P||g|6(a-o'),

s(O)

(16) J [Eo’,H’]ds = J [E’,H/]ds=O,

s(O) s(fl)

(17) f [E’H’]ds=D(p,g)6IPI|g|,

s(O)

где sfft) — поверхность конуса: ft=const, r>0, 0^ф^2л; бірнді — символ 
Кронекера, a 6(o) - дельта-функция Дирака. Как следует из (15) и (17), 
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значения величин Do(p, q) и D(p, q) существенны лишь при q=±p. Они 
определяются этими же формулами, из которых находим

D.(p,ip) = J J [E/,Ho.«]dsdo';

0 e(G)

(18)
D(p,±p)= j [E₽,H«]ds.

e(O)

Отсюда видно, что Da и D зависят также от Ф, что явно не указано.
Докажем прежде всего (15)-(17) для случая, когда индексам p и q 

соответствуют волны электрического типа. Начнем с (15). Используя (2), 
(4) и (5), найдем *

* При mp=mq=Q правые части (19) и (22) следует умножить на 2.

(19) J [Ee₽,He.’]ds==ijuo(o2 + y)smflX

s(O)

d
X Pvm₽(±cos d) ^7 Рѵ,7П’ (±cos O) J6|P||g|, 

au
где

/-J^A;

mp — значение m для р-й волны. Последний интеграл, как легко показать, 
учитывая (5) и (7),равен

(20)
Z-Hm W^)-M)&'(r)

r_>0 (v-v')(v+v'+l)6i(r)

Принимая во внимание (8) и (9), получим после элементарных преобра
зований

(21)

+ (4v'flv+4vBv') sin^(q,q ) + (B,B,-A,A/)X

о—о

X
cosB(o+o')

i(o+o')
+ (2?ѵ2?ѵ'+ЛѵЯѵ')

sing(a+o') 1 
o+o' J

где g=-ln r.
На основании соображений, аналогичных, например, приведенным 

в [7], стр. 360, можно положить

(21a)

lim
fc^- 00

sing(o-o')

о—о' лб(о—о')>

lim
sing(a+a') 

o+o'
= lim cos g (о±о') = 0.

S^-oofc^oo

Эти символические равенства имеют следующий смысл. Если помножить 
их на достаточно гладкую функцию от о' и проинтегрировать по o' от нуля 
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до oo, а затем перейти к пределу при £^°°, то получим тождества. Учи
тывая их, перепишем (21) так*:

Z = ^^-ASv6(o-o').

еДО)

Из этого выражения, с учетом (19), вытекает справедливость (15) и, 
в частности, формула

2л2ісо / 1 \(22) Da (p, q) = -д^- (о2 + —) A^ sin 0 X

d
X Р™р (±cos Ф) ^- P™q (±cos Ф). 

d&

Здесь при р>0 (д>0) следует брать у cosft в аргументе соответствующей 
функции знак «—», а при р<0 (#<0) — знак «+». Докая^ем теперь соот
ношение (16). Для первого интеграла (16) также справедливы выраже
ния типа (19), (20). Отличие заключается лишь в том, что в них следует 
заменить v' на ѵд, где ѵд — корень уравнения (12), соответствующий q-н 
волне дискретного спектра. Формула (20) при этом запишется так:

I = lim
r^o

Дѵ (r) RVq (r) — RVq (r) д; (r) 

(v-Vg) (v4-Vg+l)ei(r)
Revq^>0.>

ПосколькуЯѵ(г)=О(гѴа) (см. (8)-(10)), айѴд=О(г1+ІІеѵ’) (см. (13), 
(9)) при r^0, то Z=0 и, следовательно, обращается в нуль (см. (19)) 
первый интеграл (16). Аналогично доказывается равенство нулю второго 
интеграла (16). Перейдем к доказательству (17). Входящий туда инте
грал по-прежнему выражается формулами типа (19), (20) с заменой в них 
v на Vp и v' на vq. При этом если ѵр^ѵд, то Z=0 и p=£±q. Если vp=vq 
и p=£±q, то Z^=0 и интеграл в (17) обращается в нуль благодаря символу 
б|рцд|, стоящему в (19). Для волн магнитного типа справедливость (15) — 
(17) следует из доказанного выше благодаря принципу перестановочной
двойственности (14). В формуле (22) при этом следует заменить еДО) на
m(0), а Аѵ и Вѵ определять по формулам (lla).

Остается рассмотреть интегралы в (15)-(17) для случая, когда волна 
p — электрического, a q — магнитного типа. При mp^mq эти интегралы 
равны нулю вследствие ортогональности азимутальных зависимостей 
волн на интервале (0, 2л). Поэтому вычислим их для mp=mq. При фик
сированных 7Пр=7Пд, v(vp), v'(vg) следует различать четыре возможных 
случая (см. (4)). Два из них дают нуль из-за ортогональности sin тпф 
и cos/nq), а для остальных найдем, используя (2), (4), (2a),

(23) J [Ep, H9]ds=±nmpZV^(±cos ^)Pv'm<2(±cos 61) X

s (й)

^,. fl/(r)flZ(r)
Xlim—F;—r^--r^o e,(r)p,,(r)

Эта формула справедлива для трех случаев (15)-(17) комбинирования 
волн различных спектров. Так, если р-волна непрерывного спектра, то 
следует заменить Ер на Еор, а если дискретного, то v на ѵр. Аналогично 
для g-волны — Hq на HO,Q или v' на ѵ9. Предел в правой части (23) равен 

♦ В коэффициенте при дельта-функции положено o'=o, так как носителем
6-функции служит одна эта точка.
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нулю, когда p и q — волны дискретного спектра или одна из них дискрет
ного, авторая непрерывного. Это следует из формул T2v'(r)=O(r-72), 
flvp'(r)=0(z^6^) при r^0, поскольку Revp>72. Когда p и g—волны не

прерывного спектра, нужно опять положить (см. (8), (9))

lim Ry,' (r) = (1+ѵ) Лѵ lim гіа~1,г — yBv lim r~ia~',2=0 (o>0)
r^-0 r^-0 r^-0

и аналогично для Rv/(r). Это символическое равенство имеет тот же 
смысл, что и (21a). Наконец, если в (15)-(17) р — волна магнитного 
типа, a q — электрического, то справедливость этих равенств очевидна. На 
этом доказательство соотношений (15)-(17) закончено.

5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА
МЕТОДОМ ВАРИАЦИИ ПОСТОЯННЫХ [1—3]

Будем искать решение (1) в виде

(24)

E= У, C,(fl)E*+ У, jb(^o)E/da+F,

p = -oo p=-oo 0

H = У G(0)H*+ У jyP(G;0)HopdG+f.

p = —oo P = —00 0

Здесь Cp(ft) и 7₽(Ф; о) — коэффициенты разложения по волнам дискрет
ного и непрерывного спектров, a F и f — дополнительные члены [1, 2]. 
Учитывая, что парциальные волны удовлетворяют при 0<$<л однород
ным уравнениям Максвелла, найдем, подставляя (24) в (1),

[ VCp, Нр] + У, J [ V7p, Hop]do+rot f = — F+J,

(25)

£
p p

У tVCp,EH+yj tVyp,E/ldo+rotF=i^pf-P.

p p

Число неизвестных здесь больше, чем может быть определено. Поэтому 
положим

(26) Гг=РФ=/г=/Ф=0.

При этом система (25) расщепляется на две:

(27) 

и

(28)

У, [ ѴСр, Н”]+ £ f [ VІР, H/l^+rot f=J±,

P p

^2 [VCp, E’l+yjtVb, E/Ho+rotF=-V.

p p
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Здесь, например, Jj. — поперечная, относительно орта і®, часть вектора J. 
Умножим первое равенство (28) на гЕо,-9, второе — на гНо.-9 и проинте
грируем по s(O) (0<О<л). Тогда, учитывая (15)-(17), найдем

(29)

^-^»(-ЗЛ) + ^~^о(-з,-д)= j Eo-’(rotf-Jj.)rds,

s(fl)

^^Da(q,-q) + ^^Da(-q,-q)==- j Ho-’(rotF+J^)rds.

s(O)

В этих равенствах опущен штрих у о. Разрешая (29) относительно d^q/d'&,
получим

J {Ео_3 (rot f-J_J + Ho_3(rot F+Jj*))rds

(30)
^7e _  »(♦)

40 Da(-q,q)-Da(q,-q)

Используя легко доказываемые соотношения типа

E^rotf rds= J JjHjrds;

sCO) s(O)

fProtFrds==— J JtE^rds

s(O) s(O)

и формулы (18), придадим выражению (30) вид

J (JE,-*-PH,-*)rds
d^q _ «(О)

~d& I ’ ’

J J {[E09,H0'“9] — [E0’“9,H09]}dscfo'
0 s(O)

Из равенства (19), выражения для вронскиана присоединенных функций 
Лежандра и принципа (14) следует, что знаменатель не зависит от '0* 
(см. ниже). Поэтому, интегрируя предыдущее равенство, найдем

±j (JEo-’-PHo-«)dp

(31) у,(О; о) =----------------- ---------------------------------------------- , g=±l, ±2,....

J J {[E0’,H0--’]-[E0--’,H03]}dsdo'
0 s(O)

Умножая первое равенство (28) на гЕ”9, второе — на rH"9 и интегрируя 
по s (Ф), получим, аналогично предыдущему,

± J (JE-’-PH-’)dp
V*_____________________

* {[E9,H"9] — [E"9,H9]}ds
з(О)

G(0) = , g=±l, ±2,....(32)
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В формулах (31), (32) знаки «+» берутся, когда g>0, а знаки «—», когда 
#<0; р+ — объем, ограниченный поверхностями s(a) и s(^), У — объем, 
ограниченный s(ft) и $(Р); предполагается, что токи находятся в области 
а<Ф<р, на конечном расстоянии от r=0. Приведем еще выражения для 
расчета знаменателей в (31) и (32). Если волна q — электрического типа, 
то они равны соответственно*

* При выводе (32a) предполагалось, что ei и Ці непрерывны внутри шара.

z q 4дЛй> / 1 \(31а) -^Ы^101''*

(32a) ^-2aico^i^P,"(O)P,"'(O)(WX

lgl 2v+l

^ ^ /__^___ Уѵ_____ &0 Sv \ I

d>V \ 6i (fl) y^ ) 8o £v ' ■ VeVg

При 77i=0 эти выражения нужно умножить на 2. Если волна q — магнит
ная, в (31a) и (32a) следует всюду заменить e на p,.

Волны непрерывного спектра имеют при r=0 особенность типа (см. 
(2), (2a), (4), (8)) E, Н=О(г”3/2±іст), где о>0. Однако легко видеть, что 
решение (24) удовлетворяет условию Мейкснера при r=0, так как на 
основании теоремы Римана — Лебега интегралы в (24) ведут себя как 
о(г~%) приг^О.

Итак, формулы (24) совместно с (31), (32) и (26), (27) дают реше
ние задачи о возбуждении неоднородного (по координате r) шара произ
вольной системой токов.

Несложный расчет для случая однородного шара, возбуждаемого ра
диальным электрическим диполем, приводит к выражениям, совпадающим 
с известным решением [9], стр. 9, формула (6).
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УДК 537.874.6

К ЗАДАЧЕ 0 ДИФРАКЦИИ ВОЛН НА ПОВЕРХНОСТЯХ 
С НЕОДНОРОДНЫМ АДМИТАНСОМ

/I. H. Фельд

В настоящем сообщении метод, развитый в [1, 2] для решения задач дифракции 
волн на поверхностях с неоднородным адмитансом, несколько упрощается. Это упро
щение связано с тем, что вместо вторичного — дифрагированного поля ищется полное 
поле. При этом, как будет показано ниже, в большинстве практических задач удается 
избежать вычисления двух поверхностных интегралов.

Итак, рассмотрим поверхность $0. Она может, в обшем случае, состоять из не
скольких замкнутых или разомкнутых поверхностей. Пусть на s0 падает первичная 
волна, возбуждаемая заданными электрическими токами с плотностью j0 и зависимо
стью от времени вида exp (i&t). Полное поле задачи обозначим через E, H. Пусть 
на части s поверхности $0 адмитанс У=«>, а на части 5, дополняющей s до s0, пред
ставляет собой кусочнонепрерывную функцию. Тогда искомое поле E, H удовлетво
ряет следующим краевым условиям:

(1) [п+(Е+-Е-)]=0 на s0; [п+(Н+-Н“)] = УЕ^ на 2’, E/=0 на s.

Индексами «+» и «-» обозначаются предельные значения величин при стремлении 
к $о со стороны, куда направлена нормаль n+, и с противоположной соответственно. 
У непрерывных, при переходе через $0, величин эти индексы не ставятся. Индексом 
t отмечены касательные к $0 составляющие. Предполагается, что Re У>0 и, следова
тельно, задача имеет единственное решение.

Зададим на s0 семейство вспомогательных электрических токов {Km} (m=l, 2,.. .)^ 
касательных к $0. Применив лемму Лоренца к полному полю E, H и вспомогатель
ному полю Em, Нт, возбуждаемому током Кт, найдем

(2)

Здесь vQ - объем, в котором распределен ток j0, a ds=n+ds. Учитывая известные 
соотношения для поверхностных токов

(3) К=[п+(Н+-Н-)] на s; Km=[n+(Hm+-Hm-)] на s0

РиЭ.– 1981.– Т.26, №1.– С.170-172.

657
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и условия (1), перепишем (2) так:

(4)

Подчеркнем, что К - электрический ток, индуцированный первичным полем на по
верхности s с бесконечным адмитансом. Вводя обозначения

{
К на s,

Ef на 2,
(vo)

придадим равенству (4) окончательный вид

(6) J* IFm &s— ат, m—1, 2,... .

(«о)

Черта сверху - знак комплексного сопряжения. В большинстве задач первичные токи 
задаются обычно в виде одного (или нескольких) элементарного диполя. При этом 
будем иметь (p - момент диполя)

(7) am=iwpEm,

где Em берется в точке нахождения диполя.
В работе [2] получены уравнения, аналогичные (6), однако поскольку там под 

E понимается только вторичное поле, то выражение для ат содержит два интеграла 
по поверхностям 5 и $ ПРИ любых первичных источниках (см. [2], формулы (11) 
и (12)).

На решении уравнений (6), т. e. нахождении I (величины Fm и ат известны) мы 
не останавливаемся, так как оно подробно описано в [1, 2]. Там же приводятся тре
бования, которым должно удовлетворять семейство вспомогательных токов {Кт}. 
Отметим только, что когда размер $0 велик по сравненйю с длиной волны, то сходи
мость процессов, используемых при решении (6), можно ускорить, подставляя вмес
то I выражение І=І°+А, где 1° — нулевое приближение, найденное, например, мето
дом Кирхгофа, геометрической оптики и т. п. Тогда для искомого А будем иметь 
^чстему уравнений

(8) j* AFm ds—ат

Uo)
-I I°FmdS, m=i,2,...,

которая решается теми же методами.
Выясним еще существо ошибки, которую мы допускаем, сводя задачу о дифрак

ции волны па криволинейном неоднородном слое толщины d с параметрами e, ц0 
(eo, Цо - параметры окружающего слой пространства) к задаче о дифракции на сред
ней поверхности $0 этого слоя с первыми двумя краевыми условиями (1). Поскольку 
при этом s=0 и so=2, основное равенство (4) примет вид

(9)

Найдем теперь точное уравнение типа (9) для рассматриваемой задачи. Для этого 
используем второй принцип эквивалентности [3] и заменим пространство с рассмат
риваемым слоем однородной средой с параметрами е0, Цо, в которой на месте слоя 
распределены эквивалентные токи с плотностью iw(e-eo)E. E, H. как и выше,-пол- 
ное поле задачи. Применяя лемму Лоренца к полям E, H и Em, Hm с учетом только 
что сказанного, найдем

(10) J EKm ds = J ico(e—8o)EEm dv + J Emj° dv.

(«о) (v<) (®o)

Здесь Ѵг - область, занимаемая слоем. Строгое равенство (10) переходит в прибли
женное (9), если положить

J jo(e—e0)EEmdp~ J УЕЕшЛ ds.
(Vf) (So)

(11)
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Поскольку для рассматриваемого диэлектрического слоя адмитанс F=io(e-eo)d 
(см. [2]), то соотношение (11), а значит и вышеуказанное сведение справедливы, 
если:

1) внутри слоя Vi можно пренебречь средним (по толщине слоя) значением про
изведения нормальных компонент электрических векторов по сравнению с танген
циальными,

2) произведение ЕЕ™, t на $0 достаточно хорошо совпадает со средним (по тол
щине слоя) его значением.
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УДК 621.396.67.01

К РАСЧЕТУ ПОЛЯ АПЕРТУРНЫХ АНТЕНН

Я. H. Фельд

В настоящем сообщении обращается внимание на следующий, оставшийся до 
сего времени незамеченным, факт.

Поле £, H любой антенны с плоским излучающим раскрывом s, рассчитанное ме
тодом эквивалентных токов [1] по заданным на s касательным составляющим элект
рического и магнитного векторов *,  тождественно совпадает с полем, рассчитанным 
с использованием модели Макдональда [2, 3] в предположении, что касательные сос
тавляющие векторов поля на s сохраняются теми же, а раскрыв s дополняется до 
бесконечной плоскости абсолютно черным фланцем £• При этом имеется в виду 
тождественность найденных полей в полупространстве (вне антенны), ограниченном 
этой бесконечной плоскостью $+£.

* Касательные составляющие этих векторов на остальной внешней поверхности
антенны предполагаются при этом равными нулю.

** Как известно, такие условия не могут быть точно сформулированы в пределах 
классической электродинамики.

*♦* Отличие от нее заключается в том, что вместо первичных источников нами 
задаются e и h на л.

Докажем это. Начнем с метода эквивалентных токов. Поле антенны в окружаю
щем ее пространстве находится при этом как поле электрических К и магнитных 
К? поверхностных токов, распределенных на раскрыве 5 с плотностью

(1) K=[nh] и Кц=-[пе] на s.

Здесь e, h - заданные на раскрыве касательные составляющие поля антенны, т. e. 
e=Ef, h=Ht на s, a n - внешняя нсрмаль к раскрыву.

При расчете поля предполагается, что эквивалентные токи (1) находятся в пус
том пространстве.

Перейдем ко второму методу расчета. При этом, как было уже сказано, поле 
определяется в полупространстве, ограниченном плоскостью s+S, по заданным на 
раскрыве s величинам e и h и при краевых условиях, соответствующих «черному» 
телу **,  на фланпе S (рисунок).

В соответствии с концепцией***  Макдональда [2] искомое поле равно полусум
ме полей, найденных при следующих краевых условиях на $+£.

1. Поле E(1), H* 1) удовлетворяет условиям (первая краевая задача [1])

(2^ Е^1}=е на s и E/)=0 на S.

2. Поле Е<2>, Н<2> удовлетворяет условиям (вторая краевая задача [1])
(3) Hf(2>= h на s и н/ }= 0 на S.

РиЭ.– 1981.– Т.26, №1.– С.178-179.
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Краткие сообщения 179

Искомое поле равно

1 1
(4) E = — (Е(і>+Е(2>); H = — (H^4H(2)).

2 2

На основании теоремы 1 ([1], стр. 167) и принципа зеркальных изображений для 
магнитных токов, находящихся у плоскости, обладающей идеальной электрической 
проводимостью, поле E*1), H<*) совпадает с полем поверхностного магнитного тока, 
распределенного на s с плотностью

(5) Ki*=-2(neJ на s.

Аналогично этому вследствие теоремы 2 ([1], стр. 169) и принципа зеркальных 
изображений для электрических токов, находящихся у плоскости с идеальной маг

нитной проводимостью, поле Е<2>, Н<2> совпадает с полем поверхностного электриче
ского тока, распределенного на s с плотностью
(6) Ka=2(nh) на 5.

При расчёте полей Е<2\ Н(1) и Е<2\ Н(2> токи Ki** и К2 следует считать находящи
мися в пустом пространстве.

Очевидно, поле, создаваемое токами (1), и полусумма полей, создаваемых тока
ми (5) и (6), в пустом пространстве, тождественно равны друг другу. На этом дока
зательство высказанного в начале работы положения закончено.

Выявленная здесь эквивалентность двух различных подходов к расчету поля 
излучения (диаграмм направленности) апертурных антенн довольно естественна. 
Действительно, используемое при расчете методом эквивалентных токов (апертурный 
метод) предположение об отсутствии на наружной поверхности антенны затекаю
щих туда токов (H/=0) возможно лишь при полной экранировке этой поверхности 
от раскрыва антенны. При втором методе расчета (4) такая экранировка и обеспе
чивается наличием «черного» фланца 2*

Отметим еще, что краевые условия на поверхности «черного» фланца и условия 
Ef«=Hf=0 на наружной поверхности антенны в равной мере противоречивы, хотя 
ими и широко пользуются.
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УДК 538 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я.Н. ФЕЛЬД

СМЕШАННАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

(Представлено академиком A.H. Тихоновым 22IX1980)

Эта задача сводится к нахождению электромагнитного поля E, H частоты со в 
некоторой области И, ограниченной замкнутой поверхностью 5, по заданным на ней 

значениям тангенциальных составляющих:

(1) Ef = e на Sj, Н, = h на S2i

где Si +52 =S, a e, h - заданные векторч^ункции. Индексами ”плюс” и ’’ми
нус” здесь и ниже обозначаются предельные значения величины при стремлении 

к S со стороны области V и с противоположной соответственно; у непрерыв
ных при переходе через 5 величин индексы ”плюс” и ’’минус” опускаются. Ни
же для искомого поля мы будем полагать Ej = Ег и H/ = Нг на S, поскольку 
Ef и Hf” нигде не фигурируют.

Поверхность S может ограничивать область V изнутри илиснаружи; в со
ответствии с этим различают внешнюю и внутреннюю задачи.

В н e ш н я я з а д а ч а имеет единственное решение, удовлетворяющее 
принципу излучения, для нахождения которого воспользуемся методом,аналогич- 
ным предложенному в (1,2). Для этого зададим на S семейство вспомогатель

ных поверхностных электрических токов jK„}, n = 1, 2, ...» касательных к S. 
Обозначим через Е{К„,5}, Н|КЛ, 5} поле, возбуждаемое током К„, распределен
ным на 5, при расчете которого все пространство (включая область внутри S) 

считается заполненным однородной средой с теми же параметрами, что и внутри V.
Применив лемму Лоренца к искомому полю E, H и вспомогательному 

Е{К„, 5}, H{K„, 5} в области К, найдем

(2) J{[EH+{K„, 51] - [Е{КЛ,5|Н]} dS = 0;

(S)
здесь dS = n+J5, где n+ - нормаль к 5, направленная внутрь К.

Учитывая (1), перепишем равенство (2) так:

(3) /[EH+jK„,5}]dS— /[E{K„,S}H]dS= f [E|Kn,5}h]dS-

(s2) (SJ (S2)
- f [eH+{K„, 5]]dS.

G$x)
Введя обозначения*

Hf на Sj, _ ( [E {K„, 5}n+] на S1?
F” ~ l

Ef на S2, l [H+|K„, 5}n+] на S2i

придадим равенству (3) вид

(5) f J Fn dS = an, n = 1, 2,...,

(S)
где

(5a) an = f [H+{Kn,5|e]dS+ f [E{K„,S}h]dS;

(Si ) (s2)

♦ Черта над буквой - знак комплексного сопряжения.

(4) J =
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здесь F„ — известный вектор, а ап — известное число, поскольку (см. формулы
(4) и (5a)) e, h заданы, а Е{КЛ, 5}, Н{К„,5}определяются по заданному 

вспомогательному току с помощью известных квадратур.
Равенства (5) могут быть использованы для нахождения векторч^ункции 

J на S. Действительно, числа {ап } являются коэффициентами типа Фурье иско
мой величины J по биортогональной к |F„ } системе. Если lF„}nonHa в некото

ром гильбертовом пространстве, к которому принадлежит J , то после ее орто
гонализации можно построить J в виде ряда Фурье (1, 2). Найдя J с учетом 

(1) мы получаем Ef и Hf на всей замкнутой поверхности S и, следовательно, 
можем определить E, H во всей области V при помощи формул типа Гюйген
са - Кирхгофа (3).

Для того чтобы придать приведенным эвристическим рассуждениям стро
гий характер, необходимо:

1) указать, каким пространствам должны принадлежать вектор-функции 
e и h;

2) указаіь, как следует задавать вспомогательные токи |К„};
3) выбрать пространство, которому должно принадлежать J ;
4) доказать, что семейство { F„ } полно в выбранном пространстве;
5) доказать, что найденное решение единственно.
Перейдем к выполнению этой программы. Будем полагать, 4ToeGZ^(5j), 

a hGZ2 (52), и искать J в пространстве*А 2(5) Вспомогательные токи {К„} бу
дем считать линейно-независимыми, принадлежащими пространствуЯ1^), и их 

линейные комбинации всюду плотными в нем. Здесь и ниже Ha(S)9 — °°<а < 
< °°, — пространство функций Соболева — Слободецкого (4,5). Перейдем к 

доказательству полноты семейства {F„J в L2(S). Для этого понадобится 

следующая

* Элементы L2(S) - касательные к S векторы.

Теорема (2, 6). Пусть поверхностный электрический ток распределенс 
плотностью К G Ha(S) на замкнутой поверхности S.

Тогда, касательная к S составляющая электрической напряженности поля, 
создаваемого этим током E/G Яа_1(5), а магнитной — H*̂bT*(S).

Из этой теоремы, в частности, следует, что поскольку K„G№(5),ToF„ G 
еЯ°(5) = £2(5) (см. (4)).

Семейство {F„ | полно, если для любого векторного поля A G ZA(5) из 

равенств

(6) / AF„ dS = 0, n= 1,2...,
(5) 

следует, что A = 0 на 5. Переходя к доказательству, заменим в (6) F„ его зна
чением из (4), после чего оно примет вид

f A[E{K„,5|n+]J5+ f A[H+[K„,S|n+]J5 = 0, 

(^i) (S2)

или

(7) f E{K„, S\BdS - f H+{K„, 5}BM dS = 0,
(Si) (S2)

где

(7a) [n+A] =
В на Sj, 

—Вм на S2-
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Используя лемму Лоренца, легко получить следующие соотношения:

f E{K„,S|Bd5= /EjB,5il^d5j
(8) ("l) (S)

f H+{K„, 5jBMdS=- / E’|BM, S21K„ dS;
(S2) (S)

здесь E ІВМ, 52| — электрический вектор, возбуждаемый поверхностным магнит
ным током Вд, распределенным на 52. Учитывая эти соотношения, равенство
(7) перепишем так:

(9) f (Е{В, Si } + Е~{ВМ, S2|)K„dS = 0.
(5)

Подчеркнем, что при расчете полей, фигурирующих в (7) — (9), все 
пространство считается заполненным средой с теми же параметрами, что и 
внутри V. Поскольку A e L2 (5) (см. (7а))? то на основании теоремы ♦ Et jB,Sj G 
Е/Г1 (5) и, учитывая принцип перестановочной инвариантности (3), Е7{ВД, S2I G 
Е^°(5).Таккак H°(S)CH'l(S), имеем

EJB, 5! |+Ef |BM, S2 1 G H~l(S).

Линейные комбинации {К„| плотны в Hl(S). Поэтому из (9) следует,чтообоб- 
щенная функция, стоящая в круглых скобках в (9), равна нулю на всех функ
циях, принадлежащих H1(S), на которых она определена, т.е.

(10) EjB,Sj+Ef{Bg,S2|=0 (на5).

Здесь слева фигурирует касательная составляющая (точнее, ее предельное значе
ние с внутренней стороны) электрического вектора поля, возбуждаемого элект
рическим током В, распределенным на 5Х, и магнитным током Вм, распределен
ным на 52. Поэтому на основании теоремы единственностц* ** (6) векторВ = 0 

на 5j и Вм= 0 на 52, а значит, и вектор A = 0 на S. Таким образом,полнота 
семейства { F„ | в L2 (5) доказана.

* Если В, - продолжение В на S нулем вне $1Э a B^ - продолжение Вмна S нулем вне
S2, то E {В, Sj } = E [Bj, 5j; E {Вм, S2} = E |B^, S} и теорему можно применять, так
как В1? В^еЯ°(5).

** Случай, когда в среде отсутствуют потери и частота .cu совпадает с резонансной частотой 
внутренней области, ограниченной S, пока исключается.

Покажем еще, что последовательность { F„ } линейно независима, т.е. из 
условия

(11) c^Fj + c2F2 + . .. + cN¥N = 0 на S,

где сп — постоянные, следует cn = 0, l<fl<7V. Учитывая обозначения (4)или- 
нейность операторов Е{ •} и Н{-|, перепишем (11) так:

Отсюда, вследствие теоремы единственности, получим

( N - ) 1 ( N _ )
E S e„K„;S n+ = 0 на 5i, H+ S e„K„;5 n+

L l„=i I J ’ n=1 ' J

N _
(12) 2с„Кл = 0на5.

n=l
Поскольку семейство { Кл} линейно независимо по определению, то из (12) сле

дует, что cn = 0, 1<л<7Ѵ, и линейная независимость (F„J доказана.
Единственность решения смешанной краевой задачи следует из полноты 

последовательности jF„}. Действительно, если существует еще одно решение I G 
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G L2 (S), то оно также удовлетворяет системе (5). Поэтому для разности их 
справедливы равенства

f (J - I)FnJS = 0, и=1, 2, ...,
(S)

откуда вытекает, что J = I.
Таким образом, доказано, 4TQ если решение JG£2(5), то, применив, на

пример, метод ортогонализации {F„|, получим для J ряд типа Фурье,сходящий- 
ся по норме L2(S). Ряды для искомого поля E, H в области К, найденныепри 
помощи J, будут при этом сходиться равномерно (2).

В исключенном ранее случае (см. сноску** на стр. 6), когда потери в 
среде отсутствуют и сосовпадает с собственной частотой внутреннего резонатора, 
ограниченного 5,при краевом условии Е," = 0 на 5, использованнаявыше тео
рема единственности нарушается и семейство {F„ j оказывается не полным. Од
нако и в этом случае решение может быть найдено аналогичным способом, если 
заменить вспомогательное семейство электрических токов {Кл} на магнитные 
{К^І- Формулы (2) — (5a) при этом сохраняются, но индекс °плюс” перено
сится с Н+ {К{{, 5} на EJK^ » $}. При доказательстве полноты j F„ | мы прихо
дим теперь вместо (10) к равенству

(10a) HffB, 5Х} + Н,{ВД, S2J = 0 (на 5).

На основании теоремы единственности отсюда следует, что В = 0 на St иВм= 0 

на S2a т.е. A = 0 на 5, за исключением случая, когда отсутствуют потери и со 
совпадает с собственной частотой внутреннего резонатора при краевом условии 
Hf = 0 на S.

Таким образом, семейство { F„ } опять полно, а исключительные случаи 
при введении {К„ | и {K# j не совпадают, так как собственные частоты резона

тора при краевых условиях E/ = 0 и Hr~ = 0 различны.
Возможен еще один вариант введения вспомогательных токов, когда, в 

отличие от предыдущего, Кл на 5j считается электрическим поверхностным то
ком, а на S2 — магнитным. Подробнее на нем останавливаться не будем. На 
практике могут иметь место случаи, когда e e L2(Si), h ё L2(S2) и J ё L2(S). 
При этом они всегда принадлежат пространству L^ (см. (2, 7)), и решениесме- 
шанной задачи (1) может быть получено и обосновано аналогичным приемом в 
результате замены пространств L2 на L^, Я'(5) на H2(S) nH~l(S) на H~2(S) 
подобно тому, как это сделано в (7) при решении задачи дифракции.

В н у т p e н н я я с м e ш а н н а я к p a e в а я з а д а ч а, когда поверхность 
ограничивает область V снаружи, решается тождественным образом. Отличие име
ет место только для случая, когда нарушается единственность и к искомому 
полю может быть добавлено любое 7Ѵ-крагно вырожденное собственное колеба
ние Е”, Н” при краевых условиях

(13) F?+ = 0 на 515 Я"+ = 0 на 52,

или их линейная комбинация. Внутреннюю задачу можно было бы трактовать 
также как задачу о возбуждении резонатора заданными магнитными Кд = [еп+] 
и электрическими К = [n+h] поверхностными токами, распределенными на иде

ально проводящих: электрически — поверхности 5Х и магнитно — S2 соответст
венно (3). Тогда при резонансе и отсутствии потерь в среде амплитуда поля в 
общем случае должна обращаться в бесконечность. Однако в рассматриваемом слу
чае этого не происходит, так как указанные выше токи не совершают работу* ибо они 
ортогональны к собственным колебаниям. Действительно, применяя сопряженную 
леммутипаЛоренца (8) к искомомуполюЕ,НисобственномуколебаниюЕ”,Нлв 
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области К, найдем

f {[Ел+ Н] + [ЁНЛ+]| dS = 0,
(S)

или, учитывая (1), (13) и введенные только что токи,

f Hn+KgdS + f En+K dS = 0, n = 1, 2, ...,7V.

(Si) (S2)
Отсюда видно, что мощность токов равна нулю. И, наконец, следует отметить, что при 

S2 = 0 и 5 = 5j смешанная задача превращается в первую краевую задачу, а при 
5i = 0и5 = 52 —вовторую (3).
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1981 № 6

УДК 621.396.67.01

СМЕШАННАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ АНТЕНН

Фелъд Я. H.

Рассматривается задача синтеза электрических токов на части за
данной замкнутой поверхности и магнитных токов на остальной части 
этой поверхности, реализующих заданную диаграмму направленности.

Находятся коэффициенты типа Фурье для указанных токов по неко
торой системе функций, а затем строится ряд Фурье, сходящийся по нор
ме L2. Указан также метод сведения задачи определения токов к системе 
линейных уравнений с постоянными коэффициентами, позволяющими 
получить наилучшую в L2 аппроксимацию токов.

Под обратной задачей теории антенн обычно понимают задачу синте
за антенны, точнее тока или поля в ее раскрыве, по заданной диаграмме 
направленности. При этом в большинстве случаев антенна полагается 
линейной, либо с плоским раскрывом \

Здесь мы сформулируем обратную смешанную задачу следующим 
образом.

Пусть заданы конечная, замкнутая геометрическая поверхность 5 и 
диаграмма направленности F(ft, ф) (r, Ф, ф — сферическая система коор
динат с центром внутри s). Разобьем 5 на две части $! и s2 (s=$i+s2), 
которые могут быть и многосвязными. Задача будет заключаться в на
хождении (синтезировании) поверхностных электрических токов плот
ности К на $і и магнитных — плотности Ки на s2, реализующих диаграмму 
F(ft, <р). Предполагается, что зависимость от времени взята в виде 
exp (iwt). Подчеркнем еще раз, что диаграмма F и поверхности s, $ъ s2 
считаются заданными. Ниже будет доказано, что решение этой задачи 
единственно и указано, как его найти. Зададим на сфере S радиуса r=R, 
содержащей внутри s, семейство поверхностных электрических токов 
{K„} (n=l, 2,...). Пусть Еп, Нп — поле, возбуждаемое током Kn, a E, H — 
поле, возбуждаемое искомыми токами К и Кц, с диаграммой F. Применив 
к этим полям лемму Лоренца во всем пространстве, найдем

(1) ( KE’1 ds - j КЧР ds - J K„E ds=O.

1 Исключением является работа [1], где дана строгая постановка задачи син
теза для криволинейной апертуры.

(s,) О-2) (S)

Введем обозначения

(2) !_(«»»’.• ф„_|Е,'"»“ь
Ѵ 1Кцна52, 1—Н"на$2,

где черта над буквой — знак комплексного сопряжения, а индексом t 
(снизу) отмечены тангенциальные к s составляющие векторов. Запишем
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теперь равенство (1) с учетом (2) так

(3) jiends = jK,Eds.

(3) (S)

Поле E при достаточно большом r имеет вид

(4) E =  ------ . F (#, Ф) + 0 (r-2).
r

Здесь к — волновое число.
Аналогично этому можно записать и вспомогательные токи на S

еікп
(Ь) к» = ^-і»(^ф)» n=l,2,....

гС
Подставляя эти выражения в (3) и переходя к пределу, когда радиус R 
сферы 5 стремится к бесконечности, найдем

(G) Jl®7<fc = /F(0,q>)jn(<>,T)dQ (n=l,2,...),

(3) (Q)

где dQ=sin ФгіфгіФ, и интегрирование идет по единичной сфере Q; в интег
рале, стоящем слева,

(6a) Фп° = lim Фп.

Семейство вектор-функций {jn} будем считать линейно независимым, при
надлежащим пространству Z2(Q) и полным в нем. Очевидно, реализуемая 
диаграмма F должна также принадлежать L2(Q), поскольку ваттная мощ
ность, излучаемая токами К и Кц, должна быть конечна. Из сказанного 
следует, что интеграл в правой части (6) имеет смысл (конечен). В нашем 
случае пространство L2(Q), так же как и используемое ниже пространство 
i2(s), состоит из вектор-функций, заданных на соответствующих поверх
ностях и касательных к ним, обладающих конечной нормой.

Будем искать I в пространстве L2(s). Формулы (6), в которых правые 
части известны, определяют коэффициенты Фурье искомой величины I 
по биортогональной к {Фп0} системе функции. Чтобы использовать (6) для 
нахождения I, необходимо убедиться, что семейство {Ф„0} полно в L2(s). 
Для этого докажем, что если

(7) jAO)/as=0, n=l,2,...

(s)

для любого A^L2(s), то отсюда следует A=0 на s. 
Учитывая (6a) и (2), напишем

(8)
Efn
-нг

на $! _ ( еп на st, 
на s2 1 —hn на s2.

Подставляя (8) в (7),придадим последнемувид 

Аеп ds — J Ahn ds=O.

(st) (S2)

2*
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Лемма Лоренца позволяет получить следующие соотношения:

(10)

' J AE"ds=J KnE(AjsJds,

Ui) (S)

<
j АН" ds = - j K„E^{A; s2}ds.

^ (s2) (5)

Здес£ E{A; sJ и ЕЦ{А; $2} — электрические векторы, возбуждаемые элек
трическим током А, распределенным на $і, и магнитным током А, рас
пределенным на s2 соответственно. Они при г^<» имеют вид

(H)

e~ihT
E{A;S1} =---------T'(W + O(r-2),

2 См. Приложение.

r 
g—ikr

ЕИ{А; s2} =------- .F“(0, <p) + 0 (r-2),
r

Tpfi F‘ и ^ — соответствующие диаграммы. Учитывая эти выражения и 
формулы (5) и (8), найдем, переходя в (10) к пределу при 7?^°°,

(12)

J Ae" ds = J Fe (Ф, ф) jn (ft, ф) dQ,

(S,> (Q)

<
J Ah" ds = — j F**(0', ф) jn (ft, ф) dQ.

(s2) (О)

Подставляя (12) в (9),получим

(13) f{F'(fl,T) + F^,T)}jn(^)dQ=O, n=l,2,....

(Q)

Поскольку

F'(fl, q))+F**(^, ф)е=£2(&),

а семейство {]„} полно в L2(Q) по определению, то из (13) следует, что

(14) F*(ft, cp)+F**(^, ф)=0 на Q.

Здесь слева стоит суммарная диаграмма, создаваемая электрическим и 
магнитным токами, распределенными на поверхностях $! и s2 соответ
ственно. Поэтому из (14), на основании теоремы единственности2, заклю
чаем, что эти токи равны нулю, т. e. (см. (11)) A=0 на s.

Таким образом полнота {Фп0} в L2(s) доказана. Исключением являет
ся случай, когда в среде отсутствуют потери и частота со совпадает с ре
зонансной частотой внутреннего резонатора, ограниченного поверх
ностью s, при краевых условиях

(15) E,=0 на Si, H,=0 на s2,
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когда теорема единственности нарушается. Можно также убедиться в том, 
что семейство {Фп} линейно независимо при любом R, т. e. из равенства

N

(16) У спФп=0 на s,

n=i

где сп — постоянные, следует, что cn=0 (l^n^Af). Действительно, учиты
вая обозначения (2) и линейную зависимость поля от возбуждающего его 
тока, перепишем (16) так3

3 Здесь использованы обозначения для поля, аналогичные введенным в (10).

N N N

V^ = ^^EJK^SJ=Ejj^^5)=0 на 5ь
n=i n=i n=i

N N

VcnH("=H,|^cnKn;5} = 0 на s2.

n=i n=i

Отсюда на основании теоремы единственности следует

(17) У спКп=0 на S.

n=i

Поскольку (jn) линейно независимы по определению, то (см. (5)) линей
но независимы и {Кп} на S. Поэтому из (17) немедленно заключаем, что 
сп=0 (l^n^2V). Из доказанной линейной независимости {Фп} при лю
бом 7?, вытекает линейная независимость семейства {Фп0} на 5. Учитывая 
последнее, можно ортонормировать {Фп0}, перейдя к системе функций

m
(18) Ат = ^аЛФ»° (m=l,2,...)-

n=l

Выражения для постоянных коэффициентов апт стандартны, и мы их 
не выписываем. Теперь, учитывая (6), найдем

OQ

(19) I = У, cmAm,

где

Cm = У, anm j F (ф, ф) jn (ft, ф) dQ.
n=l (Q)

Поскольку {Фп0} полно в Lf(s), то полно также семейство {А„}, и ряд 
(19) сходится по норме L2(s) к искомой функции I. Вместо ортонорми
ровки {Фп0} можно было бы искать I в виде линейного агрегата из пер
вых N этих функций. Тогда, подставляя его в (6), мы пришли бы к
системе линейных уравнений для его коэффициентов (см. ниже). При
этом получили бы наилучшую (в смысле метрики Lz(s)) аппроксимациюІ.

Таким образом, найдя I, мы определили (см. (2)) искомые токи и ре
шили поставленную обратную задачу.

Установим теперь класс функций, которому должна принадлежать за
даваемая диаграмма F(ft, ф) для того, чтобы искомое I^Z7(s). Выше было
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отмечено, что любая реализуемая диаграмма FeL2(Q); однако обратное 

утверждение, вообще говоря, не имеет место. Действительно, ряд 
m=l

где Сщ — коэффициенты Фурье, определяемые второй формулой (19), дол
жен сходиться вследствие равенства Парсеваля. Поэтому, подставляя вме
сто ст его значение, найдем

ов п» 2
(20) ^|^^FjFjBdQ|<oo.

m=l n=l (Q)

Это условие и определяет допустимый (реализуемый) класс диаграмм F, 
поскольку на основании теоремы Рисса — Фишера любой последователь-

<»
ности постоянных {Ст}, удовлетворяющих неравенству J^ |ст|2<<» (т. e.

m = l
в нашем случае (20)), соответствует функция I&Z7(s) с коэффициентами 
Фурье с™.

Рассмотрим теперь вариант задания вектор-функций {jn} на Q при по
мощи формул

<2і) j„ =

. ^ п , „ч cosmo) , 7nPvm(cosfl') -sinznm
ц—Pvm (cos ft) . + іФ-------—------dv sm тпср sin v cos тпф,
. 77zPvm(cosO) sinzncp , . d л , cosznq) 
lo------- —-----  + 1Ф — Pvm (COS 0) .

sin 0 —cos mcp dv sin тшр,

где Pvm — присоединенная функция Лежандра, a v и m пробегают неотри
цательные целочисленные значения, іо и іф — соответствующие орты. Так 
как число вектор-функций при этом счетно, то их можно перенумеровать 
при помощи одного индекса n. Сделаем это любым способом при един
ственном условии, что верхняя строка соответствует нечетным n, а ниж- 
няя — четным. Написанные выражения линейно независимы и полны в 
L2(Q). Легко видеть, что функциям j2n+1 соответствуют волны электри
ческого типа, а функциям j2n — магнитного. Поле Еп, Нп, возбуждаемое 
током Кп (см. (5)), распределенным на 5, проще всего определить, вводя 
потенциал Дебая [2] при помощи формулы

(22)
cos тпф f Ап^(кг)

sin ТПф lBn^v(&r)
при r>R, 

при r<R.
Vn=Pv"4cosft)

Здесь

£ѵ (x) = Улх/2 Hv+i (x), фѵ (.r) = Улх/2 Д+7а (x),

а Ап и Вп — постоянные, которые находятся из условий непрерывности 
тангенциальной составляющей электрического вектора и равенства 
скачка тангенциальной составляющей магнитного вектора «волны п» то
ку Кп при переходе через сферу r=R. Учитывая известные соотношения 
12], связывающие поле электрических (п — нечетное) и магнитных (п — 
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четное) волн с потенциалом Дебая, найдем

Ап

(23)

eikR (-ptyv(kR), n=l,3..
к inpv(fcff), n=2,4....

_eikR(—p&(kR), n=l,3,...
к t tt,JJtR), n=2,^,....

Здесь р=Ѵр/е — волновое сопротивление. Для нахождения E", H" у по
верхности s, а значит и Ф„ (см. 2-ю формулу (2)), достаточно знать по
тенциал Дебая (22) при r<R, так как s находится в этой области. В основ
ную расчетную формулу (6) входит функция Фп°=1ітФ„. Для ее опре-

R-*oc
деления нужно найти, таким образом, потенциал (см. (22))

(24)
cos mmF„° = lim Ѵ„=5Я° Pvm (cos 6) фѵ (kr) т

R^oo Sin/Пф,

где (см. (23))

*•-““Л-тК при n=l,3,...

при n=2,4,... .
В остальные величины R не входит. Зная Ѵп°, находим по известным фор
мулам [2] поле Еоп, Ноп, соответствующее этому потенциалу, а затем 
и величины

(25) еп=[пІЕо”п]] и hn=[n[Honn]J,

через которые выражается Фп° по формуле (8). В (25) n — единичная нор
маль к поверхности s в точке наблюдения. Определив семейство {Фп0} и 
ортонормируя его, найдем {Лп} (см. (18)) и вектор I (формула (19)K 
т. e. искомые токи. В вычислительном плане может оказаться более удоб
ным, минуя ортонормировку, записать решение в виде

«•
(26) l = J^Cmum,

где {ит}—подходящая, полная в L2(s) (но не обязательно ортогональ
ная) система функций. Тогда, коэффициенты Ст можно определить, под
ставляя (26) в (6), из системы линейных уравнений

4 Первая обратная задача для двумериого случая рассматривалась в несколько 
другой постановке в работе [3].

(27) FjndQ, n=l,2,...,Cn(um, Ф„°)= j

(Я)

.ф„°)=|итФ7^.

(s)

Если, в частности, положить ит=Фт°. то первые N членов ряда (26) дадут 
наилучшую аппроксимацию I.

В частных случаях, когда s=Si, s2=0 или s=s2, St=O, смешанная задача 
сводится к первой или второй обратной задаче теории антенн соответст
венно 4.

Отметим, что почти все полученные в статье результаты сохраняются 
и для разомкнутых поверхностей s.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Введем пространство M(s), элементами которого являются вектор-функции J, 
заданные на замкнутой поверхности s и касательные к ней; при этом J(eJ/(s)) на 
части $і поверхности s трактуется как плотность электрического поверхностного 
тока, а на остальной части s2 - как магнитного тока.

Сформулируем теперь теорему «единственности»:
Каждой заданной диаграмме направленности5 соответствует только одно рас

пределение тока J^A/(s), реализующее ее 6.

5 Предполагается, что она реализуема.
6 Случаи нарушения этой теоремы указаны выше.
7 Предполагается, что потери в среде отсутствуют.

Для дальнейшего понадобится следующая лемма.
Если JeAf(s) и диаграмма направленности этого тока F(ft, ф)=0 на Q, то 

J=0 на s.
Действительно, если диаграмма F=0, то из формулы (4) следует, что поле убы

вает с ростом r быстрее, чем г_1. Отсюда заключаем па основании теоремы Реллиха 
[4], что поле в рассматриваемой области, т.е. вне s, тождественно равно нулю7. 
Поскольку Ее непрерывно при переходе через $і, a Hf непрерывно при переходе 
через $2, т. к. на этих поверхностях распределены электрические и магнитные токи 
соответственно, то поле внутри s удовлетворяет краевым условиям (15). Откуда сле
дует, что это поле внутри s также равно нулю, ибо внутри источников нет, а случай 
резонанса внутренней области мы исключили (см. выше). Поскольку поле всюду 
равно нулю, то скачки Ef и Нг на s отсутствуют и ток J=0 на s. Таким образом лемма 
доказана. Из нее сразу получается теорема «единственности». Действительно, если 
существуют два тока J и Jj из M(s), имеющие одну и ту же диаграмму, то у их раз
ности диаграмма равна нулю и мы приходим к противоречию.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
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СИНТЕЗ АНТЕНН ПО МАКСИМУМУ КОЭФФИЦИЕНТА 
НАПРАВЛЕННОГО ДЕЙСТВИЯ

Фелъд Я. H,

Синтезируется распределение тока или поля в апертуре антенны, 
реализующее максимум КНД в заданном направлении. Для существо
вания этого максимума вводятся различные добавочные условия, обес
печивающие разрешимость поставленной задачи.

ВВЕДЕНИЕ

В данной работе в отличие от синтеза по заданной диаграмме рассмат
ривается синтез по максимуму КНД1 в заданном направлении Ѳ0, фо 
(r, Ѳ, ф — сферическая система координат с центром в области, занимаемой 
антенной) для интересующей нас компоненты электрического вектора E. 
В дальнейшем анализируюгся антенны с объемным или поверхностным 
распределением электрических токов, а также апертурного типа, причем 
основное внимание уделяется последним.

1 Аналогичный подход использован в работе [1].
2 Мы говорим о КНД в направлении Ѳ0, фо, поскольку в классическом случае 

он определяется для точки д0, находящейся в дальней зоне. Однако, поскольку 
величина (4) может представлять интерес и для зоны Френеля, в данной статье 
никаких ограничений на расположение q0 не накладывается.

1. ОПТИМАЛЬНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ТОКОВ

Пусть антенна занимает некоторую трехмерную область Q, в которой 
распределен электрический ток с плотностью J. Требуется найти опти
мальное распределение этого тока, обеспечивающее максимум КНД в на
правлении Ѳ0, фо для компоненты Ер. Будем предполагать в дальнейшем, 
что ток J связан с напряженностью E в области Q соотношением типа 
закона Ома

(1) E=-ZJ,

где Z — некоторая скалярная функция, имеющая размерность удельного 
сопротивления, у которой ReZ>0; знак минус в (1) поставлен потому, что 
эта система токов излучает энергию.

Поле антенны, возбуждаемое током J, обозначим E, H, а поле вспомо
гательного диполя, расположенного в точке q0 (г0, Ѳ0, фо) с единичным 
моментом po, буквами e, h. Применяя ко всему бесконечному пространству 
лемму Лоренца для полей E, H и e, h, найдем после элементарных выкла
док
(2) Ep,(^o) = ^-fjedv,

гю J
(Q)

ЕРо — проекция E на направление вектора р0. В отдельных случаях, когда 
может возникнуть путаница, мы будем пользоваться обозначениями

(3) e=e{q;q0,p0}, h=h{g;go,p»},

смысл которых ясен; q — точка наблюдения. КНД такой системы в на
правлении Ѳ0, фо для составляющей ЕРо будет, очевидно, равен2
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(4)
4лго2 l^.(go)l2

3 Задачу о максимуме (5) можно также трактовать как нахождение максимума 
|ЕРо(<7о)|2 при заданных потерях в антенне, если под ReZ понимать удельное сопро
тивление потерь.

4 Формула (8) для оптимального К сохраняется также, если заменить (8') 
более общей: E^=-ZK+Zi(nK) на s, где ReZ>0, ImZi=0, а п — нормаль к 5.

P 1 r
—Re — EJ*dp

2 J
_____ (<?)

Здесь p=Yp,/e волновое сопротивление свободного пространства, звез
дочка — знак комплексного сопряжения.

Подставляя в (4) значение EPo(qo) из формулы (2) и заменяя в знаме
нателе E по формуле (1), найдем

J J Jedp| p

(Q)
(5) D =------------------------ ,

f UpReZdp
(І)

где Р=8лго2/рсо2 — постоянный несущественный коэффициент. Поскольку,, 
вследствие неравенства Кошй — Буняковского,

Jedy( ^ f |J|2ReZdp f |е|2—-—dvI J J Re Z(Q) «?) (Q)

(под интегралом левой части подразумевается 
ReZ/ReZ), то можно паписать

наличие множителя.

(6)
(Q)

J UPReZdy

(<?)

dv.D^

Знак равенства здесь реализуется при

(7)

где а — произвольное постоянное число. Действительно, подставляя в (6) 
выражение (7), сразу же убеждаемся в справедливости сказанного. Таким 
образом, максимум КНД3 реализуется при распределении тока, опреде
ляемом формулой (7); ее можно записать также более подробно (см. (3)):

(7') J(g) = “ e*{g; qo,Po), q^Q.v&Z(q)
Когда электрический ток в рассматриваемой антенне распределен на не
которой поверхности s (замкнутой или разомкнутой) с поверхностной 
плотностью К, то рассуждения, аналогичные приведенным выше, дают для
оптимального распределения

(8) K(g)
а

ReZU)
et*(g:go,Po), q^s,

поскольку вектор К должен быть касателен к $; е/ — касательная к s со
ставляющая e*. При этом следует также учитывать, что вместо (1) имеем 
теперь4

(8') Et=-ZK на 5,

где (-Z) — поверхностный импеданс.
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Величина а произвольная постоянная, т. e. не зависящая от q, Однако 
юна может зависеть от параметра г0 (расстояние до q0). Поэтому, когда q0 
находится в дальней зоне, удобно положить а=аогое“гАг°, и переходя в фор
мулах (7), (8) к пределу при г0^°°, можно трактовать lima*e{g; g0,p0} 
как поле, возбуждаемое плоской волной, падающей на антенну с направ
ления Ѳ0, фо, электрический вектор которой поляризован параллельно р0. 
Это замечание относится также и к следующим параграфам.

2. ОПТИМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОЛЯ В АПЕРТУРЕ АНТЕННЫ

Рассмотрим теперь антенну, апертура которой S замыкает металличе
скую поверхность s, которую будем считать идеально проводящий (рису
нок). Выпишем прежде всего формулу, заменяющую (2) и позволяющую 
юпределять поле вне антенны по заданным на замкнутой поверхности 
5o=s+S касательным составляющим векторов поля.

Применяя лемму Лоренца к полям 5 E, H и e, h для пространства, нахо
дящегося вне $0, получим, после несложных выкладок [2],

5 Обозначения те же, что и в § 1.

(9) ЕРМ = ~ f {[Eh] — [eH]}ds.
гсо J

(••)

Здесь ds=nds, где n — внешняя нормаль к $0. Следует подчеркнуть, что, 
как это следует из вывода, при расчете поля e, h параметры среды, нахо
дящейся внутри s0, можно брать любыми, не имеющими ничего общего со 
средой, фактически заполняющей область внутри $0. Например, можно счи
тать среду внутри $о идеально проводящей [2]. Тогда формула (9) при
мет вид

(10) EM = - f (EhJds,
lG) J

(So)

так как при этом et=0 на s0.
Первый вариант. Используем формулу (10) для составляющей поля ЕРй 

антенны в точке qQ. Поскольку E/=0 на 5, имеем

(11) ^(tfo) = - [ [EhJds—- f E[hn]ds.
lG) J lto J

(2) (2)

Будем полагать, что касательные составляющие векторов поля антенны 
на апертуре связаны соотношением

(12) УЕ,= [Нп] на S,

аналогичным имеющему место в локально-плоской волне. В дальнейшем 
предполагается, что Y — заданная скалярная функция точки на S, у кото
рой Re У>0. Последнее обеспечивает выполнение соотношения (12) для 
любых антенн, у которых Ef и Н< на S ортогональны и вещественная часть 
нормальной к S компоненты комплексного вектора Пойнтинга не меняет 
знака на апертуре антенны. Ваттная мощность, излучаемая антенной, 
с учетом (12) равна:

(13) ^ = ^Re f [EH*]ds = — f lE,PReKds.

2 J 2 J
(2) (2)
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Теперь можно определить КНД; учитывая (11) и (13), имеем

(14) о_4лг02|ЕРо(д0)|2 8лгр2 (Z)

P Wj; p(B2 pj lE(|2ReTds
tv

Используя неравенство Коши — Буняковского, найдем
r 2 7
U E[hn]ds| ssf llhn]|2^j lE,PReTds.

(2) (2) (S)

Применяя написанное неравенство к формуле (14), найдем

(15) ^c^JlIhn)l2^-^.

рш J Re Y
(S)

Равенство здесь, а значит и максимум КНД реализуются при

(16) E, = ^^th*njHa2,
Re Y

где а — постоянная, определяемая полной излучаемой мощностью. В этом 
легко убедиться, подставляя (16) в правую часть (14). Более подробно
(16) запишется так:6

(17) E,(g) = " ,[h*{g;go.Po}n(g)l, q^.
Re Y (q)

Из формулы (16) видно, что оптимальное распределение Et на S обеспе- 
чивает синфазное сложение полей, создаваемых отдельными элементами S, 
в точке наблюдения д0. Действительно, подставляя (16) в (11), найдем

^Po(go) = - f l[hn]|2^^ds.

іо J Re Y
(X)

Поскольку БеУ>0, то под интегралом стоит положительная величина и 
имеет место синфазное суммирование. Таким образом, при условии (12) 
максимум КНД реализуется, когда происходит синфазное сложение полей 
в точке д0; обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

Как известно [3], можно подобрать такое распределение тока в «то
ковой» антенне или поля в апертуре «апертурной» антенны (последнее во 
всяком случае в приближении Кирхгофа), при котором диаграмма антенны 
была бы как угодно близка к любой заданной узкой безлепестковой диа
грамме. Отсюда следует, что КНД антенны может быть как угодно велик 
и задача оптимизации распределения по его максимуму не имеет смысла, 
что противоречит якобы полученным здесь результатам. Этот парадокс 
объясняется следующим образом. При рассмотрении задачи оптимизации 
(в данной работе) накладывалось условие (1) при ReZ>0 внутри Q и 
условие (12) при Re У>0 на S. Эти условия и обеспечили существование 
решения задачи оптимизации распределения тока или поля по максимуму 
КНД. Поясним это на примере условия (12). Из условия Rey>0 на S 
и формулы (13) следует, что при этом плотность ваттного потока мощности 
0,5 Re [EH*] я не меняет знака на S и всюду направлена наружу в направ
лении n. Благодаря этому исключаются быстропеременные распределения 
поля на апертуре (сверхнаправленность), при которых плотность потока 
мощности меняет направление, с чем связана высокая добротность (реак
тивность) системы. Таким образом, указанные условия эквивалентны

8 Формулы (14), (16), (17) сохраняются также, если заменить (12) более общим 
условием: Н^=У[пЕ] + У1Е« на S, где Re У>0, a Im У4=0.

2 Радиотехника и электроника, № 11 2097
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ограничению добротности, при котором, как известно, рассматриваемая 
задача имеет решение.

Соотношение (12) и формула (16) могут быть обобщены следующим 
образом. Величины Hf и E/ на 2 в общем случае связаны соотношением

(18) [Нп]=ЛЕ, на2,

где А — линейный оператор. Любой линейный оператор можно представить 
в виде А=Аі+іА2, где Ai и Л2 — самосопряженные операторы (в нашем 
случае в пространстве А2(2)). Для существования максимума КНД потре
буем, чтобы оператор At был положительным, т. e. (ЛіХ,х)>0 для любого 
x^L2(2), х¥=0; здесь (y,x) — скалярное произведение в А2(2). Учитывая 
сказанное и формулы (11) и (18), можно написать

^x = yRe J tEH*)ds = ^-(EU.E,)j

(2)

^p.(go) = ^-f E[hn]ds = A( E,43r*thnJds = ^(E,,A@), 

iCO^ lti)J JG)
(2) (z)

где ®=Лі_1[Ь*п], а Лі_1 — оператор, обратный At.
Выражение для КНД с учетом (14) и (19) запишется так:

f9m г. 8лг02|(Е,,Л^)|2 

р<о2 (E,M.E,) '

Поскольку Лі>0 (положительный оператор), то справедливо обобщенное 
неравенство Коши — Буняковского

l(E,M.@)l^(E.M^)(6,yl^)j 

подставляя его в (20), получим 

(20') D^^-^,A^).

рог
Равенство здесь выполняется при

(21) E,=a@=a4r4h*nJ на 2.

Этопроверяетсяподстановкой (21) в (20) (а — постоянная).
Распределение (21), обеспечивающее максимум КНД, в частном 

случае, когда A=Re У, переходит в (16). Условие X>0 является обобще
нием условия Re У>0. Праваячасть (20') определяет максимальный КНД.

Для расчета оптимального распределения поля на апертуре по формуле 
(16) или (21) необходимо решить задачу о дифракции волны, падающей 
на идеально проводящую замкнутую поверхность s0, и найти магнитный
вектор h результирующего поля на 2. Для инженерных расчетов можно
ограничиться решением этой задачи в приближении Кирхгофа, т. e. счи
тать, что Ь/=2Н/пад на 2, где Нпад — магнитный вектор падающей первич
ной волны.

3. ОПТИМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОЛЯ;
ВТОРОЙ И ТРЕТИЙ ВАРИАНТЫ

Второй вариант. В этом параграфе при расчете e, h не предполагается, 
что поверхность $0 идеально проводящая и для нахождения составляющей 
поля в точке q0 используется формула (9). КНД при этом записывается 
в виде (ср. с (14))

I J {[Eh] — [eH]}ds

2 (so) 
0

ReJ [EH*]ds

(2)

(22)
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Если учесть, что на части s поверхности s0 составляющая Et=0, и прене
бречь затеканием токов на наружную поверхность s антенны, то в числи
теле (22) можно заменить $0 на S. Максимум КНД будет, очевидно, иметь 
место одновременно с максимумом функционала

(23) ^=|J{E[hn]+H[en]}ds

(2)

при добавочном условии

(23') ReJ[EH*]ds=C=const, OO.

(г)

Эта задача, как уже говорилось выше, не имеет решения. Поэтому мы вве
дем ограничение, потребовав, чтобы поля, создаваемые отдельными эле
ментами раскрыва S, складывались в точке q0 в фазе. Это требование, так 
же как и условие (12) в § 2, обеспечивает существование максимума КНД. 
Легко видеть, что синфазное сложение реализуется при (см. (23)) 7

7 Напомним, что 3? пропорционально |ЕРо(до) |.
8 Вопрос о возможности точной реализации распределений (27) здесь не рас

сматривается.

(24) Et=^eiT[h*n] и Н<=/ег7[е*п] на 2,

где гр и / — положительные скалярные функции, а ^ — вещественная кон
станта. G учетом (24) выражения (23) и (23') запишутся так:

(25) J?=jfo|[hn]|2+/|[en]|2}ds,

(г)

(25') j^/Re[eh*]„ds=-C.

(1)

Таким образом, задача свелась к нахождению функций гр и /, обеспечиваю
щих максимум (25) при условии (25'), что эквивалентно нахождению 
максимума следующего функционала:
(26) j {грІ [hn] |2+/| [en] l2+Mtf[eh*]Jds.

(2)

Здесь X — множитель Лагранжа, а функции гр и f можно варьировать не
зависимо. Приравняв нулю вариацию (26), найдем, после несложных
выкладок,

1 l[en]|2 1 l[hn]|2
К Re[eh*]n ’ f К Re[eh*]n

где постоянную X можно выразить через С при помощи (25'). Подставляя 
эти выражения в (24), получим оптимальное распределение поля8 на 2

(27)
e* l[hn]|2 

X Re[eh*]n
[пе*].

Напомним, что теперь при расчете поля e, h поверхность $0 и среду внутри 
нее можно считать любой, в частности, имеющей параметры внешней 
среды; тогда поле e, h находится как поле диполя с моментом р0, распо
ложенного в точке qQ однородной среды. Постоянную e^/'k в (27) можно 
взять любой; она зависит от изучаемой антенной мощности.

Третий вариант. По-прежнему будем применять выражение (22) для 
КНД (с заменой $0 на 2). Однако в отличие от синфазного сложения по
лей, использованного во втором варианте, будем требовать для существо
вания его максимума выполнения соотношения (12). Тогда выражение
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(22) запишется следующим образом:

I J E({[hn]-Ye,}ds| 2 

D_ 8лг02 (І>

po)2
(28)

J |E,|2Rerds

(2)

Неравенство Коши — Буняковского дает

I J E,((hn)-reJds p^JlE,PReydsJ |[Ьп]-Уе(|2^у.

(I) (2) (2)

Поэтому 
c<^p[hnI_ye,P*.

pco2 J Re Y
(2)

Очевидно, равенство здесь будет иметь место при

Е(=г^{[Ь*п]-У*е(*} на S,(29)

где а — константа, зависящая от мощности, излучаемой антенной. Это 
проверяется простой подстановкой (29) в (28). Выражение (29) и есть 
оптимальное распределение поля в апертуре антенны, обеспечивающее 
максимум КНД в направлении Ѳ0, фо. Распределение Hf на S найдем, под
ставляя (29) в (12). Оптимальные распределения (27) и (29) не совпа
дают. Следовательно, требование синфазного сложения полей и условие 
(12) приводят к различным результатам.

Все полученные в работе формулы сохраняются также в случае, когда
вне антенны расположены диэлектрические или металлические тела. Необ
ходимо только учитывать их наличие при определении вспомогательного 
поля e, h.

Таким образом, строгое решение прямой дифракционной задачи — на
хождения поля e, h — обеспечивает строгое решение соответствующей за
дачи синтеза (в постановках §§ 1 и 2). Поскольку для существования мак
симума КНД требуются добавочные условия (типа (12) или «синфаз- 
ности»), то получаемые при разных условиях максимальные КНД будут 
отличаться. По-видимому, можно наложить такое добавочное условие, при 
котором максимальный КНД будет больше, чем полученные здесь [4]. 
Однако если это увеличение существенно, то оно всегда будет связано 
с увеличением реактивности системы, т. e. со сверхнаправленностью, осо
бенно в случае больших антенн.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
1982 № 12

УДК 537.874.6

МЕТОД ВАРИАЦИИ ПОСТОЯННЫХ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА НА ПРИМЕРЕ ЗАДАЧИ

О ДИФРАКЦИИ НА НЕОДНОРОДНОМ ШАРЕ 
Фелъд Я. H.

Развивается метод вариации постоянных для решения неоднород
ных задач математической физики. Изложение ведется на примере 
уравнения Гельмгольца. Рассматривается возбуждение радиально-неод
нородного шара произвольной системой источников. Решение строится 
в виде разложений по парциальным волнам дискретного и непрерыв
ного спектров с коэффициентами, зависящими от одной переменной. 
В зависимости от выбора последней получаются различные формы ре
шений, пригодные для расчетов при больших или соизмеримых с волной 
радиусов шара. Метод проиллюстрирован на примере однородной линзы 
типа Люнеберга.

ВВЕДЕНИЕ

Цель данной статьи — показать, что метод вариации постоянных Лаг
ранжа может быть обобщен для решения уравнений в частных производ
ных математической физики с соответствующими краевыми условиями 
при наличии как дискретного, так и непрерывного спектров. Решение 
может быть получено в различных формах, пригодных, соответственно, 
для расчетов при различных значениях параметров задачи. Здесь это бу
дет сделано на примере уравнения Гельмгольца.

Рассмотрим задачу о возбуждении радиально-неоднородного шара 
радиусом «а» с произвольным заданным распределением источников / 
частоты w. Задача сводится к интегрированию уравнения Гельмгольца

(1) Ѵ2ф+&2ф=/

с краевыми условиями 

(2) ч>+=ф~
Зф+ дф“

дп дп

обеспечивающими непрерывность ф и ее нормальной производной dty/dn 
при переходе через поверхность шара r=a. На бесконечности (г^<») 
должны выполняться условия излучения Зоммерфельда. Источники / 
предполагаются распределенными на конечном расстоянии от центра 
шара. Волновое число к зависит от частоты и механических параметров 
среды в случае акустических волн и электромагнитных — в случае опти
ческих. Ниже используется сферическая система координат r, Ф, ф с цент
ром в центре шара. Внутри шара к зависит от одной координаты r и снаб
жается индексом 1; вне шара среда однородна и к снабжается индексом 0. 
Рассматриваемая задача будет решаться методом вариации постоянных 
[1—2] путем разложения по парциальным волнам дискретного и непре
рывного спектров с коэффициентами, зависящими от одной «выделенной» 
координаты.

1. ПАРЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ С ВЫДЕЛЕННОЙ КООРДИНАТОЙ #

Эти парциальные волны являются решениями однородного в области 
0<Ф<л уравнения Гельмгольца, а источники находятся на луче ft=0 или 
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O=Ji ‘. Краевые условия для парциальной волны при r=a и г^~°° сохра
няются такими же, как и для искомого поля гр. Однородное уравнение 
Гельмгольца в сферических координатах имеет вид

(3) £^_+-LJ±(slnA+^_^

дг1 2 rsinO*ldOA д$/ sinO*5qp2

1 Поэтому условие «конечности энергии» вблизи r=0 не обязано выполняться 
для отдельной парциальной волны.

2 Зависимость от времени взята в виде exp(-taf).
3 Предполагается, что &і2(г)=О(1) при r+0.

Интегрируя (3) методом разделения переменных, найдем

COS ТПФ
(4) u=Rv(r)Pvm(±cosft) , zn=0,l,2,...

sin ТПф
Здесь Рѵт — присоединенная функция Лежандра, a Rv(r) удовлетворяет 
уравнению
<5) T^№)+(t'“1^)/!’“0’

где v(v+l) — постоянная разделения.
При г>а, когда A=&o=const, в качестве R? выбирается частное реше

ние (5), обеспечивающее выполнение принципа излучения2:

(6) Яѵ(г) =MM = V^Hi^, (квг).

£к§г

При г<а, когда k=ki(r), используется решение (5), обеспечивающее 
выполнение краевых условий типа (2) на сфере r=a. Учитывая (4), легко 
видеть, что они удовлетворяются, если

(7) Яѵ (a-0) =Яѵ (a+0), Я/ (a-0) =Я/ (a+0).

Общий интеграл уравнения (5) при г<а запишем в виде

(8) Яѵ(г)=ЛУѵ(1)(г)+Вѵ^2,(г),

где г/»1' (r) и y^ (r) - два частных линейно-независимых решения (5), 

которые ведут себя при r^0 как 3

(9) y^(r)=r^+O(r^), ^г)(г)=г-ѵ-*+О(г-’).

1.1. Волны непрерывного спектра

Для этих волн постоянная разделения v выбирается так:

1
(10) v=Zo---------, 0^о<°°,

2

а постоянные Аѵ и Вѵ находятся из условий (7).
Подставляя (8) и (6) в (7) и разрешая полученные равенства отно

сительно Аѵ и Яѵ, найдем

(И)

A = ^(Uv2)'-Wj/t2) ),

2o

Bv = ^(*otv^<,,-^‘1)/).
9н

Здесь и ниже
(П) (п) / \ (n)/ (п)' / \ л и/ц'\ ^ѵ ~Уѵ (л)» Уѵ —У» (я)т и 1?2;

' ^Sv(M, Ъ'=Ъ'(коа).
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Выбор v в виде (10) обеспечивает наименьшую возможную особенность 
для парциальных волн в точке г=0; при этом выполняется требование 
конечности энергии искомого цоля гр в окрестности этой точки (см ниже). 
Отрицательные значения о не рассматриваются, так как они не дают но
вых парциальных волн.

Таким образом, непрерывный спектр значений v определяется выра
жением (10).

1.2. Волны дискретного спектра

Волны дискретного спектра получим, положив в (8) Вѵ=0. Тогда из
(11) найдем

(12) k&'y^-t^'=O-, Av=Uyv**.

При этом так же, как и при получении выражений (11), учтено значение 

вронскиана интегралов у<1} и y^- Первое из равенств (12) является ха

рактеристическим уравнением, корни которого v=Vi, ѵ2,... определяют 
дискретный спектр. Ему соответствуют парциальные волны (4) с

(13)

Нас будут интересовать корни с Revn>0, так как только они обеспечи
вают конечность энергии искомого поля гр в окрестности точки r=0 
(см. (9)).

1.3. Нумерация парциальных волн, их источники 
и ортонормировка

Введенные при помощи формул (4), (6), (8) волны непрерывного 
спектра будем обозначать через иар, где верхний дискретный индекс ну
мерует волны при фиксированном значении нижнего индекса а, пробегаю
щего луч [0, °°) 4. Поскольку имеется счетное множество волн при фик
сированном о (см. (4)), то их можно перенумеровать при помощи одного 
индекса p, пробегающего все целочисленные значения, кроме нуля. Сде
лаем это при единственном условии, чтобы волны иар и ио~р отличались 
только знаком у cosft в выражении (4). При этом индексу р>0 пусть со
ответствует знак «—», а р<0 — зпак «+». Таким образом, волны, отличаю
щиеся только знаком у p, однотипны, но распространяются в противопо
ложных направлениях по -fr. Эти волны удовлетворяют принципу излу
чения и имеют источники (особенности), расположенные на луче 0=0 
при р>0 и на луче О=л при р<0. Вне этих лучей они удовлетворяют урав
нению Гельмгольца (3) и краевым условиям типа (2) при r=a.

4 Напомним, что о и v связаны соотношением (10).

Перейдем к нумерации волн дискретного спектра. Первое уравнение 
(12) имеет счетное число корней ѵп, поэтому из (4) следует, что сущест
вует счетное число таких волн. Перенумеруем их при помощи одного
(верхнего) индекса, пробегающего все целочисленные значения, кроме
нуля. Как и выше, будем полагать, что волны ир и и~р отличаются только
знаком у costf в (4); при р>0 берется -cosfr, а при р<0 берется +costh
Таким образом, источники волн дискретного спектра расположены так
же, как и у непрерывного.

Покажем теперь, что введенные выше волны удовлетворяют следую
щим условиям ортонормировки:

(14) j ua>^^ds=D°(p,q)8MW8(o-o'),

e(O)
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(15)

(16)

Здесь s(ft) — поверхность конуса: ft=const, г>0, 0^ф^2л; d/3n=(l/r)(d/' 
/д#)—оператор дифференцирования по нормали к $($); б^^-символ 
Кронекера, a б(о) — дельта-функция Дирака. Значения величин Da(p,q) 
и D(p, q) существенны лишь при q=±p. Они определяются формулами» 
(14), (16), из которых находим

(17)
0 s(O)

«(«)

Из этих формул видно, что Da и D зависят также от 0.
Докажем прежде всего равенство (14). Используя (4), найдем5

5 При mp=77iq=0 правые части (18) и (20) следует умножить на 2.

(18)

0

Здесь, например, тПр — значение m для р-й волны. Учитывая (5) и (7). 
легко показать, что

(19)

Принимая во внимание (8)-(10), получим после элементарных вычисле
ний, аналогичных проделанным в работе [2],

J ЯѵЯѵ'^г=2лЛѵВѵ6(о—о')-

0

Из (18), с учетом этого выражения, следует справедливость (14) и в част
ности формула 

d
Da(p, q) = 2ttMvSvSinftPy^(icosft)^—Py^(icosб1),(20)

dQ

где при р>0 (д>0) следует брать у cosft в аргументе соответствующей 
функции знак « — », а при р<0 (д<0) — знак «+». Докажем теперь соот
ношения (15). Для первого интеграла также справедливы выражения типа 
(18), (19), но с тем отличием, что в них следует заменить v' на v,, где vq — 
корень уравнения (12), соответствующий q-й волне дискретного спектра. 
Поскольку jRv(r)=d(r”,/j) (см. (8)-(10)), a flvg(r)=O(r^g) (см. (13),

(9)) при r^0, то ^Ry,Rvdr=0 и, следовательно, обращается в нуль (см.

•
(18); первый интеграл (15). Аналогично доказывается равенство нулю 
второго интеграла (15). Перейдем к доказательству (16). Входящий туда 
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интеграл по-прежнему выражается формулами типа (18), (19) с заменой
oo

в них v на Vp и v' на vq. При этом если ѵрУ=ѵч, то J R^Rvdr==Q и p^±q>

•

Если же Vp=vq и p=£±q, то этот интеграл не равен нулю, а равенство (16) 
выполняется благодаря символу 6|рц«ь стоящему в (18). При p=±q ра
венство (16) выполняется благодаря определению ZJ(p, ±р) по второй 
формуле (17). Таким образом, доказательство соотношений (14)-(16) 
закончено.

2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА 
МЕТОДОМ ВАРИАЦИИ ПОСТОЯННЫХ С ВЫДЕЛЕННОЙ КООРДИНАТОЙ fl

Будем искать решение задачи (1), (2), сформулированной во введе
нии, в виде разложений по парциальным волнам дискретного и непрерыв
ного спектров с переменными коэффициентами, зависящими от одной 
«выделенной» координаты О. Таким образом, запишем

« О» 00

(21) ^= У Ср(А)ир+ У J jp(^;a)uepda.

P*z-OO p = -OO 0

Здесь Cp(ft) и 7₽(^; о) — указанные выше коэффициенты, которые над
лежит определить. Поскольку число неизвестных больше, чем может быть 
определено из уравнения (1), мы имеем право наложить на них добавоч
ное условие. Потребуем, как это делается при применении метода вариа
ции постоянных к обыкновеннЬім дифференциальным уравнениям, чтобы 
первая (в нашем случае векторная) производная имела тот же вид, что 
и при постоянных коэффициентах. Поскольку

V^= У1, (H*VCp+CpVtt*)+ у1> J (u/V7p+7pVu/)da,

8 Здесь Ь — единичный орт в направлении Ф.

P P o
сказанное выше будет иметь место, если положить

(22) У, ( upVCP+ J uapVyPdoj =0.

P 0

Подставляя (21) в (1), учитывая (22) и то, что парциальные волны ир и 
■иар удовлетворяют при 0<$<л однородному уравнению Гельмгольца,
пайдем

(23) у1| ^ VCpVup+ J V^pV^/doj=/, 0<6'<л.

p 0

Система (22), (23) позволяет полностью определить коэффициенты Ср и 
7p. Действительно, умножая (22) на в(5и“9/5Ф)Ь, а (23) на ru~q и инте
грируя по поверхности конуса $($) (0<$<л), найдем (учитывая усло
вия ортонормировки (15), (16))

P(,._,)^+P(_,._,)^_O.

D{-,'q^+D{~t’-q)^~ I /г“"*-
s(0) 8

(24)
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Разрешая систему (24) относительно dCJdft и dC-Jdft, получим 

J ju~4rds

»(♦)(25) ^--------------------------------------- - .

dft D(-q,q)-D(q,-q)

Выражение для dC_q/d$ мы не приводим, так как оно получается из (25} 
заменой q на -q.

Используя вторую формулу (17), перепишем (25) так:

J fu~qrds

e(^)dCq 

dft И
s(0)

Как будет показано ниже (см. выражение (28)), знаменатель здесь не* 
зависит от Ф. Поэтому, интегрируя по О, найдем7

± J fu~qdv

(v*)

duq 
u~q------

дп

du~q \ 
uq--------) ds

дп /

(26) c,W = ------ , g=±l,±2,...
)ds

дп дп /

C / duq du~q 
I (a"9- uq——

«(*)

Знаки «+» берутся, когда #>0, a знаки « — », когда g<0; v+ — объем, огра
ниченный поверхностями s(a) и $(Ф), у“ — объем, ограниченный $($) и 
$(Р); предполагается, что источники / находятся в области а<0<£.

Коэффициенты ур(Ф; о) определяются аналогичным образом. Для этого 
следует умножить (22) на (диа~ч/д$)іь, а (23) на rua~q и проинтегриро
вать по s(ft). Тогда, учитывая условия (14), (15) и первую формулу (17), 
получим, после соответствующих выкладок,

± j fua~qdv

(ѵ±)
(27) ь(^;о)='—----------

j I (“•

о e(O)

Знаки и ѵ± определяются так же, как и в (26). Приведем еще выражения 
для расчета знаменателей в формулах (26) и (27). Они равны соответст
венно

du„'q
-Q_____ _ .

dn

-, g=±l, ±2,... 
du0'-’ \ ,

u0’ —-— j ds da
дп

(28)
q 2jta2 , d / Aotv/ цУ*'
TT^T7^yp^^p^ (0)- (4^v y 

lgl 2v+l av \ £v ,,(D 7 ’Уѵ ' 1 V=Vq

ТП=7Пд

7^- 4лМѵВѵРЛ (0) Pvm’ (0) I m=m .
Igl ’

77Z=O эти выражения следует умножить на 2. Легко убедиться,, 
что решение (21) удовлетворяет условию Мейкснера (конечности энер
гии) вблизи точки r=0. Для первой суммы (21) это очевидно, так как 
wp=O(rvp), где Re ѵр>0, при r^0. Что касается волн непрерывного спектра, 
то иар=О(г~',2±іа) (см. (8)-(10)). Однако интегралы во втором члене (21) 
ведут себя, на основании теоремы Римана — Лебега, как o(r~'fi) при r^0. 
Таким образом, выражение (21) удовлетворяет всем требованиям постав
ленной задачи. Это решение пригодно для вычислений при боль
ших I ka I.

(29)

При

7 dv=rdftds.
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3. ПАРЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ С ВЫДЕЛЕННОЙ КООРДИНАТОЙ r

Координату r следует использовать в качестве выделенной, когда | ka | 
порядка единицы (резонансный случай) или меньше. Сформулируем преж
де всего общие требования, которым должны удовлетворять парциальные 
волны (см. раздел 1).

а. Внутри интервала изменения выделенной переменной эти волны 
должны быть решениями однородного уравнения Гельмгольца, удовлет
воряющими краевым условиям исходной задачи8.

8 Если внутри этого интервала подобные условия ставятся.

б. На одном: конце этого интервала должно выполняться краевое усло
вие исходной задачи (условие излучения при г^«> в рассматриваемом 
случае) для волн с р>0, а на другом конце интервала (условие конечно
сти энергии в окрестности r=0) — для волн с р<0. На противоположном 
конце интервала для каждой волны эти условия нарушаются, и там рас
полагаются ее источники.

Учитывая сказанное, определим парциальные волны для выделенной 
переменной r следующими формулами:

^ / X тч / л X COS ШФu=^n(r)^n’n(cosd) . ,
Sin ТПф

Здесь Rn(r) удовлетворяет уравнению 
равным

(30')

(30) n, zn=0,1,2,...

(5) с v=n и может быть выбрано

n (r) = f ^>п(М
яѴ' \Any^(r)+Bny^(r)

при г>а, 

при rCa

или

(30")
аЛп(&ог)+₽п£л(*ог)
У^(г)

при г>а, 

при г<а.

Здесь#п4) и Уп}~ решения (5), удовлетворяющие (9), в которых v=n, 

а постоянные Лп, Вп и ап, рп находятся из условия непрерывности и и 
ди/дт при переходе через поверхность r=a и равны

(ЗГ)

An = ^-^y^-^y^^

2n+l

B„ = ^^' -k^.'y^ );

г an=ik^(tnyn''-k&n'yn'),
\$п=ікоа2(ко$л'уп' —фпУ1? )•

Обозначения те же, что и в (1Г), a tyn=tyn(kQa), ^п=^п(коа). Введенные 
парциальные волны (30) можно перенумеровать при помощи одного ин
декса p, пробегающего все целочисленные значения, кроме нуля. Сделаем 
это любым способом при единственном предположении, что для волны с 
р>0 в (30) в качестве Rnp(r) берется выражение (30'), а для волны с р< 
<О — выражепие (30"). Эти парциальные волны удовлетворяют следую
щим условиям ортогональности: 

(32)

где s(r) — поверхность сферы радиусом r.
Равенство (32) немедленноследует (см. (30)) из ортогональноститри- 

гонометрических функций на интервале 0<ф^2л и присоединенных функ
ций Лежандра с весом sinft на интервале 0<0^л. При выделенной пере
менной r не приходится привлекать волны непрерывного спектра, так как 
семейство функций (30) полно.
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4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА; 
ВЫДЕЛЕННАЯ ПЕРЕМЕННАЯ r

Будем искать решение (1) в виде

(33) t= У Ср(г)ир,

где ир — введенные парциальные волны (30). Используя метод вариации 
постоянных и подставляя (33) в (1), пайдем, как и выше,

(34)
p p

Умножая первое из этих уравнений на (du~q/dr)ir, а второе на u~q и ин
тегрируя по s(r), получим, учитывая (32),

Решая эту систему относительно dCq/dr, имеем

dCq

dr

J /u"9 ds

Знаменатель здесь не зависит от r. Поэтому, интегрируя по r, найдем

(35) Cg(r) =

± J ju~qdv

Знаки «+» берутся, когда #>0, а знаки «—», когда д<0; р+ — объем, огра
ниченный поверхностями s(n) и s(r), р~—объем, ограниченный s(r) и 
$(г2); Гі<г<г2 — область, где находятся источники /. Знаменатель в фор
муле (35), как легко показать, равен

q іяап (п+тп)!

где n и тп — целые числа, соответствующие (см. (30)) g-й парциальной 
волне.

Формулы (33) и (35) полностью решают задачу (1), (2) при выборе 
в качестве выделенной переменной координаты r.

Остановимся еще на связи между методом вариации постоянных, 
развитым здесь применительно к уравнению второго порядка (1), и ана
логичным методом, примененным в работах [1, 2] для решения системы 
из двух уравнений первого порядка. Эту связь проще всего установить, 
заменив (1) системой

(36) div А+Л2ф~/, A-V^=0-
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Согласно [1, 2], решение ее ищем в виде *
(37) ^=J2^p, A=J^GV^,

p p

где Ср — коэффициенты, являющиеся функциями одной выделенной пере
менной. Запись решения системы (36) в форме (37), где в обеих форму
лах стоят одни и те же коэффициенты СР, предполагает уже наложение 
добавочного условия, характерного для метода вариации постоянных. Дей
ствительно, подставляя ^ из (37) во второе уравнение (36), получим 

A=J^upVCP+J^ СРѴир.

p p

Сравнивая это выражение со второй формулой (37), видим, что запись 
(37) уже неявно содержит добавочное условие

У1, uPVG=0,

P

которое совместно с первым уравнением (36), после подстановки в него
(37) , приводит к системе (34). Таким образом, решение уравнения (1)
методом вариации постоянных с наложением требования, чтобы первая
(векторная) производная имела тот же вид, что и при постоянных коэф
фициентах, тождественно решению системы (36) в форме (37).

5. ПРИМЕР. ОДНОРОДНАЯ ЛИНЗА ТИПА ЛЮНЕБЕРГА

Линза Люнеберга может быть имитирована однородным шаром при 
соответствующем выборе его параметра kJkQ и фокусного расстояния [3]. 
В качестве облучателя такой линзы естественно взять два точечных источ
ника, расположив их в точках r=fc, ft=0 и r=b+V4, ft=0, где Ь>а и X= 
=2л/&0. Если оба источника имеют одинаковые амплитуды колебаний J, 
а второй из них упреждает по фазе на л/2, то диаграмма направленности 
этих источников будет достаточно эффективно облучать линзу.

Поскольку нас интересует случай, когда |&а|>1, то в качестве выде
ленной переменной возьмем Ф. Вследствие осевой симметрии задачи нам 
понадобятся только следующие парциальные волны (см. (4)):

(38) H^=72v(r)Pv(=tcosft), v=io-1^, 0Со<°о

— для непрерывного спектра и

(39) up=7?Vp(r)PVp(±cos^), p=+l, +2,...

— для дискретного спектра.
Функция Rv(r) для волн непрерывного спектра определяется форму

лой (6) при г>а и (8) при г<а. Для дискретного спектра Rvp(r) опреде
ляется формулами (13). Так как теперь &i=const, то частные интегралы 
(5) равны (см. (9))

(40) у?’(г)=Жфу(Л1Г), yi^(r)=J/_v-i^-v-i(^r),

где
2'+T(v+7J 

Ж =---------=---------- .
fjlfc/

Таким образом, искомое поле запишется так (см. (21)):

(41) ф= ^ Cpup+J *ti(o)u^do.

p=i 0

9 В работах [1, 2] обе неизвестные-векторы, и в решении фигурируют допол
нительные (поправочные) члены, наличие которых в рассматриваемом случае нѳ 
требуется.
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Волны с р<0, бегущие в направлении убывания О, возбуждаться не будут,, 
так как источники расположены на полуоси '0=0. В рассматриваемом при
мере коэффициенты Ср и у4 не зависят от Ф; найдем их по формулам (26) 
и (27). Учитывая (28), (29), (11) и (40), получим

(42)
c (2v+l)J(gy(fcob)+^v(feofe+n/2)) I

/ 2 • /с. \2 ^ / ^°^v ^l^v \ I v=v
4a2sinvn(£v)—l —------------- — ₽

CtV \ fev фѵ /

(43)
. . f<Vcosvn{£v(&ot)+i£v(&o&+n/2)}

7« (о) =-------'-------------------------- ^v--------------------------7------------------------------- ■
4nAjV ^v4'_'v_! — ^- Sv4-v-i ) ( 4" ^v'^v-^v'j

где
^v=^v(&ia), ^v'=4iv'(&irt), t,v=tv(koa), £ѵ'=£ѵ'(Лоа).

Найденные коэффициенты и выражения (38), (39) позволяют записать 
искомое поле (41) для области г>а в виде

(44) +Mv' \ 
^r,* V=Vp.

Wa‘ ^,_, - £ ^-v-t) (^ Cv'% - Sv%j
_^ j» isJ cos ѵл {£v (kob) 4- igv (kob + n/2)) gv (fcor) Pv (-cos fr) ^ 

0

Аналогичное выражение для области г<а можно получить, заменив в 
(44) £ѵ(£ог) соответствующими выражениями, взятыми из формул (13),
(40) для дискретного спектра и из (8), (40) для непрерывного спектра.
Напомним, что в (44) ѵ=ѵр — корни характеристического уравнения (12).
Приведенный пример имеет чисто иллюстративный характер, поэтому мы
не приводим анализа формулы (44). Исследование подобных выражений 
можно найти в работе [4], но при наличии значительных потерь в среде
шара.

В частном случае точечного источника внешняя задача для шара рас
сматривалась Зоммерфельдом [5], который получил решение в виде ана
логичного ряда по парциальным волнам дискретного спектра, без исполь
зования преобразования Ватсона. Однако в его случае коэффициенты ряда 
были постоянными и не вводились волны, бегущие в противоположных на
правлениях.

Отметим также интересную работу [6], в которой рассматривается ре
шение аналогичных задач другим методом.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1983 № 4

УДК 537.874.6

ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА ПОВЕРХНОСТЯХ 
С АДМИТАНСНЫМ ОПЕРАТОРНЫМ КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ

Фелъд Я.Н.

Рассмотрена дифракция электромагнитной волны на поверхности 
с адмитансиым краевым условием, когда адмитанс является линейным 
оператором (например, интегро-дифференциальным). Найдены коэффи
циенты Фурье искомой тангенциальной составляющей электрического 
вектора на указанной поверхности. Эти коэффициенты позволяют опре
делить поле одним из известных методов. Показано, что для единствен
ности решения задачи оператор-адмитанс должен иметь «вещественную» 
часть неотрицательной. Приведены примеры, когда адмитанс является 
анизотропным и неоднородным.

Рассмотрим поверхность s, которая может состоять из одной или не
скольких замкнутых поверхностей. Пусть на s падает первичная монохро
матическая волна частотой со, возбуждаемая электрическим током, распре
деленным с плотностью j° в области ѵ0, не пересекающейся с s. Полное 
поле задачи E, H удовлетворяет уравнениям Максвелла вне s, принципу 
излучения и краевым условиям

(1) [п+(Е+—Е-)] =0 на 5; [п+(Н+—Н-)] = УЕ, на 5.

Здесь «адмитанс» Y является ограниченным линейным оператором; индек
сы « + » и « — » соответственно обозначают предельные значения величин 
при стремлении к s со стороны, куда направлена нормаль п+, и с противо
положной; у непрерывных (при переходе через s) величин эти индексы 
не ставятся; индексом t (снизу) отмечаются тангенциальные к s составля
ющие векторов. Будем полагать, что Ez на s принадлежит гильбертову 
пространству L2(s), элементами которого являются квадратично сумми
руемые тангенциальные к s вектор-функции. Оператор Y будем считать 
действующим пз L2(s) в L2(s). Таким образом, мы исключаем случай, 
когда часть s является идеальным проводником.

Прежде чем решать поставленную краевую задачу, определим требо
вания, которым должен удовлетворять оператор Y для того, чтобы она 
имела единственное решение. Очевидно, для этого достаточно, чтобы по
ток вещественной части комплексного вектора Пойнтинга через поверх
ность, охватывающую как перчатка (с обеих сторон) поверхность s, был 
неположительным, т. e. чтобы

(2) Re J [E(H+-H-)]ds^0,

(S)

при этом на s будут отсутствовать источники мощности. В неравенстве (2) 
as=n+ds, а черта — знак комплексного сопряжения.

Используя второе условие (1), придадим неравенству (2) вид

(3) Re jE,fETds3s0.

(S)

dTo неравенство в метрике L2(s) запишем так

(4) Re (E,, УЕ<)>0.
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Поскольку
Y+Y*

Y=Yt+iY2, где y,=ReF = -— »

а У* — эрмитово-сопряжеиный с Y оператор, то условие (4) приобретает 
следующую форму:

(5) (Eb y,E,)^0.

При этом учтено, что Yi и У2 — самосопряженные в метрике L2(s) опера
торы. Оператор Уъ удовлетворяющий условию (5) (для любого Et^L2(s)), 
называется неотрицательным оператором. Таким образом, для единствен
ности решения рассматриваемой краевой задачи необходимо и достаточно 
выполнить условие

(6) yi=Re У^О.

В дальнейшем будем полагать, что неравенство (6) выполнено.
Зададим на s семейство вспомогательных электрических поверхност

ных токов с плотностью {Km} (m=l, 2,...). Поле, возбуждаемое то
ком Кт (в пустоте), обозначим через Ет, Нт. Применив к искомому 
полю E, H и вспомогательному Ет, Нт лемму Лоренца, найдем

(7) j {[E(Hm+-Hm-)]-[Em(H+-H-)]}ds=-J fEmdp.

(S) (м

Учитывая (1) и известное соотношение 

Km=[n+(Hm+—Hm~)j на 5, 

можно преобразовать (7) следующим образом:

(8) J (EKm—EmyE()ds = Jj°E,„df

(3) (Vo)

Поскольку

J EmyE1ds=jEiy,Em.(ds

(8) («) 

по определению У*, то (8) можно переписать в виде

(9) (EI,Kra-y*Em() = jjoEmdK.

(Vo)

Введем обозначение
(10) Fm=Km-y*Em ,; am = j fEra dv.

(ѵ0)

Перепишем (9) с использованием (10)

(11) (Er, Fm) =am, zn=l, 2, . . .

Будем считать заданное на s семейство вектор-функций {KnJ} линейнО'
независимым, принадлежащим пространству1 H'(s), а их линейные ком
бинации — всюду плотными в нем. При этом, как легко показать, Fm£L2(s) 
и левая часть (11) имеет смысл. Из равенств (11) следует, что {ат} яв
ляются коэффициентами Фурье искомой величины Ef по биортогональной 
к {Fm} системе функций. Чтобы использовать (11) для определения Ez 
на s, необходимо показать, что семейство {Fni} полно в L2(s). Для этого 
докажем, что из справедливости равенств

1 Здесь и ниже Ha(s) ( — оо<а<°°) - пространство Соболева-Слободецкого [1].

(A, Fm)=0, m=l, 2, .. .,
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при любом A6Z7(s) следует, что A=0 на s. Подставляя сюда значение Fm 
из (10), получим

(A,K,n)-(A, y*K,r)=0
или

(12) (А,Кт) — (УА,Ет><)=0.

Лемма Лоренца позволяет написать

(УА, Ет,Л = (Е<{УА; s},Km),
после чего равенству (12) можно придать вид

(13) (A-E, {УА; 5}, Kn) =0, /n=l, 2, ...

Здесь Е{УА; 5} — электрический вектор поля, возбуждаемого поверхност
ным током, распределенным с плотностью УА на s. Так как A6Z/(s) по 
определению, то и YA£L2(s). На основании известной теоремы [2, 3], 
если УА££2($), то Е,{УА; s}£lI~{(s). Так как A2(s)^//_1(s), то

2 Достаточно, чтобы оператор У-1 был левым обратным.

(14) А—Е,{УА; s)6tf-*(s).

Поскольку линейные комбинации Кт плотны в Hl(s), то из (13) следует, 
что функционал (14) равен нулю на всех функциях K&H'(s), на которых 
он определен, т. e.

(14') А—Еі{УА; s}=0 (Has).

Из этого тождества следует также, что Е<{УА; s}£L2(s), поскольку AG 
CL2(s) по определению.

Воздействуя на (14') оператором У слева, найдем

(15) В-УЕ<{В;$}=0, где В=УА.

Отсюда следует на основании теоремы единственности (см. Приложе
ние 1), что В равно нулю на s.

Если оператор У имеет обратный 2 У-1 (что мы всегда будем полагать), 
то А=У_1В=0 на 5 и, таким образом, полнота {Fm} в L2(s) доказана.

Покажем еще, что семейство {Fm} линейно независимо, т. e. из равен
ства

(16) У, cnFn=0 на s,

n=l

где Cn — постоянные, следует сп=0 (l=^n=^7V). 
Учитывая обозначение (10), запишем (16) в виде

(17) У сп(Кп—У*Ё„,і)=0 на s.

n=l

Обозначение, которое мы вводили выше, позволяет написать

En.^EJKnjs},

после чего, учитывая линейность операторов Ef{} и У*, перепишем (17) 
следующим образом:

(18) У-У*Ё^,$}=Она$,
где

.т^у?„кп.
n=l
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Из теоремы единственности (см. Приложение 2) следует, что

Ввиду линейной независимости {Кп} отсюда вытекают равенства сп=0 
(l^n^A) и, следовательно, линейная независимость {Fn}. Поскольку это 
•семейство также полно, то равенства (11) позволяют определить Е« на s
(например, переходом от {Fm} к ортонормированному в L2(s) семейству
функций или путем замены (11) системой линейных уравнений для ко
эффициентов ряда по подходящей системе функций, при помощи которого
можно представить Е* на s [2, 3]; можно также использовать метод Алек-
сидзе [4, 3]). Определив E, на s одним из указанных способов, можно
найти E, H во всем пространстве как поле, создаваемое эквивалентным 
электрическим током, распределенным на s с поверхностной плотностью
УЕЬ через вектор Герца [3]. Более подробно мы на этом не останавливаем
ся, так как это детально описано в [2—4].

Представляет особый интерес частный случай, когда оператор Y за
дается матрицей
(19) У=(г"’у'!)'

\ 1 21, 1 22 '
элементы которой — скалярные функции, определенные на 5. Операторы 
У* в Уі при этом имеют вид

(y"y^Х т 12, т 22'
(20) у.=

Re Уи,

У21+У12

2

Уі2^~ Угі 
~~2

Re У22

Условие (6) будет выполнено, если
(20') ReFn^O; ReF22>0; 4ВеУиПеУ22>|Уі2+У21|2.

Примером, когда поверхность 5 характеризуется импедансом типа (19), 
является поверхность с анизотропной проводимостью, образованная ре
шеткой из двух взаимно перпендикулярных частых систем узких парал
лельных лент с различными проводимостями.
При этом

(21) У12=У2і=0, Уц¥=0, У22^0.

Случай, когда часть поверхности s является идеально проводящей, мо
жет быть рассмотрен аналогичным методом. При этом пространство L2(s), 
которому принадлежит E, на s, необходимо заменить пространством 
LJ(s) [3].

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Докажем, что если поле, возбуждаемое поверхностным током В, рас
пределенным на s, удовлетворяет краевому условию (15), то B=0 на 5. 
Достаточно сделать это в предположении, что среда обладает некоторой 
малой объемной проводимостью о. Тогда для указанного поля выполня
ется комплексная теорема Пойнтинга, которую можно записать в виде 

(П.1) Re jE[n+(H+-H-)]ds=- p|E|2dv,

(S) (vJ

где Pco — все бесконечное пространство.
Так как скачок H, на 5 определяет ток В, то это равенство можно пе

реписать в виде

RejEBds=- j olEPdv

(S) (ѵто)
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или, учитывая краевое условие (15),

Re jE,i%ds=- j o|El2dy.

(s) (v^)

Вследствие неравенства (3) левая часть здесь неотрицательна, а правая 

неположительна, поэтому отсюда следует, что J o|E|2dp=0, т. e. E=0 

(иоо) 

всюду.
Из уравнений Максвелла заключаем, что и H=0 всюду. Следовательно, 

В=[п+(Н+-Н"Л=0 на s,

и доказательство закончено.
В случае среды без потерь (o=0) доказательство следует из принци

па «предельного поглощения» (исключая случай, когда Re У=0 и co = 
Ырез) .

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Аналогично доказывается равенство поверхностного тока J нулю на s 
при краевом условии (18). Действительно, для поля, возбуждаемого то
ком J, распределенным на 5, опять справедливо равенство (П.1) или

RejEJds=- J o|E|2dp.

8 <иоо>

Подставляя сюда значение J из условия (18), найдем

(П.2) RejE,F-E,ds=- J a|E|2dp.

(S) (ѵто)

Левую часть можно представить в виде

Re jE,y%ds= Re(PE,.E,)=Re(E,, УЁ() = (Ё„ Y,E,).

(s)

Используя эту запись, перепишем равенство (П.2) в форме

(П.З) (E,,y,E,)=-jalEl2^.

<”«>

Так как E^L2(s), то, учитывая (6), убеждаемся, что левая часть (П.З) 
неотрицательна, а правая неположительна. Поэтому рассуждения, анало
гичные приведенным в Приложении 1, позволяют утверждать, что J=0 
па s.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
1983 № 12

УДК 621.396.67.01

О МОЩНОСТИ, ИЗВЛЕКАЕМОЙ ПРИЕМНОЙ АНТЕННОЙ 
ИЗ ПАДАЮЩЕГО НА НЕЕ ПОЛЯ

Фелъд Я. H.

Получены различные варианты формул для мощности, поступающей 
в приемник, учитывающих рассогласование на концах фидерного тракта, 
при произвольной форме падающей на антенну волны. В частном слу
чае, когда приемник полностью согласован с трактом, одна из них пере
ходит в формулу Бурштейна - Кинбера.

При различных добавочных условиях определена верхняя граница 
принимаемой мощности и найдены оптимальные распределения поля, 
при которых эта мощность максимальна.

Рассматривается вопрос о мощпостп, поступающей в приемник при 
падении на антенну произвольной (не обязательно плоской) волны. Клас
сические результаты здесь принадлежат M. С. Нейману [1], который для 
линейной поляризации и локально плоского характера падающей волны 
дал полное решение рассматриваемой задачи. Случай любой поляризации 
рассмотрен ипым методом в [2]. При произвольной конфигурации па
дающей волны соответствующую формулу получил Э. Л. Бурштейн [3] и 
позднее Б. E. Кинбер [4]. При выводе они пользовались различными до
пущениями, хотя пришли к одному и тому же окончательному результату.

Вернемся к этой задаче для того, чтобы
1) выяснить, при каких условиях справедлива формула Бурштейна —

Кинбера для мощности, поступающей в приемник;
2) получить формулу, учитывающую влпяиие рассогласования тракта

с антенной и приемником;
3) дать другие, более простые, варианты формул;
4) оценить верхнюю границу мощности, поступающей в приемник при

заданном падающем поле и некоторых добавочных условиях, и найти рас
пределение поля антенны (в режиме передачи), обеспечивающее реализа
цию указанной границы.

Рассмотрим произвольную приемную антенну, соединенную с прием
ником одномодовым трактом (остальные моды считаются затухающими). 
Для определенности антенна изображена на рис. 1 в виде рупора с вол
новодным трактом. Пусть на антенну падает первичная электромагнитная 
волна E0, H0 произвольной конфигурации, возбуждаемая электрическими 
и магнитными токами, распределенными с плотностью J и P в объеме ѵ0, 
расположенном вне антенной системы. Определим мощность P, поступаю
щую при этом в приемник.

Обозначим полное поле, создаваемое токами J и Р при наличии антен
ны, буквами E, H и введем еще вспомогательное поле 6, $, возбуждаемое 
этой же антенной в режиме передачи, когда вместо приемника включен 
генератор, возбуждающий в тракте волну E1, H1, бегущую в направлении 
к рупору. Применяя к полям E, H и 6, ф лемму Лоренца в бесконечном 
пространстве, ограниченном изнутри поверхностью $і (совпадающей с по
верхностью антенно-фидерной системы) и сечением s внутри тракта (см. 
рис. 1), найдем

(1) J {[Е$] - [€H]} ds = J (J€ - J^) dv.

S Vo
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При этом мы учли, что поверхность антенны и тракта идеально проводя
щая. Поскольку тракт одномодовый, поля в его сечении s можно записать 
в виде

S,& = (E1, H!) + fl_!(E-*,H"1),

E, H = C^ (E'1, Л"1) + 7?!^ (E1, H1).

Здесь Е’1, Н_1 — поле распространяющейся в тракте основной моды, дви
жущейся по направлению к приемнику. Амплитуды их нормированы лю
бым фиксированным образом и они связаны соотношением

(2') E*=E1, H'*=-H1,

где черта — знак комплексного сопряжения; C^ — амплитуда возбуждения 
волны E-1, H"1, a Ri — коэффициент отражения ее от приемника в режиме 

приема; Я_і — коэффициент отражения волны E1, H1 от рупора. Подстав
ляя (2) и (2') в левую часть (1), получим

C_! (1 - R^r) jj {[ЁіН1] + [ЕЧР]} ds = jj (JG - J^) dv

s с»

(3) Ci

или, разрешая это равенство относительно C_i,
J (J@ — Ju&) dv

_______ 1_________ Vo________________________

1-Я1Л-! 2ReJ(E4FJds

S

Определим теперь ваттную мощность, поглощаемую в режиме приема, т. ѳ. 
поступающую в приемник (потерями в тракте пренебрегаем). Она, оче
видно, равна

P—^Ref [EH]ds.

•
Подставляя сюда поле из второй формулы (2), найдем после элементар
ных преобразований

P = ІД1^ 1 lC-il* Re J [E‘H']ds.

e
Используя формулу (3), получим выражение для искомой мощности

IC(jg_j^) dp|2
(4) р-.ІДіГ-і '?._______________L.

811—ДіД-іІ2 ReJ(Emqds

e
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Формуле (4) можно придать несколько иной вид. Для этого окружим ан
тенно-фидерную систему произвольной поверхностью 1 S (рис. 1) и при
меним к области, находящейся вне ее, лемму Лоренца для полей E0, H0 
и 6, <§. Очевидно, будем иметь

1 Область vo находится вне S.

(5) jj (J@ - jnfc) dv = J {[Е°§] - [®Н0]} ds,

Ъ'9 S

где ds=nds направлено внутрь поверхности S.
Лемма Лоренца для полей E, H и б, ф в области вне S дает

jj (JS - J^) dv = jj {[Е£] - [@Н]} ds.

W В

Если положить Е=Е°+ЕГ, Н=Н°+НГ, где Er, H' — рассеянное антен
ное поле, то, сравнивая два предыдущих равенства, получим интересное 
тождество
(5') ${[ЕЧ0]-[®НГ]}> = О.

Автор работы [3], по-видимому, не обратил внимание на существова
ние тождества (5'), и поэтому вынужден был предположить, что рассеян
ное поле Ег, Нг мало.

Подставляя выражение (5) в (4), найдем

K{[Eojp]-[®H°]}ds
1-ІДіІ2 'g__________________

811 — ЯгЯ-! I2 _ Re J [Eijjij ds

S

ИЛИ

(6)

Из формулы (5) непосредственно следует, что мощность P, определяе
мая выражением (6), не зависит от выбора поверхности S.

В частном случае, когда 7?і=0, т. e. приемник полностью согласован 
с трактом, эта формула переходит в формулу, аналогичную впервые полу
ченной в [3] при предположении, что доля рассеиваемой антенной мощ
ности много меньше принятой. В работе [4] это ограничение снято, но 
предполагается, что антенна согласована с трактом. Из общей форму
лы (6) следует, что единственным требованием, при.котором справедливы 
формулы, полученные в [3, 4], является согласование тракта не с антен
ной, а с приемником.

Формулу (6) можно несколько упростить. Действительно, поле E0, Нс 
можно представить вне поверхности S в виде суммы двух полей:

(7) Е°=е+е1, H°=h+h4,

где e, h — поле, создаваемое теми же источниками, что и E0, H0, и удовлет
воряющее краевому условию e^=O на S; e1, h1 — поле, не имеющее источ
ников вне S и удовлетворяющее краевому условию e/=E/ на S. Исполь
зуя (7), найдем

{€ [пН°] + $ [пЕ0]} ds— J {€ [nh] + € [nh1] + $ [ne1]} ds.

s s
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Применяя лемму Лоренца к полям 6, £ и e1, h1 в пространстве вне S, 
убеждаемся, что интеграл по S от суммы двух последних членов обраща
ется в нуль и

2 Это неравенство можно усилить, заменив справа @ на @t.

(8) jj {6 [пН°] + $ [пЕ0]} ds = jj e [nh] ds.

S s

Подставляя (8) в (6), получим следующую упрощенную формулу: 

J ^* ё [nh] ds j2

n _ 1-ІД1І2____________________
811-Л^І2 |RejjIEiHx]ds| *

S

Здесь вместо векторов E0 и H0 стоит всего один вектор h. Однако опреде
ление его в ряде случаев может оказаться сложнее. ~~ 
выбрана гладкой и радиусы кривизны ее велики по 
волны, то в приближении Кирхгофа h,=2H,0 на 
и ht=O в области тени. В этом случае

I £ 6[nH°]ds|2
1-|Яі|2 'soc L

(9)

Если поверхность S 
сравнению с длиной 
освещенной части S

(10) 211 — ДіЯ_!І21 p e jj [EiHi] ds I ’
S

где Soc — освещенная часть S.
В частности, при Ri=0 мощность, поступающая 

(см. (9)).
в приемник, равна

(11)

Оценим, исходя из формулы (11), максимально возможное значениеР 
при заданных E0, H0, S и условиях (14). Используя неравенство Коши — 
Буняковского, можно написать2

(12)

Здесь а — произвольная достаточно гладкая положительная функция, за
данная на S. Целесообразность ее введения будет видна из дальнейшего.

Неравенство (12) позволяет получить

Jltnhjpa-*ds

(13) P < ^------ч----- =-------r \ I б I2 ads.
8lRe^E^ldsl §

Соотношение (13) справедливо при любом выборе замкнутой поверхно
сти S, необходимо только, чтобы антенна находилась внутри S, а источни
ки поля E0, Н° вне S. Рассмотрим случай, когда поверхность S целиком 
находится в дальней зоне рассматриваемой антенны. Тогда на ней

(i4) &=y^ ^4wsj. 1ве=о.

где iK — орт, совпадающий с направлением радиус-вектора точки наблю
дения; начало координат выбирается в области расположения антенны. 
На основании закона сохранения энергии можно написать, учиты

2316

699



вая (14) и условие R-t=O,

(15) -ReJie&Jds=jZ -Jl@l2cosqx/s = lBeJ(E!H!jdsl.

s V P*o s f
Здесь ф — угол между ортами ід и —п.

Используя (15) и полагая a=cosq), придадим неравенству (13) сле
дующий вид:

(16) ^4V-f l(nhJI2^-, 0<соз<р<1.
О ' 8o J COS ф

Очевидно, созф=1, если S — сфера с центром в начале координат. 
Легко видеть, что равенство в (16) реализуется при

А
СОЭф

[nh] на 5,

где А — константа. В этом можно убедиться, подставляя (17) в (11) с уче
том (15). Таким образом, приемная антенна будет извлекать из падаю
щего поля E0, H0 наибольшую мощность, если она в режиме передачи 
создает на S поле с касательной составляющей электрического вектора, 
равной выражению (17). Нормальная компонента 6П не входит в (11).

В приближении Кирхгофа формула (17) примет вид 

(17')
_((2Л/со8ф)[пН°]

t_l о
на освещенной части 5, 

на затененной части S-

В этом же приближении значение Рм&ѵс, равное правой части (16), сво
дится к 

(18) рмакс = ±У±1 f |[пН°]12^-.

2 F e0 J соБфSoc
Правая часть (16) не зависит от конструкции антенны и при выбран

ной поверхности S целиком определяется заданными источниками первич
ного падающего поля E0, H0. Таким образом, доказано, что поступающая 
в приемник мощность ограничена сверху (при условии, что S находится 
в дальней зоне антенны) правой частью неравенства (16), которая 
конечна.

Предположение, что фиксированная поверхность S находится в даль
ней зоне антенны, по существу эквивалентно ограничению направленно
сти, а значит, и КНД антенны. Действительно, при росте КНД дальняя 
зона удаляется и, чтобы поверхность S не вышла из нее, необходимо огра
ничить направленность.

Кстати, утверждение, что КНД антенны неограничен, не имеет смысла 
ни для какой фиксированной точки наблюдения, находящейся на конеч
ном расстоянии от антенны. Действительно, при неограниченном росте 
КНД точка наблюдения неминуемо окажется в ближней зоне антенны, 
где понятие КНД не имеет смысла, так же как и понятие диаграммы, че
рез которую он обычно выражается.

Могут представить интерес еще другие варианты формул типа (6) 
и (11). Все они получаются путем специального выбора поверхности S. 
Так, например, рассмотрим теперь в качестве S поверхность, совпадаю
щую с наружной поверхностью антенны и ее раскрывом S (см. рис. 2). 
Тогда, пренебрегая токами, затекающими на наружную поверхность ан
тенны в режиме передачи, придадим формуле (6) вид

.(19)

|${€[nH«] + $[nE0]}ds|2

p = _Z_________ _______
8|Re$[^]ds|

2317

700



При этом мы учли, что &/==0 на металле, положили 2?і=7?_і=О и исполь
зовали закон сохранения энергии типа (15) для преобразования знамена
теля формулы (6). Формула (19) сама по себе представляет интерес, так 
как определяет P через невозмущенное поле E0, H0 падающей волны 
и поле 6, $ в режиме передачи непосредственно в раскрыве антенны. Да
лее будем считать, что касательные составляющие векторов поля в рас

крыве связаны соотношением, аналогичным имеющему место в локально» 
плоской волне,

(20) [п$]=У®«, ReY>0 на 2,

где Y — адмитанс, являющийся функцией точки на 2. Тогда формулу (19) 
можно переписать следующим образом:

I $®t {[пН«]-УЕ(«}^|2

3 От этого требования легко избавиться.

(21) P-------- 2-------- ;---------------------------------.
8 ^ I @t I2 Re Yds

E

Применив к числителю неравенство Коши — Буняковского, получим оцен
ку сверху
(22) p^J_jl(nH4-yE,0!2^.

X

Очевидно, равенство здесь имеет место при

(23) S< = RtY {[пН°] ” ТЕ‘0} На 2’

где А — константа.
Таким образом, в приемник поступает максимальная мощность Рм&ѵс„ 

равная правой части (22), если в раскрыве 2 создается (в режиме пере
дачи) оптимальное распределение (23).

Формулы (21)-(23) получены при пренебрежении токами, затекаю
щими на наружную поверхность антенны в режиме передачи при полном 
согласовании тракта (Ri=R_t=0) и при выполнении условий (20). Оста
новимся на последних подробнее. Второе из них равносильно требованию, 
чтобы ваттный поток мощности в любой точке 2 был направлен наружу 
в режиме передачи. Что касается первого условия (20), то оно требует 
только, чтобы силовые линии электрического и магнитного полей были 
ортогональны3 в раскрыве 2. Более существенно то, что функция Y мо
жет зависеть от распределения 6, на 2, чего мы не учитываем, полагая 
функцию Y заданной.

Наконец, еще один вариант формулы типа (11) можно получить, стя
гивая S к поверхности Si+s (рис. 1). Поскольку 6,=0 на $і и 6,= 
= (l+fl_i)E/ на s (последнее следует из (4) в предположении, что нор
мировка обеспечивает выполнение равенства E^=E1 на s), то форму-
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ла (11) приобретает вид
E*(nhJds J

(24) Р = ±^-------- ---------- Z-------
-Rej(E*H*lds

Однако теперь S=si+s и определение h при краевом условии et=0 на 
$і+$ значительно сложнее.

Выше при определении максимальной мощности, поступающей в при
емник, ставились добавочные условия типа (14) на S или (20) на S. Мо
жет возникнуть естественный вопрос: зачем эти условия, если приемная 
антенна не может принять больше мощности, чем излучает передающая, 
т. e. принимаемая мощность ограничена и задача о ее максимизации 
должна иметь решение без добавочных условий. Ответ на этот вопрос оче
виден. При постановке задачи фиксировалась не мощность, излучаемая 
первичными источниками — токами J и Р, а сами эти токи (или первич
ное поле E0, H0, что то же самое). Таким образом, пользуясь терминоло
гией теории цепей, имеем задачу с заданным генератором тока, где ток 
фиксирован, а отдаваемая им мощность может быть любой в зависимости 
-от нагрузки. В нашем случае генератором являются заданные токи J и P,
я нагрузкой — приемная антенна. Перестраивая последнюю, т. e. меняя ее
направленность, можно отобрать у источников любую мощность. Поэтому
введенные выше добавочные условия ограничивают, по существу, направ
ленность приемной антенны и практически устраняют ее влияние на пере
дающую (токи J, Ju). При этом мощность, излучаемая последней, оказы
вается фиксированной и равной

Px = YfRefE0H0lds>

sz

тде Ss — поверхность, окружающая токи J, Р.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
1984 № 9

УДК 621.396.67.01

О МАКСИМУМЕ МОЩНОСТИ, ПРИНИМАЕМОЙ АНТЕННОЙ 
В СРЕДЕ С ПОТЕРЯМИ

Фелъд Я.Н.

Показано, что при фиксированном первичном падающем поле в 
среде с потерями максимальная мощность, принимаемая антенной, ко
нечна. При этом нет необходимости, ограничивать направленность 
приемной антенны, как это следует делать для получения конечного 
максимума при отсутствии потерь в среде. Даны формулы для макси
мума принимаемой мощности и оптимального распределения поля, ко
торое должна создавать рассматриваемая антенна, в режиме передачи 
на некоторой окружающей ее поверхности, чтобы в режиме приема она 
обеспечивала прием максимальной мощности. Полученные результаты 
проиллюстрированы на примере линейной проволочной антенны.

Задача о максимизации принятой мощности из падающей на прием
ную антенну первичной волны E0, H0, возбуждаемой заданными источни
ками — токами J и Ju, не имеет решения. Для того чтобы такой максимум 
существовал, необходимо, как это показано в [1], ограничить тем или 
иным способом направленность приемной антенны. Однако возможен 
иной (в некотором смысле более общий) подход к рассматриваемой зада
че, подсказываемый общей теорией цепей, не требующий ограничения 
направленности и в то же время обеспечивающий существование конеч
ного максимума принимаемой мощности. Действительно, известно, что 
генератор тока (ток фиксирован) может отдать любую мощность в зави
симости от величины сопротивления нагрузки. В то же время, если гене
ратор тока зашунтирован внутренней фиксированной проводимостью Уг 
(см. рис. 1), такая система может отдать в нагрузку максимальную мощ- 
HocTb,j3aBHyro |Z|2/8ReKr, при условии, что проводимость нагрузки Ун 
равна Уг (черта — знак комплексного сопряжения). Таким образом, в слу
чае генератора, изображенного на рис. 1, максимум существует без ка
ких-либо добавочных условий. Чтобы он был конечен, необходимо и до
статочно выполнения неравенства Re Уг#=0.

Переходя к нашей задаче о приемной антенне, сопоставим генератор 
тока первичным источникам поля E0, H0, а шунтирующую проводи
мость — среде, окружающей их; реактивная проводимость последней ха
рактеризуется величиной iG)e', а активная — удельной проводимостью о 
среды. По аналогии для существования конечного максимума мощности, 
поступающей в нагрузку — приемную антенну — достаточно, чтобы про
водимость среды o^0. Необходимо, следовательно, рассматривать среду с 
потерями, что также более соответствует реальным условиям. Потери в 
среде далее будем учитывать, вводя комплексное e и комплексное волно
вое число к (ІтА<0; зависимость от времени expzco^). При полном со
гласовании фидерного (одномодового) тракта с приемником мощность, 
поступающая в последний \ определяется одной из следующих фор
мул [1]:

1 А точнее мощность, проходящая через выбранное сечение s тракта, где выс
шие типы волн успели затухнуть. При наличии потерь в тракте она несколько 
отличается от поступающей в приемник.
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Jj*(J6-J^)dy I 2

ѴО

<1) p=----- --------,
-8Re f[E‘H‘]ds

8̂

| J {@[nH°]+$[nE°]ds | 2

(2)
Sp =-------------------

-8ReJ [E‘W]ds

s
| J@(nhJds |

(3)
Sp =------------ .

-8ReJ [E‘EP]ds

2 T. e. вместо приемника включен генератор.

Здесь J, Jg — плотности первичных источников (электрических и маг
нитных токов) распределены в объеме р0, расположенном вдали от при
емной антенны; ®, $ — поле рассматриваемой антенны, когда она работа

Рис. 1 Рис. 2

ет в режиме передачи 2 и в тракте по направлению к антенне бежит ос
новная мода E1, Н1; n — единичный вектор нормали, направленный внутрь 
произвольной геометрической поверхности 5, охватывающей приемную 
антенно-фидерную систему, и по направлению к приемнику на сечении 
s тракта, ds=nds (рис. 2); h — магнитный вектор поля e, h, создаваемого 
теми же источниками, что и поле E0, H0, но удовлетворяющего условию 
e,=0 на S.

Очевидно, тангенциальные составляющие ®^ и $t в общем случае свя
заны между собой иа поверхности S соотношением

(4) [п£]=Л®< на 5,
где А — некоторый линейный оператор, зависящий только от формы по
верхности S и не зависящий от конкретного распределения ®z на S.

Оператор А может быть найдеп в результате решения первой краевой 
задачи электродинамики — определения поля вне S по заданным на ней 
значениям ®ь Эта задача всегда имеет решение, так же как и вторая,— 
определение поля по заданному $t на 5, поэтому оператор А имеет обрат
ный А~1.

Поскольку 6, $ — поле антенны в режиме передачи, то поток вещест
венной части комплексного вектора Пойнтинга этого поля через поверх
ность S наружу должен быть положительным, т. e.

ReJ [®£]ds<0.

s
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ReJ [6$]ds=—Re

8 В

Re (^,Л®,)>0.

j ^tA@tds<0

Напомним, что элемент ds направлен внутрь S. Подставляя сюда (4}, 
получим

(5)

или
(6)

Здесь (x, у) — скалярное произведение в L2(S). Любой линейный опера
тор можно представить в виде
(7) A=Ar+iA^

где
Л+Л*

А<
Л—Л*

2i
А* — оператор, эрмитово-сопряжен

ный с Л.
Поскольку Ar и Ai — самосопряженные операторы, то, подставляя (7} 

в (6), найдем

(6a) (@<?ЛА)>0.

Таким образом, оператор Лг должен быть положительным (Лг>0). 
Используя закон сохранения энергии, можно записать

(8) Re J (E*H4ds=Re j [@i]ds.

а 8

При этом предполагается, что поверхность S расположена на таком рас
стоянии от приемной антенны, что потерями на пути от 5 к S можно пре
небречь и, кроме того, тракт идеально согласован с антенной. Соотноше
ние (5) позволяет переписать предыдущее равенство так: 

(8a) ReJ (E*H*Jds=-R'e(6,MSt)=-(StMA).

Аналогично этому при помощи (4) придадим интегралу, стоящему в 
числителе формулы (2), следующий вид:

Подставляя (9) и (8a) в (2), получим

J (@InH'J+6(nE4)ds=(gi, [пН°]) — (6(,А*Е(°)

или
S

(9) J (@[nHe]+^[nE’]}ds=(@UrM),

где
(10) M=A"'((nH4 -ЛТ°),

лг-‘- оператор, обратный Лг.

(Н) n_ 1№,А,М)Г
8(®,.Л,®,) '

Варьируя 6, на 5, определим максимум P. Так как Аг — положитель
ный самосопряженный оператор, то справедливо обобщенное неравенство 
Коши — Буняковского:

|(®Г,ЛГМ)|2^(®„ЛА)(М,ЛГМ).
Подставляя его в (11), находим

(12) р^±(М,ЛгМ),
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а следовательно,
(13) Рмакс = 4-(М,ЛгМ).

о

Максимум P реализуется при
(14) ©.=аМ^аАл1 ([пІГ] -Л*Ё°) на S,

где а — константа.
В этом можно убедиться, подставляя (14) в (11). На основании ска

занного в начале статьи максимум P, определяемый формулой (13),коне- 
чен, если проводимость о среды отлична от нуля (о>0).

Подобным образом можно определить максимум принимаемой мощ
ности, исходя из формулы (3). Для этого запишем цепь равенств:

J @(nh)ds=(@,, [nh]) = (@Ur4r-‘[nh]).

Подставляя это выражение и формулу (8) в (3), запишем последнюю 
в виде

(15)
l(6UrN)p

8(®ЪЛА)

где

(16) N-Ar*(nhJ.

Прием, использованный выше, позволяет получить формулы типа
(13)-(14) с заменой M на N, т. e.

(17) PMaKC = A(N,AN), 

оптимальное распределение &t на 5, при котором этот максимум реализу
ется, равно
(18) 6f=aN=aT4r_1[nh] на S.

В приближении Кирхгофа можно положить

f 2H,0 на 50С (освещенной части 5),
1 ( 0 на 5зат (затененной части 5)

и
(17a) Рмакс = ^- (Л-‘[пНЧ, [пНЧ)

при

(18a) 6,=2аЛг_1[пН°] на S.

В формулах (17a)-(18a) следует полагать Я/=0 на 5зат.
Расчет по формулам (13), (14) или (17), (18) упирается в нахожде

ние оператора Аг~1. Для определения последнего нужно найти снача
ла Л, т. e. решить первую внешнюю краевую задачу электродинамики 
(определить [пф] на S по заданному @f на S). Проще всего это сделать 
для сферической поверхности S.

Рассмотрим пример. Для максимального упрощения задачи и прида
ния решению наибольшей наглядности возьмем в качестве приемной ан
тенны прямолинейный провод длиной 21. Тогда в режиме передачи 
поле @, $ будет иметь только три компоненты 6$, ®г, $ф. Здесь Ф, <p, r — 
сферическая система координат, ось z которой совпадает с осью провода, 
а начало координат — с центром провода (рис. 3). Такое поле можно 
выразить через один «электрический» потенциал Дебая U по известным 
формулам [2]. Вне сферы S радиусом г0 с центром в начале координат 
отношение U/r удовлетворяет однородному уравнению Гельмгольца и
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представляется следующим рядом:

и = У, anPn (cos О) Ѣп {кг),

n=l
где

&„(Лг) = У^Яп%(Аг),

ап — постоянные коэффициенты. 
Выпишем компоненты поля

(19)
„ 1 д2и ^ іше dU т / д2 , \ тт
@o =-------------- , $,=------------------, (Sr = l--------hA2lt7r дг дЪ ™ r d-& \ dr2 /

ИЛИ
oo

к6o =--------У, anPnl (cos Ф) ^n' {kr),

(20) '
n=l

. 00
& = ^- У, anPnl (cos tf) £„ {kr).

n=l

Здесь e и к — комплексные величины.
Соотношение (4) теперь заменим следующим:

(21) фф=Л@в на S,

т. e. оператор А определен на скалярных функциях от ft. Поскольку в 
настоящем примере оператор А определен соотношением (21) вместо (4)г

выведем заново формулы для максимальной принимаемой мощности и 
оптимального распределения. Будем исходить из выражения (3). Оче
видно, что

я
J @(nhJds= J боЛ,, ds=2n,r02 J бДфс₽ sinftdft,

S В 0

где
j 2я

(22) ЛФС₽ = — f ЛФ dq>.
2л J

0
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Аналогично с учетом (8) получим

Re J [E‘Hl]ds=—Re j Go&ds=

s S

я

=—2лг02 ReJ ®<м4®0 sinftdft.

0

Введем новое скалярное произведение

(23) (x, у) = Jx (О) у (-ft) sin *ft d&.

Тогда предыдущие два равенства запишутся так:

J ®[nh]ds=2jtr02(6o,feTcp),

в
Re f [E1Hr]ds=-2nro2Re(6#M®«)------2лго?(б»,4г®«).

V

Подставляя эти выражения в (3), найдем

p _ l(^fe^)H I(^,ArA-1^)!2

8(@о,Аг®*) 8(6*,Ar@*)

Эта формула аналогична (15) и из нее так же, как из (15), следует (см. 
(17)-(18))

(24) Рмакс = ^- (Ar-'h^, ЛФср)

при

(25) ®о=аАг_1Лфср на S.

Подчеркнем, что здесь оператор Ат определен по формуле (7), где 
оператор Л* сопряжен с А относительно нового скалярного произведе
ния (23).

Возвратимся к рассмотрению оператора А. Из соотношений (21) и 
(20) сразу следует, что собственные функции <рп и собственные значения
Xn оператора А, удовлетворяющие уравнению

Афп А*п'фп»
определяются формулами

/О£?\ n i/ ол Л ^е £п(Аг0)
(26) фп=Рп1(С08<&), An = —=Z--------------.

fVp, Sn'(^o)

Собственные функции <р„ ортогональны, т. e. выполняется условие

(фп, фт) =0 при n^=m.

Поскольку собственные функции оператора А образуют ортогональный 
базис, а величина |Xn| с ростом n убывает как n-1, нетрудно показать, 
что оператор А* имеет те же собственные функции Pn*(cosO) и собствен
ные значения Лп. Учитывая это, заключаем, что собственные функции и 
собственные значения оператора Аг будут соответственно Pn*(cos*&) и 
Re Л„.
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Действительно (см. (7)),

1 1
^гфп ^- (^4фп”^”^4*фп) p (^пфп^" ^пфп) ==Re (Xn) фп,

где 
Ф^РпЧсоэФ).

Для нахождения Рмакс и @^ по формулам (24)-(25) определим преж
де всего функцию
(27) W^Ar-^.

Уравнение, которому удовлетворяет W, имеет вид
(28) ArW=hjt

Ищем решение (28) в виде ряда по собственным функциям операто
ра Аг:

(29) PT = ^eJV(cose),

n=l

где постоянные сп подлежат определению. 
Подставляя (29) в (28), найдем

(30) у1| cnReXnPn1(cosO')=fe<₽cp,

т. e. для нахождения сп необходимо разложить Лфср по функциям Ле
жандра.

Зададим первичное поле в виде волны, возбуждаемой электрическим 
диполем с моментом p, ориентированным параллельно оси z и находя
щимся в точке Ф=л/2, ф=л, r=R, где R>rQ (рис. 3).

Величина йфср на 5, которая нас интересует, является средним зна
чением (см. (22)) компоненты йф полного поля, возбуждаемого указан
ным диполем в предположении, что сфера S металлизирована.

Для нахождения АФср воспользуемся методом, предложенным в 
[3, с. 1834—1835]. При этом ограничимся электрическими парциальны
ми волнами, независящими от ф, поскольку среднее значение йф для ос
тальных волн равно нулю. Несложные выкладки по формулам, приведен
ным в [3], позволяютзаписать

ЛФСР
іыр 

^TcroR
yi ' 2n+l ^71' (kR^2^d п2+п Ѣп'(кг0) ^V(0)PJ(costf).

Здесь и ниже штрих у суммы означает, что суммирование идет по нечет
ным n, так как Р„ (0) =0 при четных n. Если устремить R и p к беско
нечности так, чтобы

i^pZn(kR)

4л R
exp

[.(»+1)у],

то первичная волна превратится в плоскую с единичной амплитудой маг
нитного вектора и

(31)
,;.._ ‘ у'2"+1 р-'<") и:р

Ф Го 2ші п2+п£п'(кг0)
n=l

Подставляя это выражение в правую часть (30) и приравнивая по
членно правые и левые части, найдем

.,,, 2"+і р-'<°> ехрН"+1)г]
r0(n2+«) %n'(kro) ReAn

1674

709



Таким образом, величина W (см. (27)) определяется рядом (29) с, 
коэффициентами (32). Этот ряд равномерно сходится на интервал^ 
•О^^^л.

Не сложный, но громоздкий расчет показывает, что при наличии по
терь (Ime=^O и Im&=^0) коэффициенты |сп| убывают с ростом n как 
— /---^Г-°І \ . Следовательно, ряд (29) сходится очень быстро к непре- 

n \ 2n /

рывной функции 3.

3 Если o=0, то |сп| растет как (2п/екг0)п и ряды (29), (33)-(34) расходятся.

Формула (24) для оптимального распределения 6 на S (в режиме 
передачи), обеспечивающая реализацию максимума принимаемой мощно
сти (в режиме приема), с учетом (27) и (29) позволяет написать

• /
X33) 6o=a^ c,JV(cosft) на 5,

n=l

где a — постоянная, которая определяется мощностью генератора в ре
жиме передачи и может быть взята любой.

Аналогично формула (25) с учетом (31) и (32) дает

(34)
' п2+п

2n+l
I Cn 12 Re Xn.

Коэффициенты сп определяются выражением (32), и вследствие их 
быстрого убывания ряды (33)-(34) очень хорошо сходятся; Хп опреде
лены второй формулой (26).

Зная @< на S (формула (33)), можно определить распределение 
тока I вдоль линейной антенны, обеспечивающее в режиме передачи это 
оптимальное поле на S. Эту задачу можно свести к интегральному урав
нению первого рода, но мы используем другой метод, развитый в [4]. 
Согласно этому методу, введем на геометрической поверхности S семей
ство вспомогательных поверхностных электрических токов

(35) Kn=Pn*(costf)i*, n=l,3,5,...

Создаваемые ими поля в свободном пространстве обозначим соответст
венно Еп, Нп, которые определяются потенциалами Дебая следующего 
вида:

Un=Pn(cosft)
------^n'(kro)Zn(kr) при г>г0, 
0)8

— Ѣп (кго) ^n (kr) при г<Го,
0)8

где

Поле Еп, Нп найдем по формулам (19). Выпишем интересующую 
нас компоненту

7* 77^^^~ 77
<36) Егп=—------ -^n(kr)t,n'(kra)Pn(cos"&), г<г0.

сое r*

Применяя к полям 6, $ и Еп, Нп лемму Лоренца, получим

i
J Kn6ds=j7Endz, n=l,3,5,...,

s -1 
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где интегрирование справа идет вдоль линейной антенны. Подставляя 
сюда (33), (35)-(36), запишем это равенство в виде

0 0

При этом положено a=l.
Составляющая G^ — четная функция

__ 4лг0юесп
(2п+1)£/(Лт0) ’

относительно cosft, так как

P2n+i(x)=P2n+i(-x) (см. (33)), поэтому искомый ток 7(z) должен быть- 

четной функцией z. Учитывая это, запишем

(37)
0

2лг0о)есп

(2n+l)^/(Aro)

Левая часть здесь является коэффициентом типа фурье-тока I(z) по пол
ной системе функций, биортогональной к ^n(fcz) с весом z~2. Поэтому 
для нахождения Z(z) может быть использован один из методов, описан
ных в [4], куда мы и отсылаем читателя.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1985 Вып. 3

УДК 621.396.67.01

ПРЕДЕЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА НАПРАВЛЕННОГО 
ДЕЙСТВИЯ АНТЕННЫ, РАСПОЛОЖЕННОЙ В СРЕДЕ 

С ПОТЕРЯМИ
Фелъд Я. H.

Показано, что коэффициент направленного действия антенны, 
находящейся в среде с потерями, ограничен и его максимальное значе
ние конечно.

ВВЕДЕНИЕ

Как известно [1], для существования конечного максимума КНД ан
тенны необходимо вводить добавочное ограничивающее условие. Различ
ные варианты таких условий приведены, например, в [2] \ Аналогичная 
картина имеет место при работе антенны в режиме приема, когда конеч
ный максимум принимаемой мощности (при фиксированном падающем 
на антенну поле) имеет место только при введении некоторого ограничи
вающего добавочного условия [3]. Однако в работе [4] показано, что при 
наличии потерь в среде, окружающей антенну, максимум принимаемой 
мощности конечен и нет необходимости вводить добавочное ограничиваю
щее условие. Учитывая тесную связь между работой антенны в режимах 
передачи и приема, а также формулу M. С. Неймана, из которой следует, 
что принимаемая мощность пропорциональна КНД антенны, можно, оче
видно, предположить, что при наличии потерь в среде, окружающей ан
тенну, максимум ее КНД будет конечен и при отсутствии ограничиваю
щего условия. Ниже мы постараемся показать это, используя метод, в об
щих чертах намеченный в [2, (18) — (21)]. Этот метод, как будет видно, 
нуждается в некотором уточнении и обобщении на случай потерь.

1. КНД АНТЕННЫ ПРИ НАЛИЧИИ ПОТЕРЬ

КНД в точке наблюдения q0 (с сферическими координатами г0, Ѳ0, фо) 
будем определять формулой

(1)
l^p(go)l2 

l^o(go)l2'

Здесь Ер — интересующая нас компонента электрического вектора рас
сматриваемой антенны, а Е0 — электрический вектор поля гипотетической 
ненаправленной антенны; при этом предполагается, что мощности излу
чения обеих антенн одинаковы: Wz=Wos- Если точка q0 находится в даль
ней зоне рассматриваемой антенны, то это определение совпадает с обыч
ным. Поскольку дальняя зона ненаправленной антенны начинается вблизи 
нее, можно полагать, что

(2)
n / e

Wz=W0Z=2jir02e2h’^Re —|E0(g0)|2, 

где fc"=-Imfc, к">0 (зависимость от времени взята в виде exp (iat)).

1 Пользуемся случаем отметить, что в формулах для КНД в [2] пропущена 
двойка в знаменателе.
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Отсюда следует

|Е0|2=|------------—--------=p
2лг02е2к' 'г° Re V—

' R

(3)

Таким образом (см. (1)),

D = _a l^p(go)_P ^ а=4ЯГоге»’'r, ReУJL. 

2 W£ ' p.
Если ввести диаграмму направленности по формуле

: F(9o,To)=limroe'*r°E(go),
Го^-оо

то КНД (для дальней зоны) можно записать в видё

o_2„ReyZ 1^<е.,Ф.)Г

Г J Ц Ws
(За)

Пусть s — геометрическая замкнутая поверхность (рисунок), обхваты
вающая рассматриваемую антенну и находящаяся вблизи нее на расстоя-

/*
/V

I
I
I
I
I
I
I
I
I
1

нии, где экспоненциальным множителем затухания мож
но пренебречь exp (-2A"r) ^1. Тогда очевидно, что

(4)
Ty. = ^-ReJ [EH]ds.

3
В этой формуле черта — знак комплексного сопряжения, 
ds=nds, где n — наружная нормаль к 5. Рассмотрим под
робнее формулу (4). Зная касательную составляющую Ef 
на s и решая первую граничную задачу электродинамики 
[5], можно определить касательную составляющую Hf 
на 5. Из сказанного и принципа суперпозиции следует, 
что Hf и Ef связаны соотношением

(5) [Нп] =ЛЕ, на s,4__

\

где А — линейный оператор, определяемый из решения указанной гранич
ной задачи. Подчеркнем, что оператор А зависит от формы поверхности s 
и не зависит от конкретного распределения Е( на s. Установим прежде 
всего некоторые свойства оператора А.

Оператор А имеет обратный А~1. Это следует из теоремы единственно
сти для второй граничной задачи электродинамики [5]. Так как рассмат
риваемая антенна передающая — источники поля находятся внутри s — 
то поток ваттной мощности через s должен быть положительным, т. e.

(6) 2W>*Ref'[EH']ds>0.

8

Поскольку, учитывая формулу (5),

[ EH] ds=E [Hn ] ds=Ef4Efds,

неравенство (6) перепишем так:

(7) 2PTx=Re jE,^E,^Re(E,,4E,)^.

Здесь (x, у) — скалярное произведение в пространстве Lz(s). 
Оператор А можно представить в виде

(8) A=A,+iAl = ^f+i±^,

где Л* — сопряженный с А (в пространстве L2(s)) оператор,Лги4< — са- 
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мосопряжепные операторы. Используя эту запись, можно придать нера
венству (7) вид

(9) 2Ж2=(ЕИ ДгЕг)>0.

Таким образом, оператор jlr=Re А должен быть положительным.
В работе [2] условие положительности оператора Аг вводилось как 

некоторое волевое требование, которое можно и не ставить. В данной жѳ 
работе показано, что оно является следствием физического существа зада
чи и всегда выполняется для любой излучающей антенны.

Числитель в (3) определим, используя известную формулу [2, 5]

(10) E,(g,) = ^f {[Eh] — [eH])ds.

гсо •
Здесь e, h — поле вспомогательного диполя, расположенного в точке на
блюдения qQ с единичным моментом р; при расчете этого поля параметры 
среды, находящейся внутри s, можно брать любыми, например, равными 
параметрам внешней по отношению к s среды или любыми другими.

Используя соотношение (5) и запись при помощи введенного выше 
скалярного произведения, формулу (10) можно представить в следую
щем виде:

icoEp(^o) = (Ef, (hnJ)-G4E,,eJ
или

foSp(go) = (E,, (hnJ)-4*eJ.

Вводя обозначение

(11) M=A-4(hnJ-A%),

запишем окончательно

(12) fco^p(^) = (E,,AM).

В формуле (11) Лг"1 — оператор, обратный Аг. Используя выраже
ния (9) и (12), придадим формуле (3) следующий вид:

(13)
al(EUrM)l2

со2 (Е/,ЛгЕі)
Так как Аг — положительный самосопряженный оператор, то имеет место 
обобщенное неравенство Коши — Буняковского

(Ef,AM)l^(Ef,XrEO(M, ЛМ).
Учитывая его, получим из формулы (13) следующее неравенство: 

Z)^4(MMrM),
со2

т. e.
(14) DMaKC=4(*M'M)-

со2
Этот максимум реализуется при

(15) E,=pM^p^r-*nhnJ-^*eJ на$,

где Р — константа. В этом легко убедиться, подставив (15) в (13).
Если при расчете поля e, h вспомогательного диполя среда, находя

щаяся внутри 5, предполагается идеально проводящей, то формулы (11), 
(15) упрощаются. Действительно, при этом е^=0 на s и указанные фор
мулы принимают вид

(lla) M=4r4hnb
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(15a) Ef=04r"*fhnJ на s.

Максимальный КНД DMaKC при этом по-прежнему выражается форму
лой (14). Эти формулы формально проще, но расчет поля e, h усложняет
ся при краевом условии e^=0 на s. Однако если использовать приближе
ние Кирхгофа, то К на s элементарно выражается через магнитный век
тор вспомогательного диполя, рассчитанный для однородной среды (с па
раметрами внешней к s среды).

Любопытно отметить, что оптимальные распределения (15) и (15a), 
обеспечивающие реализацию максимального КНД антенны (14), анало
гичны распределениям, обеспечивающим максимум принимаемой мощно
сти в приемной антенне (см. [4, (14), (18)]. Также аналогичны форму
лы (14) для Z)MaKC и (13) для Рмакс из работы [4].

Эта аналогия на основании соображений, приведенных в [4] и под
твержденных соответствующим примером, позволяет утверждать, что при 
наличии потерь в окружающей антенну среде £>макс ограничен.

Указанная выше аналогия позволяет сразу написать выражения 
для оптимального распределения поля Ef и DM&KC в случае, когда антенна 
представляет собой прямолинейный провод. Для этого достаточно вос
пользоваться соответствующими формулами из работы [4], что мы остав
ляем сделать читателю. Здесь же рассмотрим следующий пример.

2. ПРИМЕР; ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА

Возьмем в качестве антенны бесконечную вдоль оси z цилиндрическую 
систему, имеющую любую форму в сечении z=const. При этом как поле, 
так и геометрия задачи не зависят от координаты z. Электрический вектор 
поля будем считать поляризованным параллельно оси z. В качестве s 
теперь удобно взять цилиндрическую поверхность радиусом а, охватываю* 
щую антенну. Будем теперь пользоваться цилиндрической системой коор
динат /?, <p, z с центром в области антенны. Контур, образующийся при 
сечении поверхности s плоскостью 2=0, обозначим буквой Z; его уравне- 
ние — 7?=а, 2=0. По-прежнему определяем КНД формулой (1), но W? 
и Woz теперь означают мощности излучения соответствующих антенн, от
несенные к единице длины, измеряемой вдоль оси z. Так, например, вме
сто формулы (4) имеем

(16) ^ = ARej(EHJndZ,
2 ь

где n — наружная нормаль к s, a dl — элемент длины контура L.
Для КНД справедлива также формула типа (3):

(17) D = ^ ^°)|2 (a = 2n^"*-Rep^y).

Здесь ^о — точка наблюдения с координатами Я0, q^(zo=O). На контуре* 
(круге) L касательные к s составляющие Ez и Яф связаны теперь соотно
шением

(18) -ЯФ=ЛЯ2,

где А — линейный оператор, определенный на скалярных функциях от qk
Используя (18), перепишем формулу (16) в виде

РИ2 = — Ве^£4/?гіф, Е=Ег, dl=adq,

2 L

или, вводя повое скалярное произведение

(19) (x,y)=^xydtp,
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в виде

(20) ^z = yRe(^^) = y-(^,4^).

Здесь оператор Ат определен по формуле (8), где оператор А* сопряжен 
с А относительно нового скалярного произведения (19).

Займемся теперь числителем формулы (17).
Очевидно, что поле E удовлетворяет вне антенны однородному дву

мерному уравнению Гельмгольца. Поэтому, используя формулу Грина, 
можно записать

f dG(21) £(go)=aj£~d<p,
L dlt

где G=G(g, g0) — функция Грина, обращающаяся на L в нуль; q(R, ф) — 
точка интегрирования. Далее можно записать, используя обозначе
ние (19):

.(22) |£(go)P=a’|(E,^)|2.

2 В классе четных функций.

Формулы (20), (22) и (17) позволяют получить следующее выра
жение:

І(^)Г
<23) D=aa

(Е,АТЕ) •

Отсюда, применяя обобщенное неравенство Коши — Буняковского, полу
чим, как и выше,

(24)
„ / л _, dG dG \
DMM-aa[Ar dR>dR)-

Этот максимум реализуется при 

fi'oUT=M^*4b' на L (на S)’ 
Orl

(25)

P — константа.
Поле E, H, излучаемое антенной, вне L при R>a определяется фор

мулами
oo

E=EZ= ^^cnHn} (fcR)cosmp,

n = 0

(26) oo

яф = ------- УспЯп(2)’ (Afl)cos Пф.
/С°Н п=0

При этом для простоты записи предполагаем, что поле четно относительно 
ф; в противном случае нужно было бы приписать еще члены с sin Пф.

Из формул (26) и (18) следует, что собственные функции фп и собст
венные значения 1П оператора А, удовлетворяющие уравнению

Лфп ^пфти

определяются выражениями
ik Н™' (ka)

(27) q,.-eosnq., ^- — Я,.,(М •

Так как функции cos пф образуют ортогональный базис2, то оператор Л* 
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имеет те же собственные функции cos тмр и собственные значения Хп. Учи
тывая сказанное, можно написать

Лг<рп=(Ке %п)<Рп,
т. e. фп и ReXn являются собственными функциями и собственными зна
чениями оператора Аг.

Для определения /)макс и Eowt по формулам (24) и (25) необходимо оп
ределить функцию

(28)

Она удовлетворяет уравнению

(29) Arw =
dG 

dR R=a

Для дальнейшего продвижения необходимо прежде всего определить 
функцию Грина G. Эта функция вследствие (21) должна иметь в точке q0 

1
особенность типа — о—lnp, где р — расстояние между q и q0. Так как

вне q0 она удовлетворяет однородному уравнению Гельмгольца, то задача 
ее определения (в терминах теории поля) сводится к нахождению полного 

поля при дифракции первичной волны *фо=----- -Н™ (Ар) на контуре L
4

c нулевыми краевыми условиями. Если точка qQ с координатами R0, qpo=Os 
находится в дальней зоне контура L, то первичная цилиндрическая волна 
в окрестности L будет локально плоской и ее можно записать там в виде

Будем искать вторичное поле при R>a в виде ряда

фо~^ег*л СО8 ф
или

oo

(30)
^о=т{ Уо(АЛ)+2^ inJn(kR)cosnq)

где

(30a) 1=-і]
/ ■ ^ g-i(M*o_n/4)

8лА7?0

00

(31) Ъ=а>Н^(кП)+^апН™ (W?)cos(n<p-on),

n=i

где ап и On — искомые постоянные.
Учитывая, что ^+^o=O на L, получим о„=0,

Л (ka)
а°=~ЧН^(ка)

3 Предположение, что фо=О не уменьшает общности, так как ось, от которой 
отсчитывается ф, может быть любой.

ап=-2^іп при п>0.
Jn(ktt)

H^(kaf

Так как С=ф+ф0, то, учитывая (30) и (31), на L имеем формулу 

(32)
dG I
dR I д=а

^n+l
Н™(ка)

COS Пф.

Штрих у суммы указывает на то, что при n=0 коэффициент 4 следует 
заменить на 2. Ищем решение уравнения (29) в виде ряда по собственным
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функциям оператора Лг:

(33)

oo

Cn cos пф.
n = 0

Подставляя это выражение в (29), найдем
oo ______

^j Cn Re Xn cos пф = ^^

л дЛ
71 = 0

Отсюда, учитывая формулу (32) и приравнивая почленно соответствую
щие ряды, получим

Г- _2^ 1 ^_4y(-0^1 1
0 iiaReXo Я^(^) ’ " naReX„ H^(ka) °P“ '

Используя формулы (25), (28) и (33), можно написать
00

^опт=^ j^j Cn cos тіф на А,

а формулы (24), (28), (33) и (32) дают

(34)

(35)

R=a

(36) DM.,,c-4a^ и^^

или при использовании (34), (17) и (30a)

(37) ^макс
4 л/ e у ' 1

"l*«l Re' H £) X2>(fca)|2Re%» ’

Штрихи у сумм указывают на то, что при n=0 коэффициент 4 должен 
быть заменен на 2 в формуле (36) и на 1 в формуле (37).

Напомним, что j3 — несущественная постоянная, зависящая от ампли
туды и фазы напряжения генератора, подключенного к антенне.

Несложный расчет показывает, что величины |СП| убывают с ростом n 
(^I Jjj^j J \ w

—^----- ) п'\ Следовательно, ряды

(35) и (37) быстро сходятся, причем первый из них к непрерывной функ
ции. Таким образом, КНД ДмаКс (определяемый рядом (37)) конечен при
наличии потерь в среде. Не трудно показать, что при отсутствии послед
них рЯДЫ (35) И (37) раСХОДЯТСЯ И РМакс=°°.

Выражаю глубокую признательность M. С. Аграновичу за помощь при 
рассмотрении примера.
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АКАДЕМИЯ НАУК СССР

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
ЖУРНАЛ ОСНОВАН В 1956 г. ВЫХОДИТ 12 РАЗ В ГОД

Том XXXI Июль 1986 Вып. 7
МОСКВА

УДК 537.874.4.001.24

РАССЕЯНИЕ ВОЛН НА ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩИХ 
И ИМПЕДАНСНЫХ ТЕЛАХ

Фелъд Я. H.

Предложен метод для расчета рассеяния волны на одном или не
скольких идеально проводящих телах, а также телах с импедансными не
однородными и анизотропными краевымиусловиями. Введѳнывспомога- 
тельные источники на некоторых поверхностях, расположенных внутри 
этих тел, в частности, эти поверхности могут быть стянуты в точки. При 
помощи леммы Лоренца определены коэффициенты Фурье для плотно
сти реального или эквивалентного тока на поверхности рассматриваемых 
тел, а затем найдены сами токи и возбуждаемые ими рассеянные поля. 
Приведен пример расчета.

ВВЕДЕНИЕ

Задача рассеяния на одном или нескольких идеально проводящих те
лах сводится к первой внешней краевой задаче электродинамики — нахож
дению рассеянного поля по известному значению тангенциальной компо
ненты электрического вектора на поверхности тел. Последняя задача рас
сматривалась в работе [1] при помощи метода, предложенного в [2, 3]. 
Аналогичным методом может быть рассмотрено рассеяние электромаг
нитной волны телами с импедансными или в общем случае «операторны
ми» краевыми условиями. Для этого метода характерно введение вспомо
гательных токов непосредственно на поверхности рассматриваемых тел1. 
Это естественно для тел типа незамкнутых тонких металлических или 
импедансных поверхностей, но совершенно не обязательно для замкнутых 
поверхностей, т. e. для тел, внутренний объем которых существенно отли
чен от нуля. Более того, введение вспомогательных токов на (геометри
ческих) поверхностях, расположенных внутри тела или вообще в области, 
где искомое поле известно (как, например, в [4]), имеет определенные 
преимущества. Действительно, при этом форма поверхности, на которой 
распределяются вспомогательные токи, и сами токи могут быть выбраны 
так, чтобы их поле выражалось в замкнутом виде и не требовало вычис
ления сложных двумерных интегралов, вне зависимости от формы рассеи
вающего тела.

1 Исключением является работа [4], где вспомогательные токи вводились на 
поверхности достаточно удаленной сферы.

© Издательство «Наука», 
«Радиотехника и электроника», 1986 г.
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1. ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩИЕ ТЕЛА

Рассмотрим систему из N идеально проводящих тел, на которые па
дает первичная волна E0, H0, возбуждаемая заданными источниками: 
электрическими и магнитными токами j0, Іоц- Эти токи будем считать рас
пределенными в объеме Ѵ0, находящемся вне указанных тел (рис. 1).

Поверхности рассеивающих тел обозначим Si, s2,.. . , $N- Суммарная
поверхность этих тел $=$і+$2+ • • • +^. Падающая волна индуцирует на s 
поверхностные электрические токи с плотностью К. Рассеянное телами

Рис. 1

поле Ег, Нг, возбуждаемое токами К, совместно с E0, H0 определяет пол
ное поле
(1) E=E+E0, H=H+H0.

Полное поле удовлетворяет краевому условию

(2) [Еп]=0 на s,
где n — единичный вектор наружной нормали к s.

Пусть Sj — некоторая геометрическая поверхность, находящаяся цели- 
N

ком внутри Si (рис. 1), a S= ^ S,- суммарная поверхность. Желатель-
i=i

но, чтобы внутри S лежали все особенности поля, аналитически продол
женного внутрь s [5], так как это может привести к повышению устой
чивости вычислительных алгоритмов (см. (16) — (17)).

Введем на S семейство {Km} (zn==O, 1, 2, . . .) вспомогательных элект
рических поверхностных токов. Поле, возбуждаемое током Кт, обозначим 
Ет, Нт. При расчете этого поля все пространство, включая области, нахо
дящиеся внутри s, будем предполагать заполненными однородной средой
с параметрами, равными параметрам внешней к s среды.

Применим к полям E, H и Еш, Н™ в пространстве, лежащем снаружи s, 
лемму Лоренца:
(3) f {[EmH]-[EHm]}ds=j(joE"‘-^Hm)dy

(s) (Vo)

или, учитывая (2) и равенства

К=[пН] на s, ds=nds,
запишем (3) в виде

(4) J KE"*ds = J (jopHm—joEm)dy, m=0,l,2,...

(s) (ѵ0)
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Интеграл, стоящий справа, может быть также вычислен по следующим 
формулам, вытекающим из леммы Лоренца, примененной к полям E0, H0 
и Em, Нт в соответствующих областях:

(5) f (jouHm—joEm)dv=J{[E°Hm] — [EmHo]}ds = —jKmEods.

(Vo) (в) (2)

Введем обозначения
(6) (K,E^)=Jki^ds:

(s)

Фт=Е(т на s.

Здесь Е(т — тангенциальная векторная составляющая Ет на s, а черта 
сверху — знак комплексного сопряжения. Учитывая (6), можно перепи
сать (4) в следующем виде:

(7) (К,Фт)=ат, m=0,l,2,...,
где
(8) Om = J(jo'*H"*-joE"*)dp.

(ѵ0)

Очевидно, что искомый ток К на поверхности s принадлежит пространст
ву L2(s), если многосвязная поверхность 5 не имеет ребер с углами у вер
шины, равными нулю.

Будем считать, что семейство вспомогательных токов {Кт} линейно 
независимо, принадлежит пространству Z/(2) и полно в нем. При этих 
условиях семейство соответствующих им вектор-функций {Фт} на s при
надлежит L2(s) и полно в нем.

Принадлежность E/n, а значит, и Фт пространству L2(s) очевидна,
так как ее источники — ток Кт — распределены на непересекающейся с s
поверхности 2. Остается доказать полноту {Ф™} в L2(s). Для этого доста
точно показать, что если для любого вектора A^Z7(s) (вектор А задан 
на поверхности s и касателен к ней) выполняются равенства

(9) (А, Фт) =0 при m=0, 1, 2, . ..,

то A=0 на s.
Учитывая (6), равенства (9) можно переписать так:

(10) J AEmds=jKmE{A;s}ds=O, zn=0,l,2,...

(s) (2)

При этом мы использовали лемму Лоренца и ввели обозначение 
Е(А; 5} — электрический вектор поля, возбуждаемого поверхностным 
электрическим током А, распределенным на s (при расчете этого поля все 
пространство предполагается заполненным однородной средой с парамет
рами внешней к s среды).

Поскольку ЕДА; s}^L2(2), а семейство {Km} полно в L2(2), то из (10) 
сразу заключаем, что

(11) ЕДА; $}М) на 2.

Из этого равенства следует

(12) A=0 на 5,

за исключением случая, когда в среде (внешней к s) отсутствуют потери
и частота со совпадает с резонансной частотой сорез хотя бы одного из N 
резонаторов, ограниченного снаружи поверхностью 2< с краевым условием 
E,=0 на 2< (Kf^2V). Действительно, при условии (11) и со#=сорез поле 
Е(А;$}, Н(А;$} тождественно равно нулю внутри 2 и, следовательно, 
равно нулю также всюду внутри s. Если А>1, то мы имеем дело с N от
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дельными резонаторами (см. рис. 1). При этом предполагается, что (в от
сутствие потерь) со не совпадает с сореэ ни одного из них.

Поскольку Ef(A; $} непрерывно при переходе через s, то это поле рав
но нулю также и снаружи s. Таким образом, скачок Н<{А; $} при перехо
де через s равен нулю, а поскольку он также равен А, то и A=0 на 5. 
Следовательно, полнота {Ф™} в L2(s) доказана (исключая случаи, когда
<0=<0рез).

Можно также доказать, что семейство {Фт} линейно независимо на s, 
т. e. из равенства

м
(13) JjCm<Dm=° на s,

m=0

т%е M — любое целое число, а Ст — постоянные, следует

(14) Gn=0, zn=0,l,2,...M.

Учитывая обозначение (6) и линейную зависимость поля от возбуждаю
щего его тока, перепишем (13) (переходя к комплексно-сопряженному 
равенству) так

м M M

(15) ScnvE,^J^GnE,(Kn.:S)=E,jJ^C^:sl = O на s.

т—0 m=0 m=0

(10).
}, возбуждаемое

Здесь использованы обозначения, аналогичные введенным в

Поле E CmKm;sJ, возбуждаемое током Ѵ.С^К™, 
m m

ленным на S, вследствие равенства (15) равно нулю всюду вне поверхно
сти 2. Так как касательная составляющая электрического вектора непре
рывна при переходе через поверхность S, поскольку на ней распределен 
только электрический ток, 
внутри 2 и, следовательно,

м
^j 6z7nKm==0 на 

распреде-

то (если ш^Шрез) поле равно нулю также

2,

поскольку на 2 непрерывен также магнитный вектор. Вследствие линей
ной независимости семейства {Кт} на 2 из предыдущего равенства следу
ет, что Cm=0 при m=0,1, 2,... M и, следовательно, линейная независи
мость {Фт} на s доказана.

Таким образом, если поверхность 2 выбрана так, что ш^=орез (для со
ответствующих резонаторов см. выше), то семейство вектор-функций 
{Фт} линейно независимо на s и полно в пространстве L2(s).

Учитывая это, равенства (7) могут быть использованы для нахожде
ния плотности тока К на 5 одним из двух способов, изложенных в [3]. 
При этом можно получить для К ряд, сходящийся по норме L2(s), с окон
чательно определенными коэффициентами или систему линейных алгеб
раических уравнений для коэффициентов ряда, определяющего К. Зная К 
на s, найдем рассеянное поле Ег, Нг по известным формулам. Ряды для 
этого поля сходятся равномерно [3] всюду вне s. В соответствии со ска
занным можно записать (см. [3])

(16) K=X|CmUm,

тп=0

где (первый способ)
m _______ _ m

(16a) Cm = £anan(m); Um =£ a'm) Ф„,
n—0 n=0
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а коэффициенты a^ находятсяиз условий (Un, Um)=6nm, или (второй 
способ), когда в качестве {Uw} в выражении (16) используется подходя
щая полная (но не обязательно ортогональная) система функций. Тогда, 
подставляя (16) в (7), получим систему линейных алгебраических урав
нений для определения Ст:

oo
(17) ^Ст(ит,Ф„) = ап, n=0,l,2,...

Вместо электрических токов (Кт) на поверхности 2 можно было бы 
задать семейство магнитных поверхностных токов {Ктц}. Равенства (4),_ 
а следовательно, и (7) при этом сохраняются, но под Em, Нт понимается 
поле, созданное магнитным током Ктц. Если семейство {Ктц} линейно не
зависимо и полно в £2(2), то функции {Фш} также линейно независимы 
и полны в L2(s), за исключением случая, когда отсутствуют потери во, 
внешней среде и ш=о)рез — резопатора, ограниченного снаружи поверхно
стью 2 с краевым условием H,=0 на 2.

Дальнейшее решение задачи проводится аналогично случаю электри
ческих токов (Km). Так как резонансные частоты при краевых условиях 
E/=0 на 2 и Hi=0 на 2 различны, то при любом заданном значении со 
можно всегда построить линейно независимое и полное семейство {Фт) 
при произвольно выбранной вспомогательной поверхности 2, не говоря 
уже о том, что выбор последней также в наших руках.

Представляет интерес частный случай, когда поверхность 2,- (i=* 
=1, 2, 3,... ,N) стянута в точку, находящуюся внутри $», т. e. 2 вырож
дается в N точек. При этом вместо поверхностных электрических или маг
нитных токов в этих точках должны быть заданы семейства мультиполей. 
Ограничимся для простоты случаем 2V=1, 2=2i, s=Si. Введем сфериче
скую систему координат r, Ѳ, ф с центром в точке 2. В качестве вспомо
гательных источников, расположенных в этой точке, будем рассматривать 
мультиполи, создающие поля, определяемые потенциалами Дебая [6]:

(18) Ѵ-Ѵ4ЛД(МЛ-(о»зв){С08"’'

r J 2 i sin иф.

Здесь v и n пробегают неотрицательные целочисленные значения.
При помощи одного потенциала (при фиксированных v и n) можно 

построить как электрическую, так и магнитную волну по известным фор
мулам [6]. Если перенумеровать все эти волны при помощи одного ин
декса m (например, так, чтобы нечетным m соответствовали волны элек
трического типа, а четным m — магнитного), то опять получим набор волн 
Em, Нт. Можно показать, что Фт=Е/п (zn=0, 1, 2,...) линейно незави
симы и полны в A2(s). Проще всего это сделать следующим образом. Про
вести внутри s сферу 2° с центром в точке 2 такого радиуса, при котором 
резонатор, ограниченный сферой 2° (с краевым условием E,=0 на 2°), 
имеет резонансные частоты орез, отличные от частоты о рассматриваемой 
задачи. При этом легко найти на 2° поверхностный электрический ток Кш 
(77i=O, 1, 2,...), создающий снаружи сферы 2° поле, совпадающее с Е™, 
Нт, определяемым соответствующим потенциалом (18), а внутри 2° — 
некоторое поле, регулярное там, включая центр сферы 2°. Для этого сле
дует определить поле внутри 2° при помощи потенциала

тт л ~dnkr /т ч_ Гсоэтгф,V=Am H^-Jv+v2(Ar)Pvn(cos0)j .
f J 2 1 sin пф

и найти постоянную Ат из условия непрерывности касательной состав
ляющей электрического вектора при переходе через поверхность 2°. Тогда 
скачок касательной составляющей магнитного вектора при переходе через 
2° определит искомый ток Кт на 2°. Полученное таким образом семейство 
{Кт}, как легко убедиться, линейно независимо и полно в Z7(20) и даль- 
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иейшее доказательство линейной независимости и полноты {Фт} прово
дится тождественно данному выше.

Поскольку сфера S0 имеет вспомогательное значение и семейство 
{Фт} на s, определяемое мультиполями, находящимися в точке S, не за
висит от выбора радиуса сферы S0, то это семейство полно в L2(s) вне
зависимости от выбора частоты <о рассматриваемой задачи. Все приведен
ные выше соображения остаются верны и для случая, когда 7Ѵ>1 и рас
сматривается задача о рассеянии волны N телами.

Стягивание поверхности S в точку (или N точек) в случае нерэлеев
ских поверхностей s может вызвать трудности при ортонормировке (Фт}
или решении системы (17) и потребовать специальной регуляризации 
или специального выбора семейства {Um} в (16). Рэлеевской называется 
поверхность, внутри которой можно построить сферу так, чтобы все осо
бенности рассеянного поля (аналитически продолженного внутрь s) на
ходились внутри нее.

Диаграмма рассеяния по полю равна *• !

(19) Р(0,ф)=|к±е’*₽со9*Ж?.

(e)

Здесь p — расстояние между началом координат и точкой интегрирования, 
О — угол между направлениями на точку интегрирования и точку наблю
дения г, проведенными из начала координат, а К± — поперечная относи
тельно г составляющая поверхностной плотности тока. Связь между F 
и Ег в дальней зоне следующая:

(20) Е^^^ГР(ѳіф).

4ш r
2. ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА

Рассмотрим бесконечно длинный, идеально проводящий цилиндр 
с осью z, контур L поперечного сечения которого определяется уравне
нием
(21) fl=p(cp).

Здесь Я, ф, z — цилиндрическая система координат.
Пусть на этот цилиндр падает перпендикулярно его оси в направле

нии, определяемом углом ф=0, плоская волна E0, H0, у которой

(22) E°=Ez°=e~ihR cos ф.
То, что волна падает в направлении ф=0, не уменьшает общности задачи, 
так как ось x, от которой отсчитывается ф, может быть ориентирована лю
бым образом в плоскости z=const.

В качестве вспомогательных полей Em, Н™ выберем поля, источники 
которых расположены вдоль оси z и не зависят от координаты z. Не кон
кретизируя этих источников, запишем сразу создаваемые ими поля при 
помощи формул

k(23) Em=Ezm =
^m/2(^)cos(^-q)),

rr (2)
Л(т+1)/2

m=0,2,4,...,

m=l, 3 5,...

Равенства (7) теперь можно записать так:

(24) (К, Фт>| КФт dL=am, m=0,1,2,...,
L

где
(25) Фт=Ё™ Om = j {[E°Hm] — [EmH°]}ndL.

(L)
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Интегрирование проводится по контуру L рассматриваемого цилиндра, 
лежащего в сечении z=0, n — наружная нормаль к поверхности цилиндра, 
а К=Кг — искомая плотность тока, индуцированного на поверхности ци
линдра падающей волной.

Выражение для ат (см. (25)) может быть упрощено. Для этого при
меним лемму Лоренца к полям Е™, H'1 и E0, H0 в области, ограниченной 
контурами2 L и L0, где £0 — окружность малого радиуса R^ охватываю
щая (источники) начало координат. Тогда получим (см. (25))

2 В действительности следует рассматривать пространство между цилиндрами, 
сечения которых ограничены контурами L и L0. Однако так как поля не зависят от 
z, то интегралы сводятся к контурным интегралам по L и L0.

am = j {[E°Hm]-[EmH°]}ndL.

<S>
Учитывая (22) и (23), найдем в результате интегрирования

(26)

Поскольку контур L определяется уравнением (21), то элемент длины 
в (24) равен

(27) ^-K(^)'*p'^
Искомый ток К на L выражается формулой (16), где Ст и Um находятся 
из (16a) (метод ортогонализации) или из системы линейных уравнений 
(17), которая в рассматриваемом случае принимает вид

(28) / , СпЬтп=ат, m=0,1, 2,...
n = Q

Здесь '
2 л ^________ 4 r -r

(29) bmn = j EmUn У ( ^-)2 + p2 Лр.

0 T

В этих равенствах учтены определение (24) и формулы (25) и (27). В ка
честве {Un} в (29) и (16) можно использовать семейство (Фп); в этом 
случае отрезок из первых N членов ряда (16), где Сп находятся из соот
ветствующих укороченных уравнений (28), дает наилучшую (по норме 
L2) аппроксимацию тока К.

Если размеры поперечного сечения цилиндра велики по сравнению 
с волной, то выражение для тока К следует представлять в виде
(30) K=K*+K*,

где KQ — нулевое приближение, найденное, например, методом Кирхгофаг 
геометрической оптики и т. п. Тогда, подставляя (30) в (24), получим

(31) f к*фт dL=am - J K'<bmdL, /n=0,1,2,...

(Ь) (L)

Здесь Фт и ат по-прежнему определяются выражениями (25), (26) и K^ 
находится из (31) одним из двух описанных выше методов. В приближе
нии Кирхгофа плотность тока, наведенного на поверхности цилиндра (21) 
падающей волной (22), равна

в области света,

в области тени,
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где ___
(33) Яу°=-|е/це-гАрС08ф.

При учете (19) диаграмма рассеяния для двумерного случая имеет вид

(34) F(y)=^Ke^^*dL

(Ь)

и связана с полем следующим выражением:

(35) E'=EJ= - ^ У ^- e-^-*^F (<p).

4 * TikRo

Здесь jRo — расстояние от начала координат до точки наблюдения, ле
жащей в плоскости z=0.

Рассмотрим пример, когда контур L определяется равенством

Д=р(<p) =A-B sin2 q).

На рис. 2,a,6 (А=2,3; B=0,75) и рис. 3,a,6 (Л=5; B=2) при Х=л 
изображены распределения модуля плотности тока K=KZ на контуре L 
и модуля диаграммы направленности (34) рассеянного поля при падении 
на цилиндр первичной волны (22). На рис. 2 сплошная кривая — А=12; 
крестики — А=9; кружочки — N=7. На рис. 3, а сплошная кривая — N= 
=14, 16, 18, 20; крестики — А=12; кружочки — А=10; на рис. 3, б сплош
ная кривая — А=12, 14, 16, 18, 20; кружочки — 7Ѵ=10. Здесь А — число 
членов ряда (16), учтенных при построении соответствующих кривых.

Ток К вычислен обоими методами (ортогонализацией и сведением 
к системе линейных уравнений (28)), результаты которых совпали с гра
фической точностью.

Из рисунков видно, что сходимость, как и следовало ожидать, для диа
граммы рассеяния лучше, чем для тока К.

Все расчеты на ЭВМ проводила Ф. А. Богданова, за что автор выра
жает ей свою признательность.

3. ТЕЛА С ИМПЕДАНСНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

Пусть на суммарной поверхности s некоторой группы тел вместо крае
вого условия (2) выполняется для полного поля E, H условие

(36) Ef=Z[nH] на s,

где для общности полагаем, что импеданс Z является линейным ограни
ченным оператором, действующим из Lz(s) в L2(s). Особый интерес пред
ставляет частный случай, когда оператор — матрица

2= (г“ гі2
' ^21 Z22

элементы которой zik достаточно гладкие функции на s, удовлетворяющие 
условиям
(37) RezH>0, 4 Re zn Re z22>|z12+z21|2,

при которых задача рассеяния падающей волны E0, H0 на s имеет единст
венное решение.

В общем случае для единственности решения задачи рассеяния опера
тор Z должен удовлетворять необходимому и достаточному условию

(38) Zi=ReZ^0,

где ReZ = (z+z*)/2, а 2* — эрмитово-сопряженный с Z в метрике L2(s) 
оператор, т. e. оператор Re Z должен быть неотрицательным. Доказатель
ство (38) аналогично приведенному в [7]. Подчеркнем, что условие (37) 
Только достаточное и может быть заменено условием .(38). Вводя, как 
и выше, поле Ет, Н™, возбуждаемое током Кт, распределенным на 2,
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\F(y)\/O,237

и применяя к полям E, H и Ет, Н7П в пространстве, лежащем снаружи 5, 
лемму Лоренца, получим опять равенство (3). Учитывая условие (36) 
и обозначение (8), запишем (3) так:

J {Em[nH] + [Hmn]2[nH]}ds=am

(e)

или, используя формальную запись

(39) K=(nHj на s,
J {E,mK + [Hmn]ZK}ds=am.
(e)

Это равенство можно переписать с использованием обозначения (6) (ска^
лярное произведение в Lz(s)) в виде

(40) (К,Ё?) + (ZK, [Н™ n]) =ат.

Так как по определению Z*

(zK, A) = (K, Z*A),

где К, A^L2(s), то вместо (40) имеем

(41) (K,E?+Z*[№n])=am.

Обозначение
(42) Fm=E?+z*[H^n] на s
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позволяет придать равенству (41) окончательный вид:

(43) (К, Fm) =am, zn=0, 1, 2,...

Семейство вектор-функций {Fm} линейно независимо и полно в L2(s)r 
если вспомогательные поля Ew, Н™ выбраны так, как это сделано в пре
дыдущем разделе.

3 Функция Ef(Ajs) в (45), очевидно, принадлежит L2(S).
4 Теорема единственности, а значит, и полнота, нарушаются в случаях, огово

ренных выше при доказательстве полноты {Ф™}.

Для доказательства полноты, как и выше, покажем, что из равенств 

(A, Fm)=0, zn=0, 1, 2,...

где A^Z7(s), следует, что A=0 на s, 
Подставляя сюда Fm из (42), получим

(A,ET) + (A, 2*(iFnJ)=0
или
(44) (А, ЁГ) + (zA, [H™n]) =0.

Из леммы Лоренца следуют два равенства:

(А,ЁУ)= jE{A;s}Kmds

(2)
И

(ZA, (H^nJ)=-fE^(n ZAl:s)Knds.

(2)

Здесь ЕЦ(В; s) — электрический вектор, возбуждаемый магнитным то
ком В, распределенным на 5. Учитывая эти равенства, запишем (44) так: 

f (E{A;s}+Eu{[zA n];s})Kmds=O, Tzi=0,l,2,...

(2)

Так как семейство {Кт} полно в L2(S) по определению, то из написанных 
равенств следует

(45) Ef(A; 5}+E^{[zA-n]; s)=0 на S.

Сумма, стоящая слева3, представляет собой касательную составляющую 
вектора электрического поля, возбуждаемого электрическим поверхност
ным током А и магнитным поверхностным током [zA n], распределенны
ми на s. Поэтому на основании теоремы единственности4 и краевого ус
ловия (45) поле этих токов тождественно равно нулю внутри S. Поскольку 
в области, расположенной внутри s, токов нет, то в ней поле также отсут
ствует и, следовательно, предельные значения его компонент Ef~ и Н«“ 
на s при стремлении изнутри равны нулю. Так как электрические А и маг
нитные [zA n] токи, возбуждающие рассматриваемое поле, распределе
ны на s, то внешние предельные значения его компонент на 5 равны
(46) E,+=ZA, Нг=[Ап].

Эти компоненты должны быть согласованы, поскольку задавая одну из 
них и решая соответствующую внешнюю краевую задачу электродинами
ки, найдем другую.

Покажем, что заданные формулами (46) компоненты поля, вообще го
воря, противоречивы и могут иметь место только при A=0 на s. Очевидно,
что

Re f [E+H+]ds>0,

(S)

мбо поток ваттной мощности, создаваемый рассматриваемыми токами, на
правлен наружу. Подставляя сюда значения компонент поля из (46), 
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найдем после элементарных преобразований

Re J AZAds= Re (A, ZA) С 0

(s)
или [7]
(47) (A, zA)^0,

где Zi=ReZ (см. (38)).
Поскольку Re Z — неотрицательный оператор по определению, то в со

отношении (47) реализуется только знак равенства, т. e.

(A, ZiA)=0.

Отсюда следует также (см. выше), что поток ваттной мощности в откры
тое внешнее пространство равен нулю и, следовательно, рассматриваемое 
поле тождественно равно нулю и вне s.

Поскольку ток А равен скачку H, при переходе через s, из сказанного 
ясно, что A=0 на s и полнота (F,,J в L2(s) доказана. Аналогично дока
зательству линейной независимости {Фт}, данному выше, может быть 
проведено соответствующее доказательство и для (Fm).

Вследствие полноты и линейной независимости {Fm} равенства (43) 
могут быть использованы для нахождения К подобно тому, как это было 
сделановыше (см. (16), (17)) припомощиравенств (7).

Диаграмму рассеяния проще всего определить при помощи теоремы 
эквивалентности [8], используя эквивалентные токи на s (см. (39) и (36)):

(48) K= [nH]; Ки=—[пЕ] =- [п • ZK].

Эти токи известны, так как К определяется равенствами (43). Диаграм
ма рассеяния имеет вид
(49) F(0, q)) = [ir[Feir]]+y^[Fuir].
Здесь

F. = f Кеіл₽ 008 * ds- F„ = f К?еіл₽ 008 * ds,

(s) (s)

ir — единичный орт, направленный из начала координат в точку наблю
дения, обозначения p и Ф те же, что и в формуле (19); связь с рассеян
ным полем определяется выражением (20).
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УДК 538.6 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Я.Н. ФЕЛЬД

ПРИНЦИП ДОПОЛНИТЕЛЬНОСТИ В ТЕОРИИ ПЛОСКИХ ЭКРАНОВ

(Представлено академиком A.H. Тихоновым 1011986)

Принципом дополнительности мы будем называть соотношения, устанавли
вающие связь между электромагнитными полями двух задач. В первой из них фигу
рирует один плоский электрически проводящий экран, а в другой задаче к нему 
добавляется еще магнитопроводящий экран, дополняющий его до полной плоскости. 
Этот принцип принадлежит к тому же типу соотношений, чтоипринципдвойствен- 
ности [1, 2]. Отличие заключается в том, что последний определяет связь между 

полями двух задач, в каждой из которых рассматривается только один электрически 
проводящий экран (оба экрана образуют полную плоскость).

Рассмотрим две задачи.
I. Пусть в пространстве, заполненномоднородной средой, находится бесконеч

но тонкий экран $! произвольной формы, обладающий идеальной электрической 
проводимостью и расположенный в плоскости z = 0 (рис. 1). В общем случае этот 
экран может быть многосвязным. Будем считать, что в нижнем полупространстве 
z < 0 находятся источники — электрические токи, распределенные с плотностью J лю
бым заданным образом. Поле, создаваемое этими токами в присутствии экрана $j, 
обозначим E <1 >, H (1 >.

II. Одновременно рассмотрим задачу, в которой экран Si дополнендо полной 
плоскости z = 0 экраном s2, обладающим идеальной магнитной проводимостью 
(рис. 2). Среда при этом предполагается прежней.

Заменим теперь источники вдвое меньшими, распределенными с плотностью 
0,5 J. Поле их в присутствии двух экранов $і и $2 обозначим E ^ , H ^2^.

Между полями этих двух задач существует следующая связь: 

E^1)= E(2) + e

(1) при z < 0.
H(1) = H(2) + h

Здесь e, h — поле, создаваемое токами 0,5 J и 0,5 J*  в свободном (от экранов) про

странстве; ток J*  является зеркальным отражением тока J в плоскости z = 0 с изме
нением знака, т.е. в зеркальных точках q(x, у, z) и q*(x,  у, -z) эти токи связаны 
соотношениями

*Индексом t снизу обозначается тангенциальная составляющая соответствующего вектора.

(2) J'x y(q')=-Jxy(q), j; (q*)=J z(q).

Равенства (1) представляют математическую формулировку принципа дополнитель

ности в теории плоских экранов.
Перейдем к доказательству (1). Пусть поле Е<2\ Н<2> решает задачу II, 

т.е. удовлетворяет неоднородным уравнениям Максвелла с заданными источника
ми - токами 0,5 J, краевыми условиями*

(3) E^ = 0 на $і и Hp^ = 0 на s2

и принципу излучения на бесконечности.
Тогда, для того чтобы векторы Е^\ Н^\ найденные по формулам (1),
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определяли поле задачи I в нижнем полупространстве, необходимо и достаточно 
показать, что они удовлетворяют при z <0:

а) неоднородным уравнениям Максвелла с токомД;
б) краевым условиям

(4) Ef^ = 0 на 5i и H^ = Н® на s2i

где H0 магнитный вектор первичного поля, возбуждаемого током J в свободном 

пространстве;
в) принципу излучения на бесконечности.
Следует помнить, что второе условие (4) является следствием известного 

[2] факта, что токи, индуцированные на экране $!, не возбуждают на поверхности s2
(лежащей в той же плоскости z = 0) касательной составляющей магнитного вектора.
Подчеркнем, что этим фактом обусловлено выполнение как принципа дополнитель
ности, так и принципа двойственности [2].

Переходя к доказательству пунктов а), б) в), отметим, что справедливость 
первого и последнего из них сразу следует из вида формул (.1). Действительно, в 
правой части (1) фигурирует сумма двух полей E <2\ H ^ и e, h.

Поскольку каждое из них удовлетворяет неоднородным уравнениям Максвел
ла с плотностью тока 0,5 J (при z < 0) и принципу излучения, то их сумма удовлет
воряет неоднородным уравнениям Максвелла с плотностью тока J, а также принципу 
излучения. Остается доказать пункт б). Нетрудно понять, что

(5) et = 0 и ht = Н? при z = 0.

Это следует из того, что e, h - поле, возбуждаемое в свободном пространстве токами 
0,5 J и 0,5 J *, являющимися зеркальным отражением (с переменой знака) друг дру
га в плоскости z = 0 (см. (2)), a E0, H0 — поле тока J в свободном пространстве.

Соотношения (1) позволяютнаписать

£U)=£(2) + efHaj). яО) = я<2>+Лгнаі2.

Додставляя в правые части этих формул значения величин, взятые из (3) и (5), 
получим краевые условия (4). Доказательство закончено.

Установим еще связь между полем Е^\Н^^ в верхнем полупространстве 

z > 0 и полем Е(2\ Н<2> при z < 0. Из соображений, связанных с симметрией

вторичного поля относительно плоскости z = 0, следует

E**)fa)=E'4tf)+ lEp)(fl*)-E^*)l,

НО)(<7)=Н°(<7) - lH*%*)-H:(Q*)l.
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Здесь q - точка с координатами x, у, z > 0, a q* — с координатамих, у, -z. Звездоч

ка внизу у вектора E* (q*) указывает на то, что он является зеркальным отобра
жением вектора E ^1^ (q*) в плоскости z = 0 (аналогично и для остальныхвекторов).

Теперь, учитывая (1), получим искомую связь

E(1)Gz) = E0 (q) + E<2>(<7*)+ e. (q*) - E.0 (q'), 

H(1)fa) = Н0(<?) - H<2)(Q*)-h. (q*) + H° (q*).

Подчеркнем еще раз, что в соотношениях (6) точка q находится в верхнем 
полупространстве (z > 0), а ее зеркальное изображение^* в нижнем.

В частном случае, когда ток J унесен в бесконечность (-<»), первичные поля 
задач I и II сводятся к плоским волнам.

В заключение отметим, что из принципадополнительности (1) следуетдалеко 
не очевидный вывод — поле E ^, H <2^ смешанной краевой задачи II на контуре, 

где стыкуются идеальные электрический $і и магнитный s2 экраны, ^меет те же 
особенности, что и поле E ^\ H ^ задачи I на контуре (ребре) одного электричес

кого экрана Si. Этот вывод, очевидно, распространяется и на случай криволинейных 
экранов, если в точках контура, где стыкуются электрический и магнитный экраны, 
можно провести касательную плоскость. И, наконец, если в задачах I и II поменять 
местами электрический и магнитный экраны, то связь между соответствующими 
полями легко получить, применив к соотношениям (1) и (6) принципперестановоч- 
ной инвариантности [3].

Поступило
22 I1986
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Том XXXII Июнь 1987 Вып. 6
МОСКВА

УДК 621.396.67.01

СИНТЕЗ ТОКА НА НЕЗАМКНУТЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 
ПО ЗАДАННОЙ ДИАГРАММЕ НАПРАВЛЕННОСТИ

Фельд Я. H.

Решена задача о нахождении распределения плотности тока на не
замкнутой поверхности, удовлетворяющего условиям Майкснера на ее 
контуре, по заданной диаграмме направленности. Ток найден в виде 
ряда, сходящегося по порме пространства Lfi2(s). Рассмотрены условия 
реализуемости диаграммы и указаны методы определения тока по за
данной нереализуемой диаграмме.

Задача о нахождении распределения тока на некоторой, в общем слу
чае незамкнутой поверхности s по заданной диаграмме направленности 
представляет интерес для антенной техники, например для теории зер
кальных антенн. Аналогичная задача уже рассматривалась в работе [1] 
для замкнутых поверхностей.

Отличие в постановке задачи в 
данной работе заключается еще 
и в том, что искомое распределе
ние тока должно удовлетворять 
условиям Майкснера на конту
ре 52, на который опирается по
верхность s, т. e. он не принадле
жит пространству А2($). Для того 
чтобы учесть также случай много
зеркальных антенн, поверхность s предполагаем

щей из нескольких разомкнутых поверхностей
N

многосвязной, т. e. состоя-
N

S = ESn, а контур S —
П—і

из нескольких замкнутых контуров Z = ^j Sn (рисунок).
n=l

© Издательство «Наука», 
«Радиотехника и электроника», 1987 г.
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1. Переходя непосредственно к рассматриваемой задаче, обозначим
буквами E, H поле, создаваемое искомым поверхностным током с плот
ностью К, распределенным на s и реализующим заданную диаграмму 
F(0, ф) (r, Ѳ, ф — сферическая система координат с центром вблизи s). 
Так как ток К излучает конечную ваттную мощность, то F(0, ф)е£2(О), 
где Q — единичная сфера.

Зададим на сфере S0 радиусом г0, содержащей внутри себя поверх
ность s, семейство поверхностных токов {Kn} (n=l, 2, .. .).

Пусть Еп, Нп — поле, возбуждаемое током Кп, в свободном пространстве. 
Применив к полям E, H и E71, Нп лемму Лоренца, найдем

(1)

Поле E при r^oo имеет вид

Е~
(2) E =---------F(0,qO + O(r-2),

r
(2)

где к — волновое число.
Аналогично запишем и вспомогательные токи на 50:

(3) К» =------- jn (Ѳ, ф), n=l, 2,...

Семейство {jn} будем считать линейно независимым, принадлежащим 
пространству L2(Q) и полным в нем. В нашем случае L2(Q) состоит иа 
векторных функций, заданных на fi, касательных к ней и интегрируемых 
с квадратом.

Подставляя (3) в (1) и переходя к пределу, когда радиус г0 сферы 50 
стремится к бесконечности, учитывая (2), найдем

(4)
f Ken ds = J F (Ѳ, ф) jn (Ѳ, ф) dQ.

Здесь

(4a) en = lim Е,п на s, dQ=sin 0 d0 йф,

черта — знак комплексного сопряжения.
Ток К на s будем искать в пространстве LR(s) со скалярным произве

дением

(5) (A,B) = f AflBds.

Здесь 7? — линейный оператор, выбираемый так, чтобы LR(s) было гиль
бертовым пространством, а его элементы — векторы, касательные к sr 
удовлетворяли бы условиям Майкснера для тока при приближении к S. 
В качестве R удобно использовать матрицу с положительными элементами:

(6)

E

Если на s одна из ортогональных координатных линий ^t=const совпадает
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c Z, то элемент Ди при приближении к Z должен вести себя как О(р~'2), 
1?22 — как О(р/з) (p — расстояние до Z}.

Используя обозначение (5), перепишем равенство (4) в виде

(7) (К, Д-Ѵ) =an, n=l, 2,...,

где Д_1 — матрица, обратная 7?,

(8) а„^|г(Ѳ,ф)і„(Ѳ,ф)йЙ

(О)

— известные числа, являющиеся коэффициентами типа Фурье искомого 
тока К. Как легко видеть, 7?“’е”еЛд2($) и удовлетворяет условиям Майкс- 
нера для тока при приближении к Z.

2. Докажем, что семейство {7?_1еп} полно в Лд2($) и линейно неза
висимо.

Начнем с полноты. Для этого нужно показать, что из условий

(9) (A,fl-V)=0, n=l,2,...,

где A^Z/K2(s), следует A=0 на s.
Перепишем (9), учитывая (5), в виде

(9a) jAe"ds = O, n=l,2,....

(s)

Из леммы Лоренца следует равенство

(10) f AE" ds = J KnE {A; s} ds.

(s) (S0)

ЗдесьЕ{А; $}—электрический вектор поля, возбуждаемого электриче
ским током А, распределенным на s.

Переходя в (10) к пределу, когда г0^оо, и учитывая (4a) и (3), найдем 

f Aen ds = f F' (Ѳ, ф) jn (Ѳ, ф) dQ.

(«) (Q)

При этом использована формула типа (2):

e~ifcr
E(A;S}---------- Р(Ѳ,ф) + О(г-2).

r

Теперь равенство (9a) можно переписать в виде

ІР(Ѳ,ф)МѲ,ф)ЙЙ-0, n=l,2,...

(Q)

Вследствие полноты {jn} в L2(Q) и того, что Fe(0, cp)^A2(Q), следует 

F*(0, ф) =0 на Q.

Отсюда на основании теоремы Реллиха [2] само поле и возбуждающий 
-его ток А всюду равны нулю. Таким образом, полнота доказана.
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Jj anE” = ^janEf{Kn;50)— Е<I ^j

Докажем теперь, что семейство {7?_1Е^П} линейно независимо при лю
бом значении г0, т. e. из условия

N
(11) ^anfl^Et"=0 на s

n=i

следуют равенства an=0 (1Сп=СтѴ).
Воздействуя на (11) оператором R слева и учитывая принцип супер

позиции, найдем
N N N

anKn;5o|=0 на s.

n=l n=i n=l

Отсюда видно, что
N

(11а) K0 = J11 qnK„=0 на S0.
n=i

Действительно, если K0 — поверхностный ток, распределенный на S0 и
Е(К°; So)=O на s, то из леммы Лоренца следует

J E(Jjs)K"ds = jE(K^So)Jds=O,

(So) (s)

где J — произвольный поверхностный ток, распределенный на s. Равенство

f E{J; $}K° ds=O,

(80)

очевидно, выполняется при любом токе J только при условии, когда К°=0 
на So, таким образом, справедливость (11а) доказана.

Поскольку семейство {Кп} линейно независимо вместе с {]„} (см. (З))г
то из (11а) вытекает an=0 (l^n^N).

Из доказанной линейной независимости (72**Ef71) на s при любом зна
чении г0 следует (при учете (4a)) линейная независимость {2?_1еп} на s.

3. Так как семейство {7?_1еп} линейно независимо и полно в LR2(s), то
система равенств (7) пригодна для нахождения плотности тока К на s.

Действительно, при этом можно ортонормировать {Д_1еп} процессом 
Шмидта, перейдя к функциям

m

(12) Am = У, aJ"fi-*e". zn=l,2,...,

n=l

где коэффициенты апт находятся по известным формулам [3] из условий
(Am, An)=6mnJ после чего из (7) находим

со

(13) К = У, cmAm на s.

m=l
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Здесь

(13a) cm = (K,Am)=^ja„ma„.
n=l

Поскольку семейство {7?_1еп} полно в £л2($), то полно также множество 
{Ат} (см. (12)) и ряд (13) сходится по норме LR(s) к некоторой функции
из Ln (s), удовлетворяющей условиям Майкснера на <2", так как послед
ним удовлетворяют величины /?_1еп.

Для вычислений может оказаться проще искать решение в виде ряда
oo

(14) K = J2^"'e"' на s.

m-l

Подставляя (14) в (7), найдем для определения Ст следующую систв'
му линейных уравнений:

oo

(15) 2|Ст(Я-‘е“,Я-1е»)«а„, n=l,2,...

m=l

Первые N членов ряда (14) дадут наилучшую аппроксимацию К по
норме LR2(s). При этом предполагаем, что первые N коэффициентов нахо
дятся из соответствующей укороченной системы (15) [3].

4. Докажем теперь, что существует только одно распределение тока
на s, принадлежащее пространству LR2(s) и реализующее заданную диа
грамму F.

Рассуждая от обратного, предположим, что существуют два таких рас
пределения К(1) и К(2). Тогда для каждого из них справедлива система (7). 
Вычитая из одной другую, найдем

(К(1)-К<2), Д-Ѵ) =0, n=l, 2,...

Так как семейство {7?_1еп} полно в LH2(s), то из этих равенств следует 
К(1)=К(2) на s, и наше утверждение доказано.

Укажем теперь класс, которому должна принадлежать диаграмма 
F(0, ф), чтобы реализующий ее ток К^ІЛ2($). Очевидно, что эта диаграмма 
F^L2(Q); это условие необходимое, но не достаточное. Действительно, ряд 

to
£Ы2, где ст — коэффициенты Фурье, определяемые формулой (13a), 

m-l
должен сходиться вследствие равенства Парсеваля. Поэтому, учитывая
(13a) и (8), можно записать

oo m

(16) У^і|^аптІР(Ѳ,ф)і„(Ѳ,ф)гій( <<».

m=l n = l (Q)

При выполнении этого условия из теоремы Рисса — Фишера [3] сле
дует, что существует функция K^LR2(s) с коэффициентами Фурье {ст},
определяемыми формулой (13a).

5. Класс {Fp} реализуемых диаграмм может отличаться от класса {F} 
функций, удовлетворяющих условию (16) (оба класса естественно должны 
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принадлежать Z?(Q)), на множество функций, являющихся нулями про
странства Л2(й).

Добавление таких функций к диаграмме F не меняет условия (16) 
и значения коэффициентов {ст}. Доказательство сказанного элементарно. 
Так, пусть F(0,q)) — диаграмма, для которой выполняется условие (16). 
Тогда на оснѳвании сказанного выше распределение тока К на s можно 
определить при помощи равенств (4). Если Fp(0, ф) — диаграмма, в дейст
вительности реализуемая этим током, то, повторяя выкладки, аналогичные 
использованным для получения (4), найдем

(17) fKe"ds= fFp(0,q))jn(0,q))dQ, n=l,2,...

(s) (□)

Вычитая из (17) равенство (4), получим

J (F^(0,q))-F(e,q)))jn(0,q))dQ=O, n=l,2,...

(2)

Так как FP—F^L2(Q), а семейство {jn} полно в A2(Q), то из последних 
равенств следует, что

pp-F=0 на Q,

гдеѲ — нуль впространстве L2(Q), т.е. подмножество функций, норма 
которых равна нулю. Таким образом, доказано, что диаграммы, реализуе
мые током пз LR2(s), отличаются от вектор-функций, принадлежащих
пространству L2(Q) и удовлетворяющих условию (16), только1 нулями Ѳ.

1 Последнее замечание необходимо иметь в виду также при рассмотрении усло
вий реализуемости в работе [1].

Учитывая сказанное выше, в качестве «реализуемой» диаграммы мож
но использовать любую вектор-функцию из 7?(Q), удовлетворяющую усло
вию (16).

Действительно, поскольку такие диаграммы отличаются от физически 
реализуемых только подмножеством функций, являющихся нулями про
странства L2(Q), то безразлично, какие из них подставлять в выражения, 
определяющие искомый ток на s. Результаты будут тождественны.

6. Рассмотрим теперь вопрос о синтезировании поверхностных токов
на поверхности s по заданной нереализуемой диаграмме FH(O,q?)^L2(Q), 
но не удовлетворяющей условию (16).

Прежде всего, применяя формально метод, развитый выше, определим 
искомую плотность тока К на s при помощи N равенств типа (7):

(18) (K,fi-*e")=jF-(0,q))b(0,q))dQ, n=i,2,...,N.
(Q)

Далее можно использовать следующие два приема.
А. Нредставить ток К в виде агрегата из первых N членов ряда (13):

N

(19) K = ^jCm"Am на s,
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где в соответствии с (18) и (12) имеем
m

(20) cmH = (К, Am) = У, ^F j FH (Ѳ, ф) jn (Ѳ, ф) dQ.
n = i (Q)

Если теперь обозначить через F (Ѳ, ф) диаграмму, в действительности 
реализуемую найденным током (19), то для нее будут выполняться соот
ношения типа (7):
(21) (K,fl-*e")=fF(O^)b(O^)dQ, n=l,2,...

(Q)

Вычитая из (21) равенство (18), найдем

(22) J(F-F-)j"dQ=O, n=i,2,...,N.
(Q)

Из этих N равенств следует, что реализуемая током К диаграмма F
наилучшим, в некотором смысле, образом аппроксимирует заданную нереа
лизуемую диаграмму FH. Уточним это утверждение на следующем примере.

Пусть GN(Q)—HeKOTopoe подпространство пространства L2(Q), обра
зованное линейной комбинацией элементов jn (n=l, 2,...,N). Тогда,
если FH^GN(Q), на основании известной теоремы [3] из (22) следует, что 
Рн — элемент GN(Q), наименее удаленный от F (по норме Z7(Q)).

Б. Представим теперь ток в виде следующего агрегата из N членов:
N

(23) K = ^cUTV,

m=l

где am-постоянные коэффициенты, удовлетворяющие вследствие (18) 
линейной системе уравнений

N

JL aJfi-*e", fl-*e") = f FBjn dQ, n=i, 2,..., N.
m-1 (Q)

Из равенств (18) и (21), второе из которых опять выполняется для 
тока (23) и реализуемой им диаграммы F, следуют равенства (22) и по
следующие утверждения.

Выбор семейства {jn} на сфере Q может быть сделан аналогично тому, 
как это осуществлено в работе [1], которой в значительной мере следова
ли и в данной статье.

Может представить интерес случай, когда требуется найти распределе
ние тока на поверхности, у контура которой не ставятся условия типа 
Майкснера. При этом следует полагать Яц=Я22=1, т. e. опустить всюду
матрицы R и R~l, в остальном сохранив все формулы без изменений.
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АКАДЕМИЯ НАУК СССР
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МОСКВА

УДК 621.396.67.01

РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН АНТЕННАМИ 
(ОБЗОР)

Бененсон Л. С.9 Фелъд Я. H.

Дан обзор известных приближенных методов расчета рассеяния 
электромагнитных волн антеннами, в том числе расчета интегральных 
п дифференциальных поверхностей рассеяния, приведены простые фор
мулы для оценки этих величин. Изложены также отдельные результа
ты, принадлежащие авторам данной работы.

ВВЕДЕНИЕ

Проблема рассеяния электромагнитных волн антеннами возникла срав
нительно недавно — в 40-х годах, когда практическая необходимость таких 
работ стала очевидной. Еще в [1] было показано, что резонансный вибра
тор в режиме приема одновременно переизлучает мощность, равную при 
согласованной нагрузке принятой. Охарактеризовав ее радиусом площадки, 
через которую первичное поле переносит такую же мощность, автор рабо
ты [1] предвосхитил понятие интегрального поперечника рассеяния для 
резонансного вибратора. Вследствие трудности строгого решения этой за
дачи из-за сложности конфигурации антенны сначала искали такие методы 
расчета, при которых для оценки параметров рассеяния можно было бы 
использовать методы и результаты обычной теории антенн. В этой связи 
большое принципиальное и практическое значение имела работа [2], в ко
торой было показано, что поле рассеяния любой приемной антенны может 
быть представлено в виде суперпозиции поля рассеяния на короткозамк
нутой антенне и поля этой же антенны в режиме передачи при возбужде
нии ее ЭДС, равной взятому с обратным знаком падению напряжения на 
клеммах антенны, нагруженной приемником. Близкие идеи развивались 
и в [3]. В [4] предложено было рассматривать вместо короткозамкнутой 
антенны идеально согласованную с приемником, а в режиме передачи — 
возбуждение антенны волной, отраженной от реального приемника. Этот 
прием рассматривался и в [5]. В [6—8] поле рассеяния представлялось 
через характеристики антенны в режиме передачи, для чего антенна рас
сматривалась как многополюсник (в [8]—как четырехполюсник), связы-

@ Издательство «Наука», 
«Радиотехника и электроника», 1988 г.
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вающий свободное пространство с фидерной системой и характеризуемый 
своей матрицей рассеяния. Однако в общем случае так представима лишь 
часть поля, рассеянного антенной. При помощи метода Кирхгофа в [9—13] 
для упрощенных моделей апертурных антенн были найдены предельные — 
поглощаемая и рассеянная антенной — мощности, рассчитаны диаграммы 
рассеяния простейших апертурных антенн — волноводных и рупорных. 
В [14] методом, развитым в [4], рассмотрена в общем виде возможность 
управления рассеянием путем подключения к рассеивателю (антенне) 
регулируемой комплексной нагрузки. В ряде работ исследовалось рассея
ние тонкими проволочными [15—17], объемными цилиндрическими [18] 
и сферическим [19] излучателями, кольцевыми рамками [20], антенными 
решетками [7, 20, 21]. В [22, 23] при помощи теоремы Пойнтинга п обоб
щенной на случай приемной антенны «оптической теоремы» получено об
щее соотношение, связывающее поглощенную и рассеянную антенной мощ
ности при заданной комплексной диаграмме рассеяния, а в [24, 25] пред
ложена методика синтеза антенн с заданными рассеивающими свойствами. 
В монографиях [26, 27] и справочниках [28, 29] содержатся расчетные 
формулы, расчетные и экспериментальные графики, которые в той или 
иной степени можно использовать для оценки рассеяния антеннами.

Ниже дан краткий обзор принципиальных вопросов, возникающих при 
рассмотрении задач рассеяния антеннами.

1. ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ РАССЕЯННОГО ПОЛЯ

Рассеивающие свойства тел принято описывать эффективными попереч- 
никамирассеяния (ЭПР) — интегральным (oz) идифференциальным (од),
а также матрицей рассеяния (M).

Поперечники рассеяния характеризуют полные мощности, рассеивае
мые телом во всем телесном угле 4лср РДѲ, ф), и на единицу телесного 
угла в направлении Ѳ', ф' РГ(Ѳ, ф; Ѳ', ф') при облучении тела плоской вол
ной, падающей в направлении Ѳ, ф. Эти поперечники определяются фор
мулами

(1) оДѲ,ф)
Р2(Ѳ,ф)

ReS(0^)l ’
од(Ѳ,ф; Ѳ',ф')

_ 4лРг(Ѳ,ф; Ѳ^ф7)
|Ве8(Ѳ,ф)|

где S — вектор Пойнтинга падающей волны (для плоской волны |ReS| = 
= |S|). Величины о2 и од, имеющие размерность площади, равны нормаль
ным к вектору S площадкам, через которые падающей волной переносятся
мощности, равные P^ и Рг соответственно. В случае двумерной задачи о2
и Од — погонные величины, имеющие размерность длины. Величина oz яв
ляется функцией направления Ѳ, ф прихода падающей волны, а величи
на Од кроме того зависит и от направления Ѳ', ф' наблюдения, т. e. явля
ется «двухпозиционной».

Наибольший практический интерес представляет «однопозицпонная» 
функция оДОр=од(Ѳ, ф) в направлении, обратном направлению облучения — 
поперечник обратного рассеяния. Угловые зависимости од и одор называют
индикатрисами или диаграммами рассеяния.

Поскольку Pz= фРт(Ѳ,у; 0'V)dQ', очевидно,
Q

о^ = ~ф од(Ѳ,ф; 0',qj')dQ' = ae,
4л „

(2)
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где Q — единичная сфера. Из формул (1) также следует, что

(3) од/о2=4лРг(Ѳ, ф; Ѳ', ф') [Л(Ѳ, ф) J-*=ZZ(0, ф; 0', ф'); од=о2і>г,

где величину DT по аналогии с коэффициентом направленного действия 
(КНД) антенны можно назвать КНД рассеяния. Очевидно, также, что 

<4) ох (Ѳ, ф) =On (Ѳ, ф) Px (Ѳ, ф) [Рп (Ѳ, ф) ] -1,

где Рп — мощность, принятая приемной антенной, on=Pn|ReS|_t—ee эф- 
фективная поглощающая поверхность, Ѳ, ф — направление падающей 
волны.

Для описания рассеяния по отдельным компонентам поляризации пер
вичного (падающего) и рассеянного полей вводят матрицу рассеяния M 
(матрицу второго ранга), элементами которой являются частичные диффе
ренциальные поперечники рассеяния oiA (i, Л=1, 2), соответствующие fc-й 
жомпоненте электрического вектора рассеянного поля при облучении 
z-й компонентой падающей волны [28]. Величины о17і — также двухпози
ционные функции, т. e. зависят как от Ѳ, ф, так и от Ѳ', ф'. Для обратного
рассеяния справедливы соотношения симметрии

(5) Oik Щі

и инвариантности, заключающейся в независимости «следа» матрицы Af, 
равного Оіі+о22+2о12, от выбора поляризационного базиса, в котором пред
ставляются падающее и рассеянное поля [28, § 2.3]. В общем случае 
Oi2^0. таким образом, в рассеянном поле имеется кроссполяризованная 
компонента, однако всегда можно ввести такой поляризационный базис 
(свой для каждого направления Ѳ, ф), что матрица рассеяния будет диаго
нальной и Oi2=0. Например, при нормальном падении плоской волны на 
металлическую плоскость такой базис образуют две любые взаимно ортого
нальные линейные поляризации. Это значит, что при отражении таких 
волн кроссполяризации не возникает. В то же время в базисе круговых 
поляризаций On=O22=0, Оі2=^0, поскольку при отражении от металли
ческой плоскости нормально падающей волны круговой поляризации на
правление вращения изменяется на обратное. Если же в задаче рассеяния 
•от линейного вибратора выбрать базисные линейные поляризации, парал
лельные и перпендикулярные его оси, то получим On=^0, о22=Оі2=0.

2. ОЦЕНКА ХАРАКТЕРИСТИК РАССЕЯНИЯ ХОРОШО ПРОВОДЯЩИХ 
И ПОГЛОЩАЮЩИХ ТЕЛ, А ТАКЖЕ АПЕРТУРНЫХ АНТЕНН

Для расчета рассеяния в инженерной практике пользуются чаще всего 
так называемым приближением Кирхгофа, основанным на ряде допу
щений.

1. Так, в случае идеально проводящего тела с поверхностью s(=sOCB+
+$тен), радиусы кривизны которой велики по сравнению с длиной волны X, 
полагают

(6) Ет=0 на $; НТ=2НТ° на $осв, Нт=0 на $тен.

Здесь Е=Е°+ЕГ, Н=Н°+Нг — полное поле, E0, Н° — падающее первичное, 
а Ег, Hr — рассеянное поля; $осв и $тен — соответственно освещенная и тене
вая (затененная) части поверхности s, разделенные «теневым контуром»
L — замкнутой линией на $; индексом т обозначена тангенциальная состав
ляющая вектора на s.
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Из равенств (6) следует, что на поверхности s наводится поверхностный 
электрический ток с плотностью

(7) К=2[пН°] на SocB, K=0 на $теНт

где n — внешняя к 5 нормаль.
Рассеянное телом поле определяется по этому току при помощи извест

ных формул, например через вектор Герца. Формулы (6), (7), как извест
но, точно выполняются только при падении волны на идеально проводя
щую плоскость. Полная рассеянная мощность

(8) Pr = 4-Rej[ErHr*]ds = 4-Rej [(E-E°)(H-H°)*]ds.

^ £i
s s

Здесь ds=nds, a * — знак комплексного сопряжения. Поскольку

(9) ReJ[E°H°*]ds = 0,

8

учитывая равенства (6), запишем (8) в виде

(10) P, = -Rej [E°H°*]ds = ReJ [E0H°*]ds=2|S°|s±,

«осв Sj.

где s_L — площадь проекции тела на плоскость, перпендикулярную вектору 
Пойнтинга S0 первичной волны («теневой поперечник»); предполагается, 
что первичная волна в пределах тела квазиплоская (при этом |ReS°| = 
= |S°|). Согласно определению (1), из (10) следует, что интегральный по
перечник рассеяния идеально проводящего тела

(11) oz=2s±.

2. Если первичная волна падает на хорошо поглощающее и слабо от
ражающее («черное») тело, то на его поверхности s обычно полагают

(12) ЕТ=ЕТ° и НТ=НТ° на £оси; Ет=Нг=0 на sTCH.

При этом рассеянная мощность (8)

(13) Pr = -Ref [E°H°*]ds = -^-Rej [E°Ho*]ds = |S°|s±.

2 2
«тен зосв

Отсюда следует, что поперечник рассеяния черного тела
(14) Oz=s_L,
т. e. вдвое меньше, чем у такого же идеально проводящего тела. Фор
мулы (11) и (14) позволяют предположить, что в случае любого непро
зрачного тела (при указанных выше ограничениях на его форму и раз
меры) при любых импедансных граничных условиях на его поверхности
в приближении Кирхгофа будут справедливы неравенства

(14a) s±CozC2s±;

при этом предполагается, что импеданс — достаточно медленно меняющая
ся функция на s, когда импедансные условия вообще имеют смысл. В ра
боте [30] доказана справедливость (14a) для двумерного случая.

Диаграмма рассеяния черного тела при использовании на его поверх
ности условий (12) может быть найдена при помощи эквивалентных элек
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трических и магнитных токов с плотностями

(15) К=[пН°] и Ки=—[пЕ°] на $осв.

3. В практически важном случае, когда на идеально проводящей ча
сти $і поверхности s рассеивающего тела используются условия (6), а на 
остальной части s2 условия черного тела (12),рассеянную мощность (8)
можно записать следующим образом:

2P,=-Ref [E°H°*]ds + ReJ [E°H°*]ds + ReJ [E°H°*]ds.

si осв S| теи «2 тен

Учитывая равенство (9), перепишем это выражение так:

Pr = -^-Re f [E°H°*]ds — ^-Rej [Eon°*]ds=|S’|(S1±+SjL). 

Sj осв e осв

Отсюда следует, что интегральный поперечник рассеяния тела со смешан
ными краевыми условиями

(16) о£=$1±+$±^2$±—$2±,

где $і±, $2J_, 5± — площади проекций поверхностей Si, s2, s на плоскость,
перпендикулярную направлению падения первичной волны. В частных 
случаях, когда s2=0 и $=$і, формула (16) переходит в (11), а когда $і=0 
и s=s2, в (14).

Из формулы (16) следует, что и в рассматриваемом случае справедливы 
неравенства (14a).

4. Краевые условия (6) и (12) обычно называют условиями Кирхгофа.
Они не только приближенные, но и внутренне противоречивые. Так, напри
мер, из одновременного обращения в нуль компонент Ет и Нт на конечной 
части поверхности 5 следует, что поле всюду тождественно равно нулю. 
Очевидно также, что поля токов (7) или (15) совместно с полем E0, H0 
не обеспечивают точного выполнения исходных краевых условий (6) 
или (12). Несмотря на сказанное, этими условиями все-таки можно поль
зоваться для приближенного нахождения рассеянных полей. Действитель
но, у достаточно больших тел величины Ет и Нт малы в области тени, и, 
поскольку для нахождения Ег, Нг пользуются квадратурными формулами 
типа Кирхгофа, куда Ет и Нт входят лигіейно, интегралами от них по $тен 
можно пренебречь. Краевые же условия для так называемого «абсолютно 
черного» тела, как известно, точно сформулировать в рамках классиче
ской электродинамики нельзя, поэтому условия (12) являются одним из 
вариантов приближенного описания такого тела. Внутренне не противо
речивой является методика, предложенная Макдональдом [27] для рас
чета рассеяния на черном теле. Она сводится к тому, что полное поле опре
деляется как полусумма двух полей, одно из которых находится на по
верхности s при краевом условии Ет=0, а второе — при Нт=0. Первичное 
поле E0, H0 при этом полагается заданным одинаково. Однако такой под
ход связан в общем случае со значительными математическими трудностя
ми и не позволяет получить простых формул для о2, подобных приведен
ным выше.

Численный расчет о2 для ряда выпуклых тел показывает, что соотно
шения (11) и (14) выполняются асимптотически: при размерах тела, 
стремящихся к бесконечности. При конечных поперечниках имеют место 

229

744



отклонения от этих формул, зависящие от формы и размеров тела и поля
ризации первичного поля. Так, отношение величин о2, вычисленных в 
приближении Кирхгофа и в результате решения интегрального уравнения 
соответствующей граничной задачи для металлических ленты и кругового 
цилиндра, равное единице при достаточно больших (в долях X) ширине
ленты 2a и диаметре цилиндра 2a, с уменьшением а для ленты растет
(при 2a=l,0X до 1,11), а для цилиндра — падает, причем довольно резко 
(если при 2a=3,18X это отношение равно 0,93, то при 2a=0,64A оно со
ставляет 0,76). Последний эффект еще более заметен в случае эллиптиче
ского цилиндра, большая ось сечения которого параллельна направлению 
распространения первичной волны \ Можно предположить, что это об
условлено протяженностью теневой части тела в этом направлении. Ана
логичные результаты, полученные для черных тел в [27], связываются с 
возбуждением (в случае выпуклых тел) «ползущих» волн и отсутствием 
резких изломов поверхности, присущих ленте и диску, что приводит к 
росту поглощения и соответственно уменьшению рассеяния согласно (16).

5. Переходя к рассмотрению рассеяния антеннами падающего на них
поля, следует прежде всего отметить, что любая антенна, вне зависимости 
от степени согласования ее с нагрузкой, рассеивает в окружающее про
странство часть падающей на нее энергии. Легко показать, что если в ан
тенную систему поступает некоторая мощность, то это может иметь место 
только при наличии рассеяния. Иными словами, если антенна не рассеи
вает, то она ничего не принимает. Действительно, пусть на антенну падает 
первичная волна E0, H0. Окружим антенну некоторой геометрической по
верхностью $0. Тогда мощность, принимаемая антенной, будет равна по
току полного поля внутрь $0:

Рп = —^ Re J [EH*]ds = - 4~ Rej [ (E°+Er) (H44T)*Jds.
£ £

SQ 80 z

Если рассеяние отсутствует, то Ег=Нг=0 и
(17) PD = - — Ref[E°H°*]ds=O,

s0

так как внутри $0 У поля E0, H0 отсутствуют источники и стоки (потерями 
в среде пренебрегаем). Таким образом, предыдущее утверждение доказано. 
Поэтому имеет смысл лишь несколько уменьшать суммарную рассеивае
мую мощность. Напомним, что, как следует из неравенств (14a), умень
шение возможно не более чем в 2 раза. В связи с этим гораздо большее 
значение имеет форма диаграммы рассеяния. Изменяя ее тем или иным 
способом, можно получать нули диаграммы в нужных направлениях и 
даже резко уменьшать рассеяние в целых секторах.

Приведенные в разд. 2 формулы (16) могут быть использованы путем 
некоторой модификации для оценки интегрального поперечника рассеяния 
апертурных антенн. Так, любую апертурную антенну, например типа зер
кала или рупора, мжно рассматривать как некоторое тело, поверхность ко
торого s состоит из идеально проводящей поверхности $і (металлической
части антенны) и апертуры s2. Если последняя хорошо согласована с при
емником, то апертуру можно рассматривать как абсолютно черную по
верхность и считать на ней выполненными условия (12). Однако обычно

1 Эти данные любезно предоставлены В. В. Шквариным.
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имеет место несогласованность апертуры, а также приемника с антенной, 
что приводит к рассеянию ею первичной волны, которое можно охаракте
ризовать коэффициентом

Оп

$2Д.

Здесь Оп — эффективная поглощающая поверхность приемной антенны, 
равная [31]
(19) ’"_W“^G6I₽'’’’-12’

где G — коэффициент усиления антенны, g=47?aJffn/|Za+Zn|2 характеризует 
согласование антенны, сопротивление которой Za=7?a+fXa, с приемником, 
сопротивление которого Zn=Rn+iXn, а рЕО=Е°/|Е°|, Pa=F±/|F_J — единич
ные комплексные векторы, характеризующие поляризацию первичной вол
ны и поля антенны соответственно. Заменяя в формулах (16) $2± на ов 
и вводя коэффициент g, получаем соотношения:

(20) 0E=2s_L-On=2s_L-gs2_L,

учитывающие указанные выше рассогласования. При короткозамкнутой 
антенне g=0 и oz=2s±. Если раскрыв поглощает всю падающую на него 
мощность (черная поверхность), то оп=$2і, 3=1 и

(21) 0х=2$±—$2±=$±+$і±=2$і±+$2і.

В частном случае, когда падающая волна освещает только апертуру антен
ны, очевидно, что Sij_=O и 52±=5±, и из (20) получаем

(22) o2=25j_—^s±=sj_+(l—3)sj_.

В этой формуле выделены два поперечника рассеяния: теневой $± и «об
ратный» (1—з)$±. Теневое рассеяние (в направлении распространения пер
вичной волны) соответствует о2 при з=1; можно сказать, что это рассея
ние свойственно черному телу. «Обратное» рассеяние (в полусферу на
встречу первичной волне) зависит от g, т. e. от распределения поля в апер
туре и от согласования антенны с приемником (см. (18)-(19)). Возвра
щаясь к общей формуле (20), можно сделать следующие выводы:

(22a) Sj_^cFx^2sj^ On=2sj_—Ox^Ox,

иными словами, рассеянная мощность превосходит принятую либо рав
на ей. Последнее является отличительной особенностью апертурных ан
тенн. При этом, понятно, исключаются случаи сверхнаправленности, ког
да q может быть больше единицы.

6. Из полученных выше формул следует, что рассеяние может отсутст
вовать в случае Sj_=O. Такой случай имеет место, например, при падении 
плоской волны вдоль бесконечно тонкой металлической пластины или ме
таллического провода так, что вектор E поля перпендикулярен пластине 
или проводу. В этом случае бесконечно малы один или два размера тела 
и s_L=O. Отсутствие рассеяния возможно и при падении на тело неплоской 
волны. Так, не рассеивает металлическое тело, на внешней поверхности 
которого внешними источниками возбуждены токи, аналогичные токам, 
наводимым свободными колебаниями резонатора на его внутренней по
верхности, совпадающей с указанной внешней поверхностью тела. Дейст
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вительно, такие токи не излучают наружу. Однако реализовать эти токи 
можно лишь при специальном сложном распределении внешних источни
ков, которое практически не наблюдается. Точно так же, если в каждой 
точке пространства изменить на обратные направления одного из векто
ров поля антенны в режиме передачи, то изменятся на обратные направле
ния векторов Пойнтинга этого поля, которое поэтому в режиме приема 
будет полностью поглощаться антенной без какого-либо рассеяния, в том 
числе и теневого. Однако этот случай также соответствует практически 
нереализуемому «экзотическому» пространственному распределению источ
ников «обращенного» поля, резко отличающегося от реального случая — 
падения плоской или близкой к ней волны с одного направления.

3. ОЦЕНКА ИНТЕГРАЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК РАССЕЯНИЯ 
ЛЮБОЙ АНТЕННЫ

Оценить интегральные характеристики антенн в общем случае можно, 
используя так называемую «оптическую теорему», получаемую непосредст
венно из теоремы Пойнтинга. Известная ранее для случая пассивных рас
сеивателей [32], эта теорема в [22, 23] была обобщена и на случай погло
щающих рассеивателей и антенн. Ввиду важности этой теоремы приведем 
ее вывод в несколько более общем виде, нежели в [22, 23]. Если s-npo^ 
извольная замкнутая поверхность, окружающая антенну и проведенная 
так, что источники первичного поля находятся вне s, то применяя к пол
ному полю E, H в объеме, ограниченном снаружи поверхностью s, теорему 
Пойнтинга, получаем соотношение (см. [22])

(23) Рп+Рг+Рв=0,

где Рв — взаимная мощность первичного и рассеянного полей, равная

(24) PB = ^-Ref{[E°Hr*] + [ErH°*]}ds.

ш
s

Для плоской первичной волны, распространяющейся в направлении n:

(25) H^Zo-^nE0], Zo = W^o.

Если s — сферическая поверхность достаточно большого радиуса R^Ro 
(R0 — граница дальней зоны для рассеянного поля), то

(26) н^о-дда.

Используя (25) и (26), а также ds=i/?fl2sin6d0dq), получаем
Л 2л

(27) P. = ^-Rej j {[E°[iKEr*]]iB + [Er[nEo*]]iB}sm0d0dq>.
2/° 0 0

Преобразуем интегральное выражение в (27), используя имеющее мес
то в дальней зоне соотношение (Егіл) =0; при этом найдем

[Е°[ідЕг*]]ід=(Е°Ег*),

[Ег[пЕ°’]]ід=(шд) (ЕгЕ°*) — (Е°*ід) (Ern).
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Конкретизируем запись векторов полей E0 и Ег:

(28) Е°=ее"Л(п,л)л,

(28a) ЕГ=А(n, ід) e~ikRR~\ R>R0,

где е — единичный комплексный вектор (|е|=1), характеризующий по
ляризацию первичной волны, A(n, іл)—двухпозиционная векторная ди
аграмма рассеяния. При этом

л 2л

(29) PB = 7?(2Z0)-* Re f f {(еА*)еЛЯ[1-(п‘«>]+(е*А) (пів)е-*в“-("Ія)І -

-(е*іл) (An)e->*Bt*-<"<»)i} gin ѳ йѲ dq>.

Для вычисления этого интеграла используем1 метод стационарной фазы. 
Принимая, что первичная волна распространяется в направлении Ѳ=ф= 
=л/2 сферической системы координат, найдем, что стационарными яв
ляются точки Ѳ=ф=л/2 и Ѳ=л/2, ф=Зл/2, соответствующие направлению 
распространения первичной волны и обратному2. Однако для второй точ
ки значение интеграла оказывается чисто мнимым и, следовательно, не 
дает вклада в Рв. Для первой же точки найдем (см. [33], формула (2.6))

2 Возможность существования других стационарных точек при резко меняю
щейся фазовой диаграмме рассеянпого поля не рассматривается, так как это было 
бы эквивалентно «сверхнаправленному» рассеянию.

PB=2n(&Z0)_1Im (е*А)|іл=п

(величины e и А берутся для іл=п, т. e. Ѳ=ф=л/2). Учитывая, что вектор 
Пойнтинга первичной волны (28a) равен |S°| = (2Z0)~1, а также опреде
ления Oz и Оп, получаем, используя (23), оптическую теорему для трех
мерного рассеивателя:

(30) о2+ип=—2% Im (e*A) |іл=п,

обобщенную, по сравнению с [23] на случай произвольной поляризации. 
Для дальнейшего анализа (30) целесообразно преобразовать. Предста
вим комплексную диаграмму рассеяния A(n, іл) в виде

(31) .A(n, iB) = |A(n)|VY(n, bOp(n, іл),
где
(32) Т(п,іл) = |А(п,ій)|2|А(п,п)Г2

— нормированная на единицу в направлении распространения первичной 
волны двухпозиционная диаграмма рассеяния по мощности, |А(п)| = 
= |А(п, п)|—амплитуда поля, рассеянного в направлении n, p(n, іл), 
|р|=1 — единичный комплексный вектор, характеризующий поляризацию 
поля рассеяния, а также его фазовую диаграмму. При этом

(33) Іт(е*А)|1л=п=—а|А(п)|, a=-Im(e*p(n)), p(n)=p(n, n).

Как легко видеть, из уравнения (30) следует, что а>0. Из очевидных со
отношений
(34) o2 = f |A(n,iH)|2dQ = |A(n)|2j T(n,iji)dQ

Q Q
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(35)
£Г(п,п) = 7Х(п) = 4л[| T(n,^)dQj ,

•где DT (n) — КНД диаграммы рассеяния в направлении n, следует:
(36) о2=4л|А(п) |2[Z>r(n) ]"*, |A(n) 1= 2_г-Ѵо£Дг(п).

3 Однако аптенне с конкретной нагрузкой соответствует лишь одно значение oz 
(см. ниже, а также [22]).

234

(36)
Ѵ4л

Мри этом оптическая теорема принимает вид

(37)(37) Oz+ou = -7^ V Oz^r (n)
Ѵл

или согласно (3)

(38) Gz+On = ^r VОд (n).
Yn

Из формулы (37) видно, что суммарный интегральный поперечник (рас
сеяние плюс поглощение) определяется характеристиками поля рассея
ния в теневом направлении и, наоборот, при Ox+On=^0 теневое рассеяние 
неизбежно. Уравнение (37) квадратное относительно Yo2. Это значит, 
что при данных оп, a, X, Dr(n) возможны два значения3 Ox : оХ1 и оІ2. Вводя 
обозначение о=Х2(4л)_1а22)г(п), запишем (37) в виде

(39)

откуда

Используя теорему Виета, получаем важные соотношения:

(41a) OziOz2=On2, Vazi+Voz2=2Vo,

(416) (0z1+oz2) +2on=4o.

Очевидно, подкоренное выражение в (40) должно быть неотрицательным, 
поэтому возможные значения оп/о могут лежать лишь в интервале 0^ 
^On/o^l. При крайних значениях оп/о

(42a) Ozi=0, Oz2/o=4, если оп/а=0,

(426) Oz1/a=Oz2/a=l, если On/a=l.

Если же оп/п<1, то из (40) следует, что Ozi/n-(On/2o)2 или

(42в) ozl/cFn^an/4o<l,

т. e. с уменьшением оп величина Ozi убывает быстрее, чем оп. Укажем, 
что величина Oz2, найденная из (42a), в 4 раза превышает величину о22, 
найденную из (426), только в том случае, если о (а следовательно, и 
Ог(п)) одинакова в обоих случаях, иными словами, не зависит от вели-
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чипы оп; это имеет место, например, для резонансного вибратора и дипо
ля (см ниже). Для больших апертурных антенн, когда диаграммы тене
вого и обратного рассеяний практически не пересекаются, уровень тенево
го рассеяния практически не зависит от оп. Однако максимальные рассеи
ваемые мощности при нулевой и максимальной4 оп отличаются в 2 раза
(см. (10) и (11)), точно так же будут отличаться Dr(n) и о, а значит,
и Oz2 (см. (42)).

У апертурных антенн в приближении Кирхгофа оптическая теорема
(39) переходит в уравнение (20), поскольку оба равенства (39) и (20)
являются следствием одной и той же теоремы Пойнтинга. Следовательно, 
правые части этих равенств в приближении Кирхгофа должны совпадать:

(43) Vooz=Sj_.

Убедиться в справедливости этого равенства можно, например, на двух 
частных случаях (42a и 426). Действительно, для (42a) с учетом (11^ 

'■ 1
Vooz = -Oz=s_L, а для (426) с учетом (14) и (22а)—Ѵаа2=о=оп=^

^u

Таким образом, в случае апертурных антенн уравнение оптической теоре
мы переходит в линейное относительно Oz и будет иметь только один 
корень
(44) Gx=2sjL-On.

В то же время в [22] показано, что в случае протяженных (в направле
нии распространения падающей волны) объемных антенн с импедансным 
покрытием внешней поверхности (вне апертуры) уравнение оптической 
теоремы по-прежнему имеет два корня; появление второго корня можно* 
объяснить компенсирующим рассеянием протяженной тыльной части ан
тенны, не учитываемым в приближении Кирхгофа. Рассмотрим более де
тально смысл коэффициента а. Для этого запишем поляризационные век
торы e и p в наиболее простом базисе (см. [31, гл. 20]):

(45) e= cos ѵіѳ+еіС sin ѵіф, cos v>0,
p= (cos ціѳ+ег* sin т]іф) е^ѳ,

sinv>0,

где

(46) cos ц = --------> 0,
ѴАѲ2+ЛФ2

sin ц
Лф

ѴЛѳ2+Лф2
>0, £=фФ-фѳг

Лѳ>0, Лф^О — амплитудные, фѳ, фФ — фазовые диаграммы рассеяния для 
соответствующих компонент поля, являющиеся двухпозиционными ве
щественными функциями и определяющие для каждого направления 
наблюдения Ѳ', q/ поляризацию рассеянного поля. В общем случае вели
чина (e*p(n)) сучетом (45) записывается в виде

(47) (e*p(n)) = fcosvcos ц+ sinvsin це1(6“С)] е^ѳ <п).

Поскольку вектор p может быть определен лишь в результате решения 
соответствующей дифракционной задачи, ограничимся рассмотрением наи
более простого случая £=£. Приэтома=—зіпфѳ(п) cos (ѵ—ц),зіпфѳ(п)^ 
^0. Если е=іѳ, то cosv=l и a=-sin^o(n)cos ц; при р=ег*ѳ(п)іѳ аналогич
но a=-sin^e(n)cosv. При совпадении поляризаций первичного и теневого
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полей (как, например,при рассеянии на черном теле[27]) a=-sin^e(n). 
Во всех этих случаях sinipe(n)=0 соответствует о2+оп=0, т. e. Os=On=0. 
Максимум Oz+On достигается при sin^e(n)=-l: -фе=—л/2 и Ѳ-е компо
ненты первичного и рассеянного полей в направлении n находятся в квад
ратуре. Нетрудно, однако, убедиться, что при этом будут в квадратуре и 
полные поля.

В случае двумерной задачи рассеяния при падении плоской волны 
(25), (28) в направлении Ѳ=ф=л/2 на бесконечный цилиндр произволь
ного сечения, параллельный оси z, оптическая теорема принимает следую- 
щийвид (см. (14) в 22):

(48) as + стп = — 2 /X Re {e~inli (e*A (n))}.

Преобразуя формулу (48) с учетом того, что в двумерном случае
2л

(49) Z/ = 2nfJ Ч^ф] *,

0

и обозначая

(50) a=-Re (ег_я/4 (e*p (n)) }=^0,

получаем

(51) ох+оп = +2aV- ZZ(n) ѴоГ

* 2л

Вводя параметр o=Z(2n)-1 a2Or(n), приводим (51) к виду

(52) о2/о—2Уо2/о+оп/о=0,

такому же, как и в трехмерном случае (см. (39)). Поэтому все приведен
ные выше формулы и принципиальные выводы остаются справедливыми. 
Правда, величины ozl>2 и оп при подстановке в соответствующие формулы 
выражений для параметра о в трехмерном и двумерном случаях будут 
различными; но эти различия обусловливаются тем, что в двумерном 
случае указанные величины являются погонными (имея размерность Z, 
а не Z/2). Отметим также, что в двумерном случае при |(е*р(п)|=1 полу
чим a=-cos(4%(n)-n/4)*, значению a=l соответствует Тѳ(п)=—Зл/4.

4. ОБЩИЙ МЕТОД РАСЧЕТА ДИАГРАММ РАССЕЯНИЯ АНТЕНН

Сформулированный впервые в [2] и развитый далее в [31, 34], а так
же в [3—5, 14] общий метод расчета полей рассеяния и анализа струк
туры диаграммы рассеяния базируется на представлении полей рассеяния 
в виде суперпозиции двух полей:

(53) E'=E/+E/, H'=H/+H/,

где E/, H/ — поле, рассеянное нагруженной антенной, облучаемой первич
ной волной E0, H0, Е2Г, Н2Г — поле излучения этой же антенны при соответ
ствующих условиях возбуждения в режиме передачи в отсутствие первич
ного поля. Указанное разбиение может проводиться различными спосо
бами в зависимости от типа и конструкции антенны и удобств расчета.

Рассмотрим варианты задания полей EJ>2r, Hi/. Вариант 1. В перво
начальной формулировке [2] поле E/, H/ соответствовало короткозамкну-
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Рпс. 1 Рис. 2

той антенне, а E/, Н2Г — этой же антенне, возбужденной эквивалентным 
генератором с нулевым внутренним сопротивлением и ЭДС &, равной 
взятому с обратным знаком падению напряжения £7Н на входе приемника, 
подключаемого к антенне в режиме приема. Справедливость этого пред
ставления следует из того, что при указанной замене приемника генера
тором распределение тока в антенне ие меняется, а поле рассеяния скла
дывается из полей, возбуждаемых двумя источниками: генератором и
источниками первичной волны. При этом напряжение Un=IZ (Z — ток на
клеммах антенны, нагруженной приемником в режиме приема, Z — внут
реннее сопротивление приемника) находится по известным формулам 
теории приемных антенн, поле излучения при возбуждении антенны ЭДС 
<У=—?7н — из теории передающих антепн. Поле рассеяния короткозамк
нутой антенны следует рассчитывать, используя точные или приближен
ные методы теории дифракции.

Вариант 2. Описанный выше прием можно обобщить, заменив сопро
тивление Z реального приемника произвольно заданным комплексным со
противлением Zi (ReZi^0) иположив ЭДС эквивалентного генератора 
равной ^i=Z(Zi-Z) (внутреннее сопротивление генератора при этом 
по-прежнему считается равным нулю). Возможность такой замены осно
вана на равнозначности двух эквивалентных схем приемной антенны: 
с сопротивлением приемника Z (рис. 1) и с сопротивлением некоторой 
нагрузки Zi и ЭДС (S^ (рис. 2), связанных условием

(54) (Ti-ZZi=-ZZ,

при котором обеспечивается прежнее падение напряжения (ZZ) на клем
мах (при том же токе Z); комбинация Si и Zt может также рассматривать
ся как генератор с ЭДС S^ и внутренним сопротивлением Zb Поле E/,
H/ в формуле (53) при этом равно полю, рассеянному антенной, когда 
в качестве приемника включено сопротивление Z4 и на антенну падает 
первичная волна E0, H0, а Е2Г, Н2Г — поле, излученное рассматриваемой 
антенной, когда к ее клеммам подключен генератор с ЭДС S^ и внутрен
ним сопротивлением Zi (рис. 2), первичное поле при этом отсутствует. 
Частный случай Zi=0, очевидно, совпадает с рассмотренным выше ва
риантом 1. Случай, когда Zt=Za* (Za — входное сопротивление антенны 
в режиме передачи), рассмотренный в [4, 14], соответствует отождеств
лению поля E/, H/ с полем рассеяния антенны, согласованной с прием-
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ником, а поля E/, H2r с полем излучения при возбуждении антенны вол
ной, отраженной от входа приемника с сопротивлением Z.

Для антенн СВЧ с волноводным фидерным трактом удобнее представ
лять поле в тракте в виде суперпозиции волн, бегущих в противополож
ных направлениях. Рассмотрим для определенности одномодовый волно- 
водный тракт, например, с рупорной антенной. Пусть при падении на 
антенну снаружи первичной волны E0, H0 в тракте в сторону приемника 
(z>0) бежит волна Е+, Н+, а в обратном направлении (z<0) — отражен
ная от его входа волна Е“, Н“. Примем, что волна в волноводе магнитного 
типа: Ez=0. Тогда в сечении z=0, условно называемом «клеммным», по
ложим, что

(55) Е-=ГЕ+,

Г — комплексный коэффициент отражения от приемника, отнесенный 
к клеммному сечению. Очевидно, поле, рассеянное антенной, не изменится, 
если заданный приемник с коэффициентом отражения Г заменить на лю
бое иное устройство при условии, что оно будет обеспечивать в случае 2 
при той же падающей снаружи волне E0, H0 выполнение соотношения
(55) в клеммном сечении, например на устройство с коэффициентом отра
жения Гі в клеммпом сечении и генератором, возбуждающим в волноводе
волну Еі“, бегущую в направлении z<0. Условием эквивалентности будет
равенство
(56) Er+rjE+=E-,

при выполнении которого волна Е+, падающая на это устройство, вызы
вает появление волны Е“. Здесь поле рассеяния исходной системы также 
представимо суммой полей (53), где E/, H/ означает поле, рассеянное 
приемной антенной, когда на нее падает волна E0, H0 и коэффициент от
ражения от приемника равен Гь a E/, Н2г — поле, излучаемое антенной 
в режиме передачи при возбуждении ее волной Ег, порожденной генера
тором, включенным вместо приемника (и в отсутствие первичной волны 
E0, H0). Наибольший практический интерес представляют случаи, когда 
Гі=Ѳ (вариант 3) или e“2iv (вариант 4), соответствующие идеальному со
гласованию тракта с приемником либо короткозамкнутому приемнику. 
Здесь Z — расстояние вдоль оси тракта от клеммного сечения до входа 
приемника, у — постоянная распространения волны в тракте. При практи
ческих расчетах удобнее короткое замыкание осуществлять в клеммном 
сечении, т.е. полагать Z=0, Гі=—1 (короткое замыкание для вектора E) 
или Гі=1 (короткое замыкание для вектора Н± — поперечной относительно 
орта iz части вектора H). При этом в клеммном сечении

(57) (Е-+Е+ _.fHr-H^,rj=-l
(58) Ьі—[Е- — Е+’ 1±—[Н±- + Н±+, Гх = 1 ’

В этом случае полное рассеянное поле состоит из поля, рассеиваемого 
приемной антенной, соответствующим образом короткозамкнутой в клемм
ном сечении, и поля этой жѳ антенны в режиме передачи, возбуждаемой 
волной Еі~, Нг, распространяющейся в ее тракте в направлении z<0. 
Задача возбуждения антенны волной Ег, Нг может быть сведена к за
даче возбуждения эквивалентными токами: в случае Гі=—1 магнитными 
с плотностью

(59) K*=UzErJ,
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в случае Гі=1 электрическими с плотностью

(60) K=—[izHr],

«размазанными» на левой стороне перегородки, замыкающей тракт 
в клеммном сечении, идеально электропроводящей в случае Гі=—1 или 
идеально магнитопроводящей в случае Гі=1. Действительно, в первом
случае поле E слева от перегородки при z=0 будет равно

E=[K4z] = [[izEr]i,]=Er,

во втором случае аналогично — Н±=НІ±(_).
В принципиальном плане изложенные варианты расчета эквивалентны, 

выбор того или иного определяется с учетом конкретной задачи, а также 
из соображений упрощения расчета. Так, варианты 1 и 4 наиболее удобны 
в применении к вибраторным антеннам, но могут быть использованы и 
для апертурных антенн. Удобство этих методов обусловлено большей про
стотой расчета рассеяния. Вариант 4 использовался для излучателя в виде 
короткозамкнутого отрезка плоского волновода с открытым концом [13]. 
Уточнить влияние рассогласования антенны с приемником удобнее, при
меняя варианты 2 и 3; достоинством их является также сравнительная 
простота экспериментальной проверки.

5. АНАЛИЗ КОМПОНЕНТ ДВУХПОЗИЦИОННЫХ ДИАГРАММ 
РАССЕЯНИЯ АНТЕНН

Анализ дифференциальных характеристик двухпозиционных диаграмм 
рассеяния антенн целесообразно проводить, рассматривая порознь отдель
ные причины рассеяния. Применительно к апертурным антеннам это
соответствует «теневому» рассеянию, обусловленному главным образом 
затенением, вносимым антенной; «обратному» рассеянию (т. e. рассеянию
в «обратную» полусферу, а не точно в обратном направлении) раскрывом 
антенны вследствие несовпадения распределений на раскрыве полей волн, 
падающих снаружи (в режиме приема) и изнутри (в режиме передачи); 
отражения от приемника; рассогласования поляризаций первичного поля 
и поля антенны; рассеяния на острых кромках антенны и на внешних 
элементах ее конструкции. В той или иной степени эти причины рассея
ния имеют место в любых антеннах. Рассеяние элементами конструкции 
в общем виде анализировать затруднительно. В ряде случаев оно прояв
ляется главным образом при облучении антенны сбоку (например, у рупо
ров). Здесь же рассмотрим рассеяние, имеющее место при облучении ан
тенны в зоне главного лепестка диаграммы направленности.

Объяснение теневого рассеяния как компенсирующего первичную вол
ну за антенной [9], как видно из предыдущего раздела, недостаточно. 
Источниками этого рассеяния, очевидно, являются электрические токи, 
наводимые на внешней стороне металлической поверхности антенны, 
а также эквивалентные электрические и магнитные токи в ее раскрыве. 
Если, например, перпендикулярно направлению распространения iz пер
вичной волны поместить металлическую пластину, то на ее поверхности 
наводятся электрические токи

(61) K——2[izH°],

приводящие к появлению переизлучения, одинакового в обе стороны z>0 
и 2<0, т. e. как по направлению распределения первичной волны, так и 
в обратном направлении. Излучение этих токов при этом создает идентич-
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ные—«прямой» («теневой») и «обратный» лепестки диаграммы рассеяния. 
Если же эта пластина абсолютно черная, то в силу граничных условий (7) 
и теоремы эквивалентности (8) на ее поверхности можно ввести эквива
лентные токи:

(62) КЭ=—[І2Н°], Кэц=[ЦЕ°].

Учитывая ориентацию векторов полей, излучаемых этими токами в 
направлениях z<0 и z>0, находим, что IE(K/)l = IE(Ka)l=V2lE(K)l, где 
К определяется формулой (61); при этом E(K/) и Е(КЭ) в направлении 
z>0 арифметически складываются, их результирующая будет равна E(K),
и, следовательно, теневой лепесток будет точно таким же, как и в случае
металлической пластины; в то же время в направлении z<0 эти поля
противофазны и взаимно компенсируются, т. e. в этом направлении рас
сеяние будет отсутствовать.

Реальная антенна помимо раскрыва, который может быть в известной 
степени аналогичен черной пластине, будет иметь дополнительные метал
локонструкции, например боковые стенки у рупорных антенн, на которых 
падающей волной будут наводиться токи, образующие как бы антенну 
бегущей волны. Так как эти токи направлены противоположно токам, 
возбуждаемым в режиме передачи на внутренней поверхности стенок, то 
и направление рассеяния будет обратным по отношению к излучению 
в режиме передачи, внося, таким образом, вклад в теневое рассеяние. 
Токи, отвечающие за «теневое» рассеяние, очевидно, могут создавать не
который уровень рассеяния и в полупространстве z<0. Аналогичные рас
суждения могут быть проведены и применительно к другим антеннам.

Вблизи острых кромок металлических поверхностей антенны помимо 
токов (61), (62), учитываемых в приближении Кирхгофа, компонентами 
E0, параллельными кромке, наводятся так называемые неравномерные 
токи [35]. Вызываемое ими поле рассеяния имеет вид расходящихся 
цилиндрических волн.

Дополнительное «обратное» рассеяние, согласно (22), соответствует 
части интегрального ЭПР, равного (l-^)sj_. В конструкциях реальных 
антенн нельзя обеспечить q=i. Так, в зеркальных и линзовых антеннах q 
может снижаться до 0,3, в волноводных и рупорных антеннах сможет 
составлять от 0,5 до 0,8. В антенных решетках даже при параллельном 
возбуждении также д<1, в частности, из-за дискретного возбуждения рас
крыва отдельными элементами решетки либо из-за того, что у самих эле
ментов д<1. Таким образом, обратное рассеяние будет иметь место у любой
антенны. К тому же указанные значения q реализуются лишь для на
правления главного максимума ее диаграммы направленности, для других
направлений величина q будет еще ниже (в сравнении с равномерным
синфазным раскрывом).

В отдельных случаях, как, например, для рупорных антенн, можно без 
особого труда определить и форму диаграммы части обратного рассеяния 
[10, 12], обусловленного несовпадением в раскрыве антенны распределе
ний — первичного поля (в режиме приема) и поля в антенне вблизи рас
крыва (совпадающего чаще всего с распределением, возбуждаемым в ре
жиме передачи основной волной одномодового фидера). При этом распре
деление первичного поля в раскрыве разлагается по системе собственных 
парциальных волн рупора. Основная из этих волн используется в фидер
ном тракте (волноводе), ей соответствует поглощаемая мощность Ou=qs_L 
(если приемник согласован с трактом), на долю остальных волн прихо
дится мощность, примерно равная (поскольку есть и другие источники 
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обратного рассеяния) (l—#)s±; каждая из них отражается внутри рупора 
и переизлучается, как и при возбуждении рупора соответствующей гармо
никой; их диаграммы (как и относительные амплитуды) нетрудно рас
считать; очевидно, они будут многолепестковыми. При изменении ракурса 
облучения рупора амплитуды этих гармоник и, следовательно, рассеивае
мая ими мощность изменяются (но парциальные диаграммы, естественно, 
неизменны). Такое рассеяние принято называть модовым.

В случае зеркальных антенн с рупорными облучателями аналогичные 
рассуждения могут быть также применены для оценки рассеяния от облу
чателя. Помимо того необходимо рассматривать и рассеяние от поверхности 
зеркала за счет наведенных на нем токов. Часть излучаемого этими токами 
поля собирается в фокальном пятне и в отсутствие облучателя рассеивает
ся в виде расходящегося, довольно широкого пучка; другая часть рассеи
вается непосредственно; при этом из-за кривизны поверхности зеркала 
в переизлученном поле будет и кроссполяризованная компонента [36].

Если антенна облучается в секторе главного лепестка ее диаграммы 
направленности, а приемный тракт полностью рассогласован с антенной, 
то мощность, проходящая в тракт, будет полностью отражаться. Часть 
интегрального ЭПР, обусловленная этим рассеянием, будет равна Ox=qs^ 
а соответствующий ему дифференциальный ЭПР Од1 в секторе диаграммы 
направленности на передачу, согласно формуле (3), будет равен:

(63) ОдЧѲ, ф; Ѳ', ф') =g(0, ф)«±Р(Ѳ', ф')=$эФ(Ѳ, ф)Д(Ѳ', ф'),

где .#(Ѳ, ф) соответствует облучению в направлении Ѳ, ф, £>(Ѳ', ф') ~КНД 
антенны в режиме передачи в направлении наблюдения Ѳ', ф', s3$=qs±. 
При частичном рассогласовании антенны с нагрузкой в формулу (63) сле
дует ввести эквивалентный коэффициент отражения основной гармоники 
по мощности |Г|2^1

(64) o/(0, Ф; Ѳ', ф')=*эФ(Ѳ, Ф)^(Ѳ', ф')|Г|2.

Величина о/ легко определима по параметрам антенны в режимах приема 
и передачи и, хотя она и не равна истинному дифференциальному ЭПР 
(см. (3))

(65) од(Ѳ, ф; Ѳ', ф')=ог(Ѳ, <р)/>г(Ѳ, ф; Ѳ', ф'),

ее часто используют для приближенных расчетных оценок од. Это допу
стимо лишь при |Г|2, близком к единице, и в узком секторе углов вблизи 
максимума диаграммы направленности на передачу. При |Г|2<С1 такая 
оценка вообще будет неверна.

На практике часто ограничиваются исследованием однопозиционного 
дифференциального ЭПР (поперечником обратного рассеяния) од(Ѳ, ф), 
когда направление наблюдения противоположно направлению облучения. 
При этом формулы (65) и (64) принимают вид

(66) од1(Ѳ,ф)=5ЭФ(Ѳ,ф)Д(Ѳ,ф)|Г|2,

(67) од(Ѳ, ф)=ог(Ѳ, ф)Дг(Ѳ, ф).

Графики Од^Ѳ, ф) и од(Ѳ, ф) существенно отличаются в особенности при 
|Г|2<1. Действительно, кривая ОдЧѲ, ф) независимо от величины |Г|2 
имеет куполообразную форму с максимумом при Ѳ=ѲМакс, Ф=фмакС, повто
ряя зависимость от этих углов s^D (величина |Г|2 от Ѳ, ф не зависит), 
а кривая од(Ѳ, ф) при |Г|2<С1 наоборот, в этом направлении будет иметь 
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минимум (равный примерно ОдЧѲмаксфмакс)); при отклонении от этого на
правления о(Ѳ, ф) довольно резко возрастает в соответствии с увеличением 
модового рассеяния. Это еще раз подчеркивает ограниченность примени- 

Z2 
мости формул (63), (64), (66). Заметим, что поскольку $Эф = ——D, фор-

5 Совпадение диаграмм излучения и рассеяния возможно лишь при идентичных 
распределениях токов в этих режимах. Чаще всего это совпадение не имеет места. 
Поэтому характеристики рассеяния в общем случае нельзя определить по харак
теристикам излучения. На это, по-видимому, впервые указано в [37]. Даже у резо
нансного вибратора пет полного совпадения этих полей, возбуждаемых при коротком 
замыкании и нагрузке, сопротивление которой намного превышает сопротивление 
излучения вибратора.

_ ( 4л
мула (66) может быть переписана в эквивалентной форме

(68) a/(e,<p)=~|r|2[P(0,<p)]2,
4л

откуда видно, что главный лепесток ОдЧѲ, ф) [и од(Ѳ, ф) при |Г|2~1] 
антенны соответствует квадрату ее диаграммы направленности в режиме 
передачи. Эти выводы подтверждаются данными измерений [10]. У корот
козамкнутого пирамидального рупора ад(Ѳмаксфмакс) существенно меньше 
Од(Ѳмаксфмакс), равновеликой раскрыву рупора металлической пластины. 
Это объясняется тем, что пластина возбуждается синфазно, тогда как ком
поненты обратного рассеяния рупора расфазированы. Если же рупор со
гласован с нагрузкой (по основной гармонике), то Од(ѲМакс,фмакс) снижает
ся еще на 10... 20 дБ. Подбирая амплитуду и фазу коэффициента отра
жения в фидерном тракте, можно компенсировать имеющееся в этом на
правлении теневое и модовое рассеяние и снизить од еще на 10... 20 дБ.

6. ОСОБЕННОСТИ РАССЕЯНИЯ ПРОСТЕЙШИМИ ИЗЛУЧАТЕЛЯМИ

Тонкий прямолинейный вибратор практически характеризуется только 
одним измерением — длиной. В результате эффект затенения отсутствует 
и поле рассеяния нельзя разделить на теневое и «обратное». Кроме того, 
в металлическом вибраторе наводится только линейный электрический ток 
и поэтому ни при какой нагрузке вибратор нельзя рассматривать как чер
ное тело. Особое положение занимают полуволновый (резонансный) виб
ратор и диполь, у которых почти совпадают, независимо от величины на
грузки, диаграммы направленности излучения и рассеяния5, а следова
тельно, и диаграммы рассеяния, соответствующие полям E/ и E/ (см. 
(53)), что приводит к возможности почти полной взаимной компенсации 
этих полей (за счет подбора нагрузки), причем во всем пространстве одно
временно. (В рассматривавшихся выше апертурных антеннах с почти 
непересекающимися диаграммами обратного и теневого рассеяния такая 
компенсация возможна только в некоторых направлениях.) Поэтому ре
зонансные вибраторы относят к минимально рассеивающим антеннам 
(у расстроенных вибраторов подобные свойства выражены лишь частично, 
так как распределения токов в режимах передачи и приема более или 
менее различаются). Следует отметить еще одну особенность тонкого виб
ратора — зависимость ЭПР от частоты, обусловленную резко выраженными 
резонансными свойствами, так как при отходе от резонанса резко меняется 
амплитуда тока, возбуждаемого в вибраторе падающей волной. Эта зави
симость (см. [15]) имеет волнообразный характер, с максимумами в резо
нансных (при длине вибратора Z=(2n+l)X/2) и минимумами — в антире- 
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(71)

зонансных (Z=2nV2) точках, причем с ростом 1 перепады величины o2(Z) 
уменьшаются. Величина о2(Ѵ2) для согласованного вибратора близка к 
azc=On~3X2/8jt, для короткозамкнутого вибратора (оп=0)о2к=4о2с. Пос
леднее находится в согласии с выводами общей теории (см. (42)). Эта 
следует и из элементарных соображений. Действительно, для приемнога 
вибратора полная наведенная внешним полем ЭДС (см. [2])

6 Это имеет место пока изменение ZH не приводит к заметному влиянию на рас
пределение тока.

(69) ^=ZH(Za+ZH),

где Za — входное сопротивление вибратора в режиме передачи, ZH — ток на 
клеммах вибратора в режиме приема при нагрузке Zn=Rn+iXs. Величина 
S слабо зависит от Z„ и в основном определяется размерами вибратора 6. 
Поэтому из формулы (69) можно найти соотношение между токами на 
клеммах при различных нагрузках, в частности при ZH=0 и ZH=Za*:

2ZcZ?a = Z0Z?a,

откуда Z0=2Zc; тогда, поскольку переизлучаемая мощность пропорциональ
на квадрату тока, то

(70) о2к=4о2с.

Очевидно, при |ZH|^Z?a, о2с^о2^4о2с, что соответствует а22 в (41).
Однако в силу D^=DCT для вибратора должна реализовываться и a2t, для 
которого при On^0 выполняется неравенство о2<оп. Как показано в [38], 
при Z?H>Z?a и Хн=0

02 4 Z?a

Оп 3 Z?n

в соответствии с эквивалентной схемой приемного вибратора 

on/onc=4Z?aZ?H[(Z?a+Z?H)2+(Xa+XH)2]-1,

то при Ха+Хн=0 и Z?a/Z?H^1 из (72) следует

Оп _ 4ffa/Z?H ^ z Z?a 
oF” [i+z?a/z?H]2 “4яГ‘

Учитывая (71), получаем

1
(73) о2/оп ~ — On/On%

э

что отличается от формулы (42в) лишь численным коэффициентом (здесь 
опе=о). Из (72) следует (см. также рис. 20.4 в [31]), что при Ха+Хн=0 
величина оп/опс будет одинакова при сопротивлениях нагрузки, равных 
Z?H и Z?a2/Z?H. Если при этом Z?H<Z?a, то первому значению соответствует о22, 
а второму — Оц. Из формулы (72) также следует, что и при Ха+Хп=^0 
вибраторная антенна может иметь одинаковые о2 при различных нагруз
ках. В работах [15 и 38] рассмотрен и случай узкой линейной щели в пло
ском металлическом экране. Для заэкранного, т. e., по сути дела, «тене
вого» поля показано, что о2т точно совпадает с 72о2 ленточного металличе
ского вибратора, дополняющего экран до сплошного.

Так как 
[2, 31]:
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Представляет интерес оценка рассеяния спиральными антеннами. При
ведем здесь лишь элементарные соображения, исходя из простейшей 
модели в виде одиночного кольцевого витка, нагруженного по обоим кон
цам на согласованные с ним нагрузки. При этом токи, возбуждаемые 
в витке в режиме передачи, а также в режиме приема при падении волны 
чисто круговой поляризации, будут иметь вид волн, бегущих в одну или 
другую сторону. Если поляризация падающей волны совпадает (с учетом 
определения понятия направления вращения) с поляризацией волны, из
лучаемой витком в режиме передачи, то ток в приемном режиме распро
страняется в сторону приемника и в нем поглощается, а при обратном 
вращении — поглощается в другой оконечной нагрузке. Рассмотрим случай 
согласованной (совпадающей) поляризации. Тогда наведенный в проводе 
ток будет направлен в сторону приемника, т. e. противоположен току, те
кущему в режиме передачи. Следовательно, и направления вращения по
лей переизлученного этим витком в режиме приема и излучаемого в ре
жиме передачи будут противоположны. Рассуждая таким же образом, 
можно определить характер переизлученных полей и при неполностью 
согласованных нагрузках. Следует отметить, что у такого, согласованного 
по обоим концам, витка (кольца) диаграмма направленности на передачу 
и диаграмма рассеяния совпадают по форме (так же, как и у линейных 
вибраторов), хотя и имеют противоположные направления вращения поля
ризации. Если же первичное поле линейно поляризовано, то оно возбуж
дает в витке два равных и противоположно направленных тока, один из 
которых поглощается приемником, а другой — в оконечной нагрузке (сле
довательно, полезный сигнал уменьшится на 3 дБ); при этом переизлучае- 
мое поле, очевидно, будет линейно поляризовано. Анализ рассеяния 
реальных спиральных антенн, естественно, сложнее, в частности из-за 
необходимости учитывать влияние корпуса.

7. О ВОЗМОЖНОСТИ СИНТЕЗА АНТЕНН 
С ЗАДАННЫМИ РАССЕИВАЮЩИМИ СВОЙСТВАМИ

Решение задачи синтеза аптенн с заданными рассеивающими свойст
вами представляло бы большой практический интерес, однако в полном 
виде эта задача пока не решена. В литературе до сих пор рассматривались 
лишь ограниченные задачи синтеза. Так, в [39] исследовались компенса
ционные методы, использующие дополнительно вводимые активные источ
ники. По-видимому, этот метод все же не может иметь большого практи
ческого значения, поскольку компенсация рассеяния, по сути дела, воз
можна лишь при неизменных первичном поле и расположении относи
тельно него рассеивателя.

Другой метод был развит в [24, 25], где изучалась возможность реали
зации заданной диаграммы рассеяния (при фиксированном направлении 
падения первичной волны) за счет нахождения формы рассеивателя и 
распределения на его поверхности реактивного импеданса. При этом 
использовался оригинальный прием: по заданному полному полю находи
лась замкнутая поверхность, касательная к Re S; если затем в поле поме
стить тело, имеющее такую же поверхность, а на ней реализовать распре
деление соответствующего реактивного импеданса, то рассеяние будет 
совпадать с заданным, так как линии Re S, Im S не исказятся. Этот прием 
был применен в [22, 23] и к приемной антенне; при этом торцевая часть 
тела выбиралась перпендикулярной линиям Re S, имитируя тем самым 
абсолютно черный раскрыв. Тыльная часть тела по-прежнему представляет 
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поверхность с соответствующим реактивным импедансом. При этом стави
лась задача существенного снижения величины о2 при сохранении «тене
вого» лепестка. С целью преодоления трудностей реализации переменного 
импеданса в [22] найдена форма тыльной поверхности (сигарообразная, 
длиной, значительно превосходящей поперечник) с небольшой величиной 
импеданса и его производной (правда, на конце тела должен быть всплеск 
импеданса). Отметим также, что сигарообразная форма рассеивателя 
ограничивает сектор углов падения первичной волны, в которой эта мера 
будет эффективна.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучение рассеивающих свойств антенн приобретает в последнее время 
все большее значение в связи с тем, что они оказывают существенное 
влияние на ЭПР объекта, на котором установлена антенна. В то время 
как изучению рассеивающих свойств металлических и «черных» тел по
священы многочисленные работы не только методического характера, но 
и содержащие обширные расчетные и экспериментальные данные, рассея
ние, вызываемое антеннами, исследовано пока недостаточно. Отсутствуют 
и сколько-нибудь полные расчетные данные для многочисленных типов 
антенн. Поэтому экспериментальное и теоретическое исследования диа
грамм рассеяния и величины ЭПР различных антенных систем и влияния 
на них окружающих предметов представляет весьма актуальную проблему 
современной техники7.

7 Пользуемся случаем отметить, что в [40] на рис. 2, б ошибочно напечатано 
|Е(Ф) |/0,237 вместо |Е(Ф) |/0,0237.
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УДК 621.396.67.01

СИНТЕЗ ТОКОВ ОБЛУЧАТЕЛЯ ПО ЗАДАННОМУ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЮ ТОКА НА ЗЕРКАЛЕ

Фельд Я.Н.

Изложен метод определения эквивалентньк электрических и магнитных 
поверхностных токов в апертуре облучателя зеркальной антенны по заданному 
распределению электрического тока на зеркале, который в свою очередь может 
быть найден по известной диаграмме направленности. Показано, что найденные 
ряды для искомых токов сходятся во всяком случае по норме пространства Z^, 
т.е. в среднем с некоторым весом.

Метод применим и для случая, когда вместо ’’апертурного облучателя” имеет 
место проволочный облучатель с одним (физически существующим) электри
ческим током.

-^
В работе [1] рассмотрена задача нахождения распределения плотности токаХ 

на поверхности s зеркала, реализующего заданную диаграмму направленности. 
В данной статье решается задача нахождения токов облучателя, обеспечивающих 

реализацию заданного тока К на зеркале.
Пусть апертура облучателя представляет собой некоторую поверхность S, на 

которой распределены искомые (эквивалентные [2, с. 171]) поверхностные 
—> _►

электрический и магнитный токи, плотности J и Iм соответственно, связанные

соотношением
(1) 7^ = ZJ на S,

где Z — заданный линейный оператор.
В частном случае, когда касательные к S 

составляющие векторов поля связаны между со
бой, как в плоской волне,

где при соответствующем выборе координат на Z

Zjl = ^2 2 =0, %12 =—P, ^2 1 = Р>

p — волновое сопротивление.
В более общем случае все zik могут быть отличны от нуля и являться 

функциями координат на Z.
Если облучатель представляет собой вибратор или решетку вибраторов с 

электрическими токами, то Z = 0. Замкнем поверхность s зеркала некоторой 
геометрической поверхностью Sj так, чтобы облучатель S находился внутри 

s + $i (рисунок). Зададим на s + sj семейство { Km I вспомогательных поверх

ностных электрических токов, касательных к s + $j. Подробнее о них сказано 
ниже.

—> —^ —>
Обозначим Ет, Нт поле, возбуждаемое током Кт в свободном простран- 

—> —> -^ _>
стве, а через E, Я — поле токов J и 7м, распределенных на S, при наличии 
зеркала s, Применив к этим полям лемму Лоренца, найдем

(2) f KEmds + f (JEm -l^Hm }ds - f KmEds = 0.
(*) (2) (s+sJ
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Отсюда.учитываяравенство (1) ито.что Et = Q на s, получаем

(2a) f (ffmZJ-JEm)ds + f KmEds = f KEmds
(S) (s,) (i)

ИЛИ ------—_-

(3) fJ(Z*^T'-F'")ds+ $KmEds=$KEmds.
(S) (*,) (s)

Здесь Z* - оператор, сопряженный c Z в пространстве Z2(S), черта знак
комплексного сопряжения. 

Введем обозначения

(4)
J на S,
•^
Et на $!,

на S, 

на Sj,
F =

(5) bm = fKE"ds-, So = S + *i.
(*)

Используя их, перепишем (3) в виде

(6) / FFmds = bm, m=l,2,...
(So)

~> —> ^> 
Здесь F - искомый вектор, a Fm и bm — известные величины. Вектор F сле- 
дует искать в пространстве Z^(S0) со скалярным произведением

(7) (7,B) = f ARBds,
(So)

)■(8)

где R — линейный оператор-матрица вида

«.(*■■ 0 

\ 0 R22
элементы которой выбираются так, чтобы пространство L2R (S0) было гильбер

товым, а его элементы — векторы, касательные к S0, удовлетворяли усло
виям Майкснера при приближении к контурам jCSj и JC^, на которые опирает

ся поверхность S0 (рисунок). Для этого необходимо, чтобы величины Яц> 
>0, Я22>0> и если одна из ортогональных координатных линий Xj =const 
на 5! іювпадает с £Si, то они должны вести себя при приближении к £Si со 

стороны $! следующим образом:

(9) Яц=О(р1/2), ^2=O(p-*/2), 

где p - расстояние до £s^.

Поведение R^ и R22 при приближении к <CS со стороны S должно зави
сеть от конструкции облучателя, апертурой которого является поверхность S. 
Конструкция облучателя здесь не конкретизируется. В частности, можно по
лагать Ли =R22 = 1 на S- Используя обозначение (7), запишем равенства (6) 
в следующем виде:
(10) (£tf-*Fm) = &m, m = l,2,...

Здесь R_1 —матрица,обратнаяЯ.

Пусть токи { Кт}, заданные на s + $і, линейно независимы, принадлежат 
пространству C*(s + sj), а их линейные комбинации всюду плотныв нем. Тогда 

семейство \R~iFni\ линейно независимо, принадлежит пространству Z^(So) и
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полно в нем. Начнем с доказательства полноты. Так, из условий

(11) (X«4) = 0> w = l,2,...,

где А ££д(2о),приучете (7) и (4) следует

fAKmds + fA\Z*H™-Em\ds = 0
(*>) (E)

ИЛИ

(12) fAKmds- fAEmds + fHmZAds = G.
(^) (2) (S)

Лемма Лоренца позволяет записать следующие равенства:

fAEmds = f KmElA;Xlds,
(S) (J+J,)

f HmZAds = - f КтЕ^ IZA ; S } ds.
(S) (s+j,)

ЗдесьЕ{<4;5| иЕмІ7Л;2І—электрические векторы полей, возбуждаемых 
—► —>

электрическим А и магнитным ZA токами соответственно, распределенны
ми на S.

Учитывая эти равенства, перепишем (12) следующим образом:

$~AKmds- f (EfA-,Sl+E^lZA-,SJ)^ds = O
(S1) (s + Si)

ИЛИ

(13) f (E{A; S|+FM{Z4; L] -A)Kmds = Q
<*+ll) A

—^ -> ^>
при m = 1,2,. . . ; A = A на St и A = 0 на s.

—*" 7 —^ 2
Так как A £LR(sx + S), то A €LR(si +s), причем в последнем соотношении 

можно полагать Ац =R22 = 1 на s. Используя результаты, полученные в работе 
[3, с. 32-33], учитывая (9), можно записать 1

1 В этой формуле Ha(s + sl), где ^»
го[3].

A€L2R(si +s)Ctf-1/4^, +s)Ctf^(si +s)

и, следовательно,
(14) (FrM; Zl+E^lZA- El-3)etf-*(si+s),

поскольку здесь первые два члена имеют любое число производных на 5 + s 1.

Линейные комбинации Кт плотны в C*(s + Sj) по определению, поэтому 
они плотны также в H*(s + si) по норме H*(s + si).

Таким образом, из равенств (13) следует, что функционал (14) равен нулю 

на всех функциях из H*(s + si), накоторых он определен, т.е.

Et} А; S J + E* I ZA; 21 - A = 0 на s + $!.

Это равенство можно также записать в виде

Et ІЛ; Sl+£fM \ZA; Sl =0 на s,
(15)

■ EtlA;Z\+E^ZA;Z}=A mst.
-^

Пусть B - произвольный поверхностный электрический ток, распределен-
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ный на s. Из леммы Лоренца следует

f(F{7; S{+EM|zl; Z\)Bds= f (E\B\ s\A-H\B\ s\ZA}ds =
0) ^-- ^ (2)

= f (ЕІВ; H -Z*H\B\ sJ)HJs.
(2)

Отсюда, учитывая первое равенство (15),найдем

(16) f (ЕІВ; $} -Z'tflB; sl)Ads = 0
(2)

для любого тока В, распределенного на s. Очевидно, что это возможно только 

при Л=0 на S. Отсюдаиизвторогоравенства(15) следует Л=0 на s15 т.е.А= 
= 0 на Lo, и полнота I R~1Fm I в Z^(S0) доказана.

Докажем еще, что семейство { R~1Fm | линейно независимо, т.е. из ра

венства

N
Z anR 1Fn=0 на S0,

n = 1

где ^„-постоянные, следует an = 0 (\<n<N). Воздействуя на это равенство 
оператором R слева, получим

N
S anFn=G на S0.

n = 1

Подставляя вместо Fn его значение из второго равенства (4), найдем 

S aJZ*tf,"-F,"J = 0 на S, £ aJn = 0 на51

п = 1 n = 1

Вводя обозначения (использованные выше)
^ ^. ^. ^. ^. ^ ^ N _ _>
F"=ff*njs + sJ, tf" = tf{tf„;s + sil; 1= S апКп

п = 1

иучитывая,что Z*,EfJ, ЯН-линейные операторы, перепишем предыдущие 

равенства в следующем виде:

Z*Ht\l; s + sJ -Et\I; s + sJ =0 на S, / = 0 на Sj.

Здесь E |7; s + $! |, H {/; 5 + $j I - поле, создаваемое электрическим током, 

распределенным на s+sj с плотностью I.
Первое из последних равенств, учитывая второе из них, можно записать так: 

Et lZ, sl=Z*#f|7; И на S.

Умножая его на произвольное распределение электрического тока Ве,заданное 

на S, и интегрируя по S, получим

f ВеЁіТ; slds= f B€Z*tftll; slds.
(2) (2)

Применяя лемму Лоренца к левой части этого равенства и учитывая, что спра
ва фигурирует сопряженный оператор Z*, перепишем его следующимобразом: 

j7£lZ?e; slds= f Я,|7; s\ZBeds.
(« (2)

Применяя теперь к правой части лемму Лоренца, придадим этому равенству вид

0ЕІВе; Zlds=- f^E\ZBe; Z}ds
(s) (s) 2237
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ИЛИ ^ ^ ^ ^
fI(E {Be; S}+£{Z£e; Sl)Js = O.

(*)

Здесь в круглых скобках стоит суммарная напряженность электрического 

поля, создаваемая электрическим В€ и магнитным ZB€ токами, распределен

ными на S. Так как последнее равенство должно выполняться при любомВе, 
-^

то из него следует /=0 на s. Таким образом, доказано, что

-_ £ --
1 = S апКп = 0 на s + si.

n = 1
—►

Поскольку токи \Kn I линейно независимы на s+si, то из последнего равен
ства следует

an = 0 при 1 < n <7Ѵ,

илинейнаянезависимостьІЛ"1^! на Z0 доказана. _*

Вследствие полноты и линейной независимости семейства [R~iFm | систе

ма равенств (10) может быть использована для нахождения вектора F, а сле

довательно, и тока J на S (см. (4)). Действительно, ортонормируя семейство 
fjR"1^ } процессом Шмита, перейдем к вектор-функциям

~* m m i ”*■
(17) Фт= S anR'"Fn, m=i,2,...,

п = 1

где коэффициенты а™ определяются по известным формулам [4] из условий

(Фт, Фп) = 6W„; после чего из (10) находим

(18) F = S стФт на So,
m = 1

где cm = S а„Ьп.
п = 1

Этот ряд во всяком случае сходится по норме L2R (S0) к некоторой функ
ции из Z^(So).

—►
Можно также свести задачу определения F к системе линейных алгебраи

ческих уравнений [3, 5], на чем мы не останавливаемся.
—►

Функции Фт, как это следует из (17), удовлетворяют тем же условиям 
. —►

Майкснера на контурах <£2 и £s , как и R Fm. Поэтому решение (18) также 
1 ^- ^>

удовлетворяет условиям Майкснера для тока J на <£2 и поля Et на £Si. Пос

ле нахождения тока J на S по формуле (18) с учетом определения (4) маг

нитный ток 7м находим по формуле (1).
Теперь остается убедиться в том, что найденное решение (18) обеспечивает 

—►
выполнение краевого условия Et = 0 (для полного поля) на поверхности зер
кала s. Если это условие не выполняется, то справедливо равенство (2) вместо 

(2a), которому удовлетворяют найденные ток J на S и касательная состав- 
—^

ляющая напряженности поля Et на ^. Отсюда следует

(19) fEKmds = 0, w=l,2,.. .
(*)

Поскольку линейные комбинации токов J^wj плотны в Cx(s) по определе

нию, а величина Et во всяком случае включена в H~i(s)i то изравенств (19), 
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так же как из равенств (13), следует £f = 0 на s, т.е. краевое условие на зер
кале выполнено и поставленная задача решена (см. формулы (18) и (4)).

—> -“>
Если определение поля Ет, Нт, возбуждаемого вспомогательным током 

—^
Кт, распределенным на замкнутой поверхности s + si, не проще, чем нахожде
ние поля, создаваемого током, распределенным на незамкнутой поверхности s, 

то следует всюду полагать Кт=0 на Sj. Тогда запись всех формул сущест
венно упрощается и можно вообще не вводить $і, полагая всюду Sj =0, 
F = Z So = S.

Отметим, что в работе [1] при расчете распределения тока на поверхности s, 
реализующего заданную диаграмму, не учитывали наличие апертуры облучате
ля S. Последняя может непосредственно влиять на форму диаграммы на
правленности, особенно на величину задних лепестков.
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УДК 537.36 M A T E M A T И Ч E С К А Я Ф И 3 И К А

Я.Н. ФЕЛЬД

О КРИТЕРИИ РЕАЛИЗУЕМОСТИ ДИАГРАММ НАПРАВЛЕННОСТИ ТОКАМИ, 
РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ НА КРИВОЛИНЕЙНЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ

(Представлено академиком A.H, Тихоновым 2011988)

По-видимому, наиболее общий критерий, пригодный как для замкнутых, 
так и незамкнутых поверхностей $,приведен в работе [1]. Он имеет следующий вид:

2
m = 1

(1)
m ___
S < f F(0,^)jn(0,^)<m 

n = 1 (П)
<°°.

Здесь F (0, i) — рассматриваемая векторная диаграмма направленности, зависящая 

от углов 0, у сферической системы координат r, Ѳ, <p\ {j„ (0, ^)} - семейство линей
но независимых вектор-функций, заданных на сфере Г2 единичного радиуса и каса
тельных к ней, принадлежащих пространству£2(П), и полное в нем: интегрирование 

идет по сфере П, где <Ш = sin Ѳ d0 dip. Коэффициенты а™ определяются по извест
ным формулам [2] при ортонормировке семейства ^“*Ф^Іпроцессом Шмидта, 

т.е. из условий
m

(2) (Ат,Ал)д = 6тл, Аш = S a™ R 1Ф?.
_ k = 1
Здесь 

(3) (Ат, Ал)д — f km RKn ds
(*)

есть скалярное произведение, определяющее гильбертово пространство L^(s). 
Семейство {Фл|зависит от того, какими токами, распределенными на s, предпо
лагается реализовать заданную диаграмму F. Если на части st поверхности s син
тезируется поверхностный электрический ток плотности К, а на остальной части 
s2 ($і + s2 = s) — магнитный Км, то следует положить

(4) Фл = Um
Г0 ^ oo

Er ІКЛ; 5ol

-Hf ІК„; 50|

на s1?

на s2.

Здесь E {Кл; SO1 , H ІКЛ; Sol - поле, создаваемое в свободном пространстве 

электрическим поверхностным током плотности

eikr*
(5) Кл = ----------- j„(0,^), и=1,2,...,

г0

распределенным на сфере SQ (r = г0). Черта — знак комплексного сопряжения.
Квадратная матрица R второго ранга, фигурирующая в формуле (3), опреде

ляет гильбертово пространство* Z^(s), которому должны принадлежать токи К и

♦Здесьвзятонесколькоболееобщеепространство для токов (по сравнению с [1], где R = 1) 
в соответствии с [3].
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Кд, реализующие диаграмму F (Ѳ, ^). Матрица R 1 — обратная по отношению к R, 
RR~l = 1. Частный случай матрицы R, когда s = Si - незамкнутая поверхность и 
ток К на ней удовлетворяет условию Майкснера на контуре, на который опирает- 
ся$,приведенв [3].

Очевидно, класс реализуемых диаграмм |Ер|может отличаться от класса 
функций |F|, удовлетворяющих условию (1), на множество функций, являющих
ся нулями пространства L1 (f2) (подробнее об этом см. в [3]).

Критерий (1) существенно упрощается, если семейство ил|выбрано так, 
что множество ІЯ"1 Ф°} ортогонально на s, т.е.

(ба) (R '1 Ф® , R _1 Ф® )Л = 0, когда m ¥= n.

При этом a^ = 0, если n < m и

(бб) \amm I2 = (Я^, Я^Ф®,)’1 = ВЛ-‘Ф®, Ід2.

Условие (1) принимаетвид

« ljF(e^)j"(^)tmi2
(7) S —--------------------------------------L

m = l ІІЛ-*Ф^ІІ^

Введем обозначение

GO Cm ~ f F(0,^)jm(0,^)J£2

и перепишем (7) в следующем виде:

(9)
IGJ2

ІІЛ^Ф®, ll^
2

m =
<°°.

Очевидно, если семейство |jm| в пространстве £2(П) ортонормировано, то Ст 

является коэффициентом Фурье диаграммы F по функциям .̂
Рассмотрим отдельные примеры на применение критерия (9) реализуемости 

диаграммы F электрическим током К GZ2(s).

П p и м e p 1. Пусть s - поверхность бесконечного вдоль оси z кругового 
цилиндра радиуса а, на которой распределен ток К = Kz, зависящий от одной цилинд
рической координаты ^. Диаграмма направленности, создаваемая таким током, так
же зависит от одной координаты ^ и F G £2(0 — 2я), a dSl = chp. Определим класс 
диаграмм, реализуемых током К G L&(s) = £2(£), т.е. в рассматриваемом случае 

R = 1, a s заменяется на контур £ цилиндра, лежащий в плоскости z = 0.
Введем семейство функций

(10) /„(^) = /п,г(^) = ^_ e'"* , n = 0, ±1, ±2,...

V 2я

В этом примере s =sif s2 = 0 и определение (4) сводится к следующему:

(11) ФЕ = Ит E[Kn; SQ} на £.
г0 ^ °°

Здесь S0 - поверхность цилиндра r = r0, а
e'*'o

(12) Кп =---------- /п(<р).
>Л7
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Элементарный расчет приводит к выражению

(13) Ф° = - ^- е~і(п • я/2 + ”/4) J„(ka) е~іп*.

2чЛГ
Таким образом, семейство }Ф°(^)} ортогонально в £2(0 - 2я) и можно 

использовать критерий (9).
Подставляя (13) в (9), найдем, учитывая (8) и (3),

}"г(^)е'т^^|2

(14) S —----------------------------------
m = -oo ІЛп(МІ2

Подчеркнем, что ка не должно быть корнем ни одной из функций Jm, ибо контур £ 
при этом оказывается резонансным и нарушается [1] теорема о полноте семейства 
j Ф° I в пространстве £2(£).

Так как справедлива асимптотическая формула

1
(15) Лп(М ~

то ряд (14) сходится при

(16) \Cm I =
2тг
f F^p}eim^d^ 
о

1 / ека \|т|\
|ш|1+€ \ 2\т\) /’

1

Ѵ^Я
где e > 0, и диаграмма F, имеющая такие коэффициенты Фурье, реализуема током 
К EL2(£), распределенным на цилиндре радиуса а. Критерий типа (16), приведенный 
в [4], отличается отсутствием множителя 1/| m | %+е в правой части (16) и заменой 

ekaj2 на величину b (< ak). Таким образом, критерий работы [4] более жесткий, 
нежели (16), и поэтому не может быть необходимым, как утверждается в [4]. Он, 

по существу, требует, чтобы на контуре радиуса а не было особых точек поля, в то 
время как при критерии (16) на этом контуре такие точки могут быть [5].

П p и м e p 2. Рассмотрим трехмерную векторную задачу, когда s - сфера 

радиуса а. Введем сферическую систему координат r, Ѳ, ^ с началом координат в 
центре сферы s. Требуется определить класс диаграмм, реализуемых поверхностным 
электрическим током К G £a(s), распределенным на s. Ограничимся для простоты 

записи диаграммами, являющимися асимптотиками при r ^ 00 полей, состоящих из 
волн электрического типа, определяемых потенциалами Дебая вида

V = В™ P„ (cos 0) Фп(*г) cos ^<А

фп(х) = y/vx/2 Jn+vfc),

(17)

где r < r0 — радиус сферы S0 (см. выше),В^ — постоянные. В соответствии с [1] 
выберем в качестве векторфункций)” следующие:

Здесь 0™ - постоянные коэффициенты:

(17a) 0„т
vn(n + 1) 

п + а

(n +m)l' 

(n - m)!

2nn(n + 1)

n + 54
Я

585

770



При таком выборе этих коэффициентов семейство {|™|является ортонормирован- 

ным на сфере П.
ТокХ^1 CBH3aHcj^ соотношением (5),ивыражение (11) сводитсяк

іпр , f dP™ (cos 0)
(18) С = ^- Фп№) |-І0 ——----------- cosmyj +

а0„ 1 du
m

+ Ь-------- Г™ (cos0)sin пир
sin0

Ортогональность семейства {Ф™ | в пространстве Z2(s), т.е. справедливость равенств* 
типа (6a) приЯ = 1,доказывается элементарно. Поэтому для реализуемости диаграм
мы направленности F (0, у) при помощи тока К G L2(s)> распределенного на сфере s 

радиуса а, можно использовать критерий (7), положив в нем R = 1. Несложный рас
чет позволяет написать 

(19) ІІФ^ІІ=-ф;(Ла).
а

Таким образом, IIФ™ II не зависит от т. Подставляя это выражение в неравенство (9), 
которое в рассматриваемом случае запишется в виде

oo

(20) S

2 \СптІ2 
m = 0

найдем критерий реализуемости соответствующих диаграмм. Здесь С™ - коэф
фициент Фурье:

(21) C" = /F(0,^)j-(0,^)dH,
(П)

где J™ определяется формулой (17).
Очевидно, ряд в левой части (20) сходится, если коэффициенты С™ будут 

вести себя следующим образом:

S |C™|2 = О(ІІФ„т ІІ2/п1+е) при и^«,
m - 0

или.учитывая (15) и (19),

(22) S Ю2 = я(Цт7

m = 0 \ Л1

eka 12л \
І^тт] )при n ^°°,

где e - любое положительное число.
Критерию (22) можно придать более компактную форму, если записать 

диаграмму в виде ряда (см. (21))
oo n

(23) F= S F„,rne F„= S C%j"(e,&.
п = 0 m = 0

Так как семейство и^*]ортонормировано на Я, то, применяя равенство Парсеваля 
[2] к ряду для F„, найдем

lF„lh=J |F„|2dD= S \Cnm\2,
(П) m = 0

♦ В отличие от (5) и (6a) в (17) и (18) использована двухиндексная нумерация функцийі и Ф. 

586

771



икритерий (22) запишется так:

/ 1 Г eka 1" \(24) llF„ lln = tf(^77 [^ТГ] ) ПрИ " ^ °°-

Аналогично можно записать критерий реализуемости для диаграмм, являю
щихся асимптотиками электрических и магнитных волн. Критерий (1), полученный 
впервые в [1], определяет класс диаграмм направленности, реализуемый токами, 
электрическими или магнитными (или первыми и вторыми вместе), распределенны
ми на любых криволинейных, замкнутых или незамкнутых поверхностях, принадле
жащих пространствам АдО), частным случаем которых является Z2(s). Критерий, 

данный в работе [4], является, как показано на приведенных выше примерах, част
ным случаем критерия (1), когда задача двумерная, кривая замкнутая, выполняет
ся условие (6a) и синтезируемые токи принадлежат пространствуЛ2($).
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ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 
НА ’’НЕРЭЛЕЕВСКИХ” ТЕЛАХ С НУЛЕВЫМИ И ИМПЕДАНСНЫМИ 

КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

Фельд Я.Н.

Изложен метод решения задач дифракции на нерэлеевских телах, образован
ных из нескольких тел рэлеевского типа. Рассеянное поле сконструировано из 
суммы полей, создаваемых семействами мультиполей, каждое из которых распо
лагается в соответствующей точке одного из составных тел. Рассмотрены приме
ры из двух касающихся вдоль образующей цилиндров и двух касающихся в од
ной точке шаров. Для первого из этих примеров приведены кривые для распре
деления плотности токов и диаграмм рассеяния. Проведено сравнение с соответ
ствующими кривыми, построенными в приближении Кирхгофа.

В работе [1] предложен и развит метод решения задач рассеяния электро

магнитных волн на системе из нескольких тел с различными краевыми условиями 
на их поверхностях. Характерным для этого метода является введение внутри 
каждого тела замкнутой (геометрической) поверхности, на которой задается не
которое полное семейство вспомогательных токов. В частности, эти поверхности 
могут быть стянуты в точки, и тогда вспомогательные токи заменяются мультипо
лями, расположенными в этих точках. В последнем случае все вычисления сущест
венно упрощаются, так как поля, создаваемые мультиполями,известныи записы
ваются в замкнутом виде1.

Однако, как уже отмечено в [1], если рассматриваемые тела и их поверхности 
не являются рэлеевскими\то возникают вычислительные трудности: ’’разбалты-

1 Впрочем, так же просто определяются поля, если в качестве этих внутренних поверх
ностей выбрать сферы (круги для двухмерных задач) и задать на них соответствующие вспо- 
могательныетоки (см.,например, (2,c.675)).

2Тело называется рэлеевским, если внутри него можно построить сферу, в которой нахо
дятся все особенности рассеянного поля, аналитически продолженного внутрь.

©Издательство ’’Наука”, 
’’Радиотехника и электроника”, 1989 г. 
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вание” решения. Поэтому в данной работе предлагается модификация метода [1], 
позволяющая использовать семейство вспомогательных мультиполей и для не
рэлеевских тел. К этой модификации проще всего прийти, рассмотрев систему 
из ТѴрэлеевских тел3, в каждом из которых, как показано в [1], можно выбрать 

соответствующую точку и поместить в ней полное семейство мультиполей. По
скольку процесс определения рассеянного поля сходится [1] при любом взаим
ном расположении этих тел, то, приближая их друг к другу до касания или даже 
до взаимного частичного пересечения, получим одно или несколько тел нерэлеев
ского типа. Таким образом, приходим к следующему способу расположения 
семейств вспомогательных мультиполей в случае тел нерэлеевского типа. В каж
дом из них размещается несколько точек таким образом, чтобы геометрические 
сферы с центрами в этих точках, целиком расположенные внутри тела4, содержали 

все особенности рассеянного поля; число точек и соответствующих сфер следует 
выбирать минимально возможным.

3Необходимо иметь в виду, что распределение особенностей внутри тела не зависит от на
личия вблизи других тел. Поэтому если тело рэлеевское при заданной первичной волне, то оно 
останется таким же при помещении рядом другого тела [3].

4 Эти сферы могут, в частности, пересекаться.

Подбирая в соответствии с [1] амплитуды мультиполей, расположенных в 

выбранных таким образом точках, придем к устойчивому вычислительному про
цессу и в случае рассеяния на телах нерэлеевского типа.

Подчеркнем, что все сказанное выше справедливо как для идеально проводя
щих тел,так и для тел с импедансными граничными условиями [1].

Проиллюстрируем сказанное на следующих примерах.
Пример 1. Двухмерная задача. Рассмотрим двухмерную задачу, к которой 

придем, исследуя рассеяние плоской волны на бесконечно длинном идеально про
водящем цилиндре с осью z и контуром поперечного сечения £ фис. 1),опреде- 
ляемым уравнением

(1) - R = 2Я0 lcostpl.

Здесь R, ^, z — цилиндрическая система координат, a R0 — постоянная величина.
Как легко видеть, это тело с сечением типа восьмерки явно нерэлеевское.
Пусть на этот цилиндр падает плоская волна Е0, ffQ перпендикулярно оси z, 

в направлении у = <р0 и ее электрический вектор определяется выражением

(2) EQ=EQz=e~ikRcos^-^^.

~^и —> ^.
Рассеянное поле E , H также не зависит от z и его электрический вектор парал
лелен оси z. Полное поле E = 2?0 + ^г. Таким образом, задача сводится к двух

мерной с краевым условием E = 0 на <£. Введем на плоскости z = 0 две полярные 
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системыкоординат:Аь ^д и R_i, <р_і сначаломвточкахЯ=Я0, <р = Ои 
R = RQ, <p = я соответственно (рис. 1). Поместим в этих точках семейства мульти
полей, возбуждающих следующие поля:

Я|„2/2 {kR 1) eXP^ у *’l ) ’ П = °> * 2> ±4> • • • ’

^11/2I(^-1)^P(^^-1)' " = ±1> ±3’ ±5” -

Всоответствиис [1,формулы (24), (25)] можно записать

(4) fKE^dl=f Ц^оЯ(">] - [£<")tfo]!«d/.
£ (£)

Интегрирование проводится по контуру £ рассматриваемого цилиндра (1), нахо

дящегося в сечении z = 0, dl — элемент длины дуги контура <£, и — наружная 
нормаль к поверхности цилиндра (т.е. к £), а К = Kz — искомая плотность тока, 
индуцированного на поверхности цилиндра падающей волной EQ, HQ. Интегрирова
ние по £ в правой части равенства (4) можно заменить интегрированием по окруж

ностям £ь £_! малого радиуса Re, охватывающим (источники—мультиполи) 
начала обеих систем координат. Доказательство последнего элементарно: достаточ
но применить лемму Лоренца к полям £^"\ H^ и Е0, Й0 в области,ограничен- 

ной контурами £ и £і, <£_ j.
Таким образом, равенство (4) можно записать в виде

(5) fKE^dl= f j(Eoff^)-(^ff^lndl, n = 0,+l,+2,... 
(£) (£,+£_>)

Введем сокращающее запись обозначение

(6) a„ = f ЦЕо^]-[^">ЙоНп<
(£,+£-»)

при этом равенства (5) принимают вид

(7) $KE(n}dl = an, n = 0,±l,±2,...
(£)

Коэффициенты ап легко вычислить. Для этого необходимо из уравнений 
Максвелла определитьЯ0^, , H^ , учитывая формулы (2) и (3):

1 *' 1

(8) tfo^,=--cosGh-.po)^ol ^o^_, = --cos(^_!-^o)f'o.
p p

H^ = ~и\^2 |(*лі)ехР^’ %^, п = 0, ±2, ±4,..., 

^"-, ' i "£-. >idtR - ■' '«р(- ~ «■-.) • - =1 > - «■ ■ ■ ■ 

Здесь p = Ѵд/е’ - волновое сопротивление.

Подставляя (2), (3) и (8), (9) в правую часть равенства (6) и переходя к пре
делу, когда Re ^ 0, найдем

(10) ап l(n-D/2l4(-Z)

pk

п-\ \
^^ <Poj, и = ±1,±3,. . .
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Поскольку, как показано в [1], семейство { Е^} (черта - знак комплексного 
сопряжения) линейно независимо и полно в пространстве А2(£), равенства (7) 

можно использовать для определения тока К на <£ одним из изложенных в [1,4] 
методов. Определив ток К, найдем рассеянное поле по формуле [1 ]: 

о?п r^.
Er = - — V^T exp [—i(kRa - я/4)] F(^),

4 irkRa
(11)

где

(12) F&a) = f & exP R2^o I cosip I cos(^ - <pa)] dl
(£)

— диаграмма рассеяния. Здесь Ra, <pa — координаты точки наблюдения, a R, <p — 
точки интегрирования.

Если радиусы кривизны рассматриваемого цилиндра, т.е. величина RQ в форму
ле (1), велики по сравнению с длиной волны X, то равенства (7) следует заменить, 

представив ток К в виде суммы [1]:

(13) F = F°+FA,

где К° — ток, найденный каким-либо приближенным методом.
При использовании метода Кирхгофа

(14) F0 =
2Я0

A'sin(^ -^o) +^cos(^ -^o) 
-------------------------------------------------------- в области света,

Ѵ(Л^)2 + Л1
О в области тени.к

1
Здесь HQ = - — Е0, a R определяетсяформулой (1).

P
Подставляя (14) в равенства (7),найдем

(15) fK*Ewdl = an -$KQE^dl, и = 0, ±1, ±2, . . .
(£) (JC)

Нахождение K^ из равенств (15) при Я0 > X приводитк более быстро сходяще

муся процессу, чем определение К при помощи (7).
В случае, когда <p0 = 0, ток К и диаграмма F должны быть четными функ

циями ^, при этом формулы несколько упрощаются. Так, вместо (3) и (10) мож

но записать

(За) £■(«) =
^-i)/2^-i)cos(”— ^-i)> n=1’3, 5,. ..

-ikR1 |(-z)”/2e“'**’ « = 0,2,4,...,
a" pkR0 l(-,)("-*)/2^o „=1,3,5,...

Учитывая (1) , равенствам (7) и (15) можно придать следующий вид :

fKE™d<p = a„,
0

(10a)

(7a) n = O, 1,2,...

(15a) fK*E(n)d* = a„- fK°E{n)d^>, w = O,l,2,...

О 0
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так как из (1) следует, что

dl = 2Rod<p,

а величины Rit R_{, ^, ^_ j, входящие в Е^п\ выражаются через <р на контуре <£ 

из элементарных геометрических соотношений (см. рис. 1).
На рис. 2 и 3 изображены распределения модуля тока |£|,найденные в резуль

тате решений системы уравнений (15a) методомортогонализации [1] споследую- 

щим использованием формул (14) и (13), для двух значений kRQ = 2я и 4я 
соответственно. При этом штриховыми кривыми показан ток |Л7° | (кирхго- 

фовское приближение), а сплошными — точное значение тока | A^.
На рис. 2 и 3 представлены также модули диаграмм рассеяния |F(^a)|, рассчи

танные по формуле (12) для kRQ = 2я и 4я. Штриховыми кривыми изображены 
диаграммы, создаваемые токами KQ, а сплошными — токами К. При расчетах 
предполагали, что ^0 = 0 и учитывали 15 уравнений в системе (15a). Учет 15 урав
нений привел к стабилизации решения. По-видимому, для kRQ = 2я стабилизация 
происходит при меньшем числе уравнений.

Как и следовало ожидать, с ростом kRQ точное решение приближается к кирх- 
гофовскому. Расчеты проводили на вычислительной машине ЕС-1045.

Пример 2. Трехмерная задача. Рассмотрим фигуру из двух соприкасающихся 
шаров радиусом rQ. В сферической системе координат r, д, ^ ее поверхность s 
определяется уравнением (рис. 4)

(16) r = 2rosin$ I cos ^|.

Центры этих шаров расположены в точках r = r0, # = я/2, $ = 0 и r = rQ, & = 
= я/2, ^ = я, которые будем обозначать буквами 6>і и б>_ j соответственно.

Это тело явно нерэлеевское. Пусть на него в направлении5 & = я/2, ^ = ^0 

падает плоская волна Е0, Н0 с электрическим вектором, параллельным оси z 
Ц)ис. 4):

5 Выбор 0 - я/2 не уменьшает общности, так как ось z, от которой отсчитывается угол tf, 
всегда можно провести так, чтобы любое направление составляло с ней угол, равный я/2.

(17) Е0 =EQz =exp[-/fcrsin#cos(v?-^o)L
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На поверхности s тела будем полагать выполненным краевое условие Et = 0 
для полного поля.

Введем две системы сферических координат: rx, #і, ^ и r_ ], £_ i, ^_ j с цент
рами в точках О{ и O_ j и осями, параллельными оси z основной системы коор- 
динатг, #,^.Вэтихцентрахпоместимсемейства мультиполей, создающих поля, 
определяемые потенциалами Дебая типа

(18) K±I = ^^H^\/2(kr±l)P^(cOsd±i)ein^i,

где p = 0,1,2,. . . ; n = 0, ±1, ±2,. . .

Электрические векторы, определяемые этими потенциалами, имеют вид

(19)

Э2И±1 

dr± ) Э£± !

Э2Г±1

для волн электрического типа и

-ik

(20)
ik ЭГ±1

для волн магнитного типа.
Если перенумеровать каким-либо способом все эти вспомогательные волны 

при помощи одного индекса m, то опять будут выполняться равенства типа (7):

(21) f№m)ds = am, m=0,l,2,...,
(s)

где К — искомый поверхностный ток на s, ^т^ - электрический вектор поля, 

возбуждаемого /n-м мультиполем, расположенным в точке О\ или 6>_ i,

(22) am = f |[£Л(т)] - [Z(m)#o]l &
(*)

Вычисляя ат одним из способов, указанных в [1, формула (5) ], найдем

(23) am = • '**) z*'+lPj"l1(0)exp[j7i(^o +я) + ikr0 cos<p0]

1
,

1

Г± ! Sin £± !

^± 1 r± ! Э#± j
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для волн электрического типа и

щ ,
(24) am = - — i 1 Pp(0) exp [in (^0 + я) + ikr0 cos ^0 ]

для волн магнитного типа. При этом m = (v, n). Верхний знак соответствует муль
типолям, находящимся в точке Ох, а нижний - находящимся в точке O_ i.

Поскольку в равенствах (21) величины 7?<ш) и ат известны, эти равенства 

могут быть использованы для нахождения поверхностного тока К на 5. Для этого 
достаточно воспользоваться методом ортогонализации или свести (21) к систе
ме линейных алгебраических уравнений [1]. Система уравнений (21) может быть 
также заменена системой типа (15), если ввести кирхгофовское приближение 
К° для тока и представить точное значение К при помощи формулы (13).

Автор выражает признательность Ф.А. Богдановой за проведенные расчеты.
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Антенно-волноводная 
техника
и распространение 
радиоволн

УДК 621396.677

Прямые методы в теории антенн
Я. H. Фельд

Дан обзор прямых методов, используемых в теории антенно-фидерных устройств; 
приведены некоторые новые результаты, принадлежащие автору.

В антенной технике широко применяются методы наведенных электродвижущих 
(ЭДС) и магнитодвижущих (МДС) сил, которые используются для расчета 
распределений тока на вибраторах и напряжений на щелях и отверстиях, 
прорезанных в стенках волноводов и резонаторов, а также в любых других 
металлических поверхностях. В общем виде эти методы являются развитием из
вестного метода Галеркина применительно к вибраторам и щелям.

Метод наведенных электродвижущих сил. Рассмотрим систему из N идеально
W 

проводящих тонких вибраторов, общая поверхность которых S = S s,, где 
i = 1

Si — поверхность /-ro вибратора. Чтобы охватить случаи приемных и передающих 
антенн, полагаем, что эта система возбуждается источниками, расположенными 
вне ее и возбуждающими первичное поле E0, H0, а также сторонней ЭДС Ест, 
приложенной непосредственно к поверхности вибраторов. В случае передающей 
антенны Е°=Н° = 0 и Ест=#0 на S; в случае приемной E0, Н°У=0 и Ест=#0 
на S. Вторичное поле (обозначим его через E, H), возбуждаемое индуцирован
ными на S поверхностными токами плотности К, должно удовлетворять 
краевому условию

Е,+ Е?+Ест = 0 на S (1)

и принципу излучения на бесконечности.
Поле E=E(K) является известным линейным оператором плотности тока 

К- Строго говоря, при наличии Ест на S поле E создается также магнитным 
током, равным [пЕст]. Однако так как этот ток кольцевой, охватывающий ли
нейный вибратор, то его влиянием можно пренебречь. Учитывая (1), получаем 
известное уравнение для К:

E,{K|=-E?-ECTHaS. (2)

Запишем решение этого уравнения в виде суммы

к= S /,,к„, <3)
n = I

где Jn — комплексные искомые числа; (Кл) — заданные на S, касательные к 
ней, линейно независимые вектор-функции.

Последняя система должна быть достаточно полной для хорошей аппрокси
мации К. Используя метод Галеркина для нахождения Д, умножим (2) скалярно 
на Km и про интегрируем по S, предварительно подставив в (2) значение К из (3).
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После этого получим ^ KmE{ 2 /яКлМ$= — ^ Km(E°+ECT)ds 

линейность оператора £{•),

2 J„j KmE(Kn)ds= - J Km(E°+ECT)ds. 

"“* (S) (S)

или, учитывая

(4)

Обозначив

2 /nZm„=Vm, l^m<Al.

(5)

n= 1
(6)

Поскольку Zmn и Vm — известные* числа, так как Кл заданы, то 
решение (2) свелось к системе линейных алгебраических уравнений (6).

В ряде случаев можно доказать, что при M^co изложенная методика 
приводит к точному решению (2). Числа Zmn удовлетворяют соотношению 
взаимности

Zmn==Znm- (7)

Действительно, если- к двум полям, порождаемым распределениями тока 
Kn и Km на S, применить лемму Лоренца, то получим

) KmE(K^s= \ K.E(K4^.
(S) (5)

(8)

Из (8), учитывая (5), следует (7). Что касается Ѵт, то для передающих 
антенн, когда Е°==0,

Vffl=jKmECTds, (9)

(S)

где Ест=С/л6(хл)іХл (Un — напряжение на клеммах л-го вибратора, xn ^ коорди
ната, отсчитываемая вдоль оси л-го вибратора, у которого клеммы расположены 
в точке хл = 0, ІХл— ор1,направленный вдоль хп).

Для приемных антенн

(10)

где Ест= — ^7л6(хп)іХл на л-м вибраторе (Un равно падению напряжения на 
нагрузке л-го вибратора).

Следует отметить, что все полученные выше методом Галеркина результаты 
могут быть найдены методом Ритца, примененным к решению вариационной 
задачи, эквивалентной основному уравнению (2). Задача эта сводится к на

хождению К на S, при котором функционал L(K)= J K(E{K}+2E° + 2ECT)ds

стационарен. Таким образом, существует еще один метод обоснования полу
ченных результатов.

Метод наведенных ЭДС в его обобщенной форме, изложенной выше, 
приводит к необходимости решать систему уравнения (6) в общем случае с 
большим числом неизвестных.

Можно, однако, путем специальной ортогонализации векторных функций 
Krt, по которым разлагается решение (3), получить выражение для плотности 
тока К с окончательно определенными коэффициентами. Действительно, пусть 
вектор-функции {Кл} предварительно ортонормированы так, что удовлетворяют 
соотношениям [1]

♦ Величины Ѵт в случаях приемных антенн неизвестны.
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(11)j КліЕ{К»}^^—‘Отл*
(S)

Тогда уравнения (4) принимают вид

Jm=-Vmy \ <^т<^М. (12)

Таким образом коэффициенты (/«) окончательно определены. По существу 
вычислительные трудности решения линейной системы (6) переносятся при этом 
на получение ортонормированной системы (Кл). Эта ортонормировка производится 
с помощью рекуррентного процесса типа Шмидта. Можно также найтй выражение 
для Кл(1<яСМ), удовлетворяющих условию (11), с помощьюопределителей 
[1].

Определим еще комплексную мощность, излучаемую током К, распреде
ленным на S. Для нее справедливо выражение

UZv=-^-^EK*ds, (13)

2 (5)

где * — знак комплексного сопряжения.
Краевое условие (2) позволяет переписать (13) ввиде

UZv= 4- J (E° + EeT)K*</s.
2 (S)

Если выбрать Кл в (3) вещественными (что всегда можно сделать, заме
нив один комплексный вектор двумя вещественными), то, учитывая (3), (5) и 
(6), имеем

м \~м
Wv===l 2 VJ*^ 2 /тлѴЖ. (14)

^ m =» I ^ n, m
Для получения (14) можно было бы не ограничиваться вещественными 

Кл. Для этого следовало бы умножить (2) (в методе Галеркина) не на Km, 
а на К™. Однако при этом не выполнялась бы теорема взаимности (7) и для ее 
выполнения пришлось бы опять наложить условие вещественности на Кл.

Тонкие вибраторы, близкие к резонансным. В ряде случаев, когда зара
нее известен характер распределения тока вдоль вибраторов, можно аппрокси
мировать еговдоль каждого вибратора одночленной формулой с неизвестной 
амплитудой.Это имеет место, например,когда вибраторы резонансные, т. e. 
практически полуволновые. При этом, как известно, распределение тока не 
зависит от возбуждения и имеет вид половины синусоиды на каждом вибра
торе.

Весьма удобен следующий метод введения функций Кл на S. Пусть M = N, 
т. e. число функций Кл равно числу вибраторов, и Кл¥=0 только на sfl, а на 
sm (rn^n) Кл = 0. Таким образом Кл характеризует распределение плотности 
тока на п-м вибраторе:

К=»/лКл на Sn', Кл = 0 на sm, m^=n. (15)

Считая, что К обладает осевой симметрией и направлен вдоль оси 
соответствующего вибратора, перейдем от плотности тока К к полному току /, 
текущему вдоль вибратора. Для этого прежде всего положим

Кл = [1/(2ягл)]фл(хл)Сі на Sn, (16)

где Xn — координата, отсчитываемая вдоль оси л-го вибратора; rn — его радиус, 
ti — орт, параллельный оси л-го вибратора; фл(*л) — безразмерная веществен
ная функция, которая обращается в единицу в некотором сечении л-го вибратора 
(назовем его клеммным) и равна нулю на концах вибратора.

Учитывая (15) и (16), получаем I=*Jntyn(xn) на sn, І^л^А/.
Используя эти обозначения, перепишем (6) и (5) в виде

N
S JnZmn=Vm, l^m^N, (17)

Л = 1
где Jn ^- комплексная амплитуда тока в клеммном сечении /z.-го вибратора;

Vm= \ут(хт)(Е°т + Е™)гіхт (T8J

(/n)
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— ЭДС приложенная к т-му вибратору, пересчитанная к его клеммному 
сечению;

k
Zmn = 5 Фт(^т)£/т|Кл}^Ят (19)

("0

— взаимное сопротивление, а точнее, сопротивление, наведенное током плот
ностью Kn и-го вибратора на т-й вибратор, пересчитанное к клеммному сечению 
последнего.

В (18), (19) интегрирование идет вдоль оси m-го вибратора.
Для передающих антенн Е°=Н° = 0, а Ест на поверхности вибраторов 

задано; для приемных — Е°=#0 и задано. Что касается Ест, то, как следует 
из (10), учитывая (16), для приемных антенн можно написать

Vm = VQm - Um = VQm - JmZm. (20)
где V^=^^)m(xm)B^dxm', zm — сопротивление, подключенное к клеммам m-ro 

(m)

вибратора.
Подставляя (20) в (17), находим

N
jmzm+ 2 /„Zm„=№, l<m<W, (21)

n= 1

откуда определяются значения Jn для приемных вибраторов.
Выражение' (19) применяется также для нахождения полного входного 

сопротивления антенных решеток с учетом схемы включения вибраторов, опре
деления мощности излучения и т. п. Таким образом, мы пришли к уравнениям и 
понятиям, которые используются в методе наведенных ЭДС, в его классической 
трактовке, разработанной А. А. Пистолькорсом [2], В. В. Татариновым [3, 4]. 
Последним даны также подробные таблицы Zmn для полуволновых параллельных 
вибраторов [5]. Из сказанного следует, что классический метод наведенных 
ЭДС является весьма частным случаем метода Галеркина (или Ритца), когда 
распределение тока вдоль каждого вибратора аппроксимируется одной подходя
щей функцией, умноженной на постоянный коэффициент, подлежащий опреде
лению.

Метод наведенных МДС. Метод, изложенный выше для нахождения 
распределения токов в вибраторах, можно применять также для определения 
касательной составляющей электрического вектора E/ на геометрической поверх
ности отверстий или напряжений вдоль узких щелей. В этом случае он называется 
методом наведенных магнитодвижущих сил (МДС) [6]. Рассмотрим для опреде
ленности волновод любого сечения с N отверстиями (или щелями). Обозначим

N 
суммарную геометрическую поверхность отверстий через S = 2 sn. Пусть 

л = I 
источники-токи, возбуждающие рассматриваемый волновод, находятся как внутри 
него (область ц,), так и снаружи (область ѵе), их поле, не возмущенное 
отверстиями, но в присутствии сплошного волновода обозначим через E0', 

Н0< в области Vi и ЕОе* НОе в области ѵе> Тогда, если e= E/ на S, то полное поле 
H, при наличии щелей, равно

Н = Н°' + Н'{е} в области ѵг, Н = НО/?+Не(е) в области ѵе, (22)

где H'(-) и Не{-| — линейные операторы, действующие на вектор e. Они 
находятся в результате решения внутренней и внешней краевых задач электро
динамики, которые сводятся к нахождению поля внутри Vi и ѵе по заданным на 
ограничивающих их поверхностях касательным составляющих электрического 
вектора E/ [7]. В нашем случае E/ = 0 на поверхности металла волнрводз и 
E/ = e на отверстиях S. Очевидно, решения этих задач при одном и том же векторе 
e обеспечивают непрерывность E/ при переходе через отверстия S.

Остается удовлетворить условию непрерывности H/ при переходе через 
S. Учитывая (22), его можно записать в виде

Н/{е)—Н/(е}=Н?‘ — Н?е на S. (23)

Таким образом, получено искомое уравнение, определяющее e=E/ на от- 
верстиях. Запишем его решение в виде

м
e = ^j VnCn на S, (24)

n = 1 '
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где Vn — искомые постоянные, еп — заданные вектор-функции, касательные 
кЗ.

Подставив (24) в (23) и умножив последнее сначала векторно на em, а 
затем скалярно на ds, проинтегрируем по S (ds — направлено внутрь ѵе). 
После элементарных преобразований с учетом линейности операторов получим

м
2 Ѵ„УИЛ = £!„ + ГИ) l^ffi^M, (25)

n = 1

где Ymn=Y‘mn + Y'mn, Yemn= J [emН'{ея)] ds, Y‘mn = - J [emH'{e„)^s, F‘m = J [emH°>,

(S) (5) (S)

П=-5 [emH°1ds.

(S)

Как легко показать, используя лемму Лоренца, справедливы следующие 
теоремы взаимности: Утп=Упт, Уетп=Уепт, У'тп=У1пт.

Если система передающая и источники находятся только внутри волновода, 
то при ел (n=l,2,...,M) вещественных комплексная мощность излучения

1 —м
Wz = 4- 2 ѵ„ѵ;г^.

^ n,m

Система уравнений (25), так же как и в методе наведенных ЭДС, может 
быть упрощена, если семейство вектор-функций (ел) подвергнуть предвари
тельной специальной ортонормировке. Действительно, если провести ее так, чтобы

(eJ удовлетворяли условиюі (e^(FF(eJ-H'(e,J)Jds=6,^, то (25) сведется к
(S)

Vm = Flm^-Fem и коэффициенты выражения (24) для e окончательно будут оп
ределены.

Узкие щели, близкие к резонансу. Для узких щелей [8, 9], вдоль которых 
закон распределения напряжения заранее известен и требуется определить толь
ко «масштаб» кривых, а точнее, амплитуды напряжений в клеммных сечениях, 
следует положить е=Ѵлел на sn; ел = 0 на sm(m=£n), где

en = fn(yn)tyn(xn)tyn, fn(yn) = __L__, фл(хя) = sin ( ^-хп) , (26)

n^/yn(dn-yn) Іп

уп — поперечная координата; fn(yn) характеризует поперечное электростати
ческое распределение в л-й щели шириной dn\ tlJn — поперечный единичный 
орт; хп — координата, отсчитываемая вдоль длины n-й щели от одного из ее 
концов; /л — длина n-й щели; Ѵп — искомая постоянная, равная напряжению 
в клеммном сечении n-й щели, где фл=1.

Напряжение в произвольном сечении хп соответствующей щели ил=Ѵлфл(хл). 
Так как число функций ел равно числу щелей, то (25) принимает вид

АГ
2 VnYmn = F‘m + F‘m, 1<т<ЛГ,

n=l

где, учитывая (26),

Утп== j tym(Xm)Hxm{£n}dxm, Утп== j tym(xm)Hxm {^r}dxm,
(m) (m)

(27)

Fm = ^ 4^m(Xffi)^^dXm, ^m= ^ tym(xm)H^mdxm.
(m) m (m)

B (27) интегрирование идет вдоль дп-й щели. Легко видеть, что величины
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Yn,n имеют размерность проводимостей, a Fm — МДС и называются соответственно 
внешними и внутренними. Функции фт не обязательно должны иметь вид (26), 
соответствующий резонансным щелям. В общем случае, когда закон распреде
ления напряжений вдоль щелей неизвестен, следует применять общий метод 
наведенных МДС [6]. Расчет величин (27) зависит от типа волновода и 
взаимного расположения щелей [10—13].

Вариационные методы. В теории антенно-волноводных систем широко 
применяются вариационные методы [14—16]. При этом используются два под
хода. Первый заключается в сведении рассматриваемой задачи к вариационной, 
т. e. к построению функционала, стационарное значение которого достигается 
на функции, являющейся решением исходной задачи. Последняя находится одним 
из прямых методов, чаще всего методом Ритца. Обычно замена исходной задачи 
вариационной с последующим решением последней с помощью какого-либо прямо
го метода не дает существенных преимуществ по сравнению с применением 
прямых методов, например метода Галеркина, непосредственно к исходному 
уровнению. Поскольку при этом не используются до конца возможности, 
связанные с наличием стационарного функционала, сходимость процессов полу
чается относительно медленной. В теории антенных и фидерных систем обычно 
интересуются различными параметрами, например такими, как мощность и сопро
тивление излучения, коэффициент отражения, диаграмма направленности*  и т. п. 
Все эти параметры являются функционалами тока в антенне или поля в ее 
раскрыве. Приближенное вычисление тока (или поля) и последующее нахожде
ние по этому току указанных параметров приводит к малой точности или 
требует учета большого числа членов ряда в выражении для тока.

* Диаграмма направленности не зависит от основных переменных, функциями ко
торых является ток на металле или поле в раскрыве, и потому может рассматриваться 
как параметр.

Гораздо лучший результат дает второй подход. Строится функционал от 
тока (или поля), удовлетворяющий двум требованиям: 1) он должен достигать 
стационарного значения на функции, являющейся решением исходного уравне
ния задачи; 2) стационарное значение должно совпадать с искомым параметром.

Подставляя в такой функционал приближенное значение тока (или поля), 
можно найти соответствующий параметр со значительно большей точностью. 
Так, подставляя значение тока в первом приближении, находим параметр с 
точностью до второго приближения.

Если требуется определять различные параметры антенно-фидерной систе
мы, то необходимо уметь строить различные стационарные функционалы 
тока, соответствующие (учитывая требования 2) этим параметрам.

Значение плотности тока (или поля) в некоторой фиксированной точке 
XQ также можно рассматривать как параметр, являющийся линейным функцио
налом тока K(x) на поверхности металла s или поля E(x) в раскрыве антенны.

Действительно, плотность тока в точке %o можно представить в виде

K(x0)=$ K(x)6(x-xo)ds.

(S)

Таким образом, указанная вариационная методика позволяет определять 
плотность тока или поля в любой точке х0 с большей точностью при подстановке в 
стационарный функционал их менее точного значения [15].

Рассмотрим параметры, являющиеся линейными функционалами тока или 
поля и имеющие в общем случае вид

₽ = (J, F), (28)

где (J, F) — билинейное скалярное произведение, которое может быть гильберто
вым, т. e. удовлетворять условию (J, F)==(F, J)*  и, в частности, иметь вид

(J, F) = ^ JF*ds, (29)

(S)

или быть псевдоскалярным, удовлетворять условию (J, F) = (F, J) и иметь, 
например, вид

(J, F) = 5 JFds> (30)

(»)
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где J ~ плотность тока или поля, F — некоторая функция, определяющая 
линейный функционал (параметр).

Запишем исходное уравнение, определяющее J, в форме

GJ-f, (31)

где G — линейный оператор, в общем случае несимметричный; f — заданная 
вектор-функция.

Можно построить функционалы, сводящие решение (31) к вариационной 
задаче, стационарное значение которых совпадает с параметром (28) при любой 
заданной функции F. Для этого рассмотрим два уравнения: исходное (31) и 
вспомогательное [17]

G*I = F, (32)

где G* — оператор, сопряженный с G; I — новая неизвестная функция.
Тогда

^ = (J,F) + (f,I)-(GJ,l) (33)

и

^=(J,F)(f,l)/(GJ,I) (34)

— функционалы, стационарные при J и I, совпадающие с решениями (31) и 
(32) соответственно*. Для того чтобы убедиться в этом, достаточно взять вариа
ции этих функционалов и показать, что они равны нулю при J и 1, являющихся 
решениями уравнений (31) и (32).

Стационарные значения функционалов (33) и (34) 5%T = (J/F), в чем мы 
убеждаемся, подставив в них f вместо GJ.

Все сказанное справедливо независимо от того, пользуемся ли мы определе
нием (29) или (30) для билинейного произведения.

Таким образом, (33) и (34) удовлетворяют требованиям 1) и 2) и дают 
стационарные выражения для любого параметра, являющегося линейным функ
ционалом тока или поля. Предпочтительнее пользоваться функционалом (34), 
так как при этом не приходится заботиться о более или менее правильных 
амплитудах приближенных значений J и I, подставляемых в функционал для 
нахождения искомого параметра.

Найдем стационарное выражение для диаграммы направленности ци
линдрического зеркала [17}. Для этого рассмотрим двумерную задачу о воз
буждении цилиндрического зеркала произвольного сечения линейным током, 
первичное поле которого £° = ЯЬ2)(&Я)Ф(ф) поляризовано параллельно образующим 
зеркала, где М2) — функция Ханкеля; R,q — полярные координаты; ф(ф) — 
диаграмма направленности первичного источника. Двусторонняя плотность тока 
К, возбуждаемого на зеркале, удовлетворяет уравнению

GK = f на /, (35)

где G = ^pJ dlH$\kr); f = EQ\ интегрирование идет по контуру / сечения зер-
4 (/)

кала; r — расстояние между точками интегрирования и наблюдения, лежащими 
на /.

Используя билинейное произведение типа (30), где вместо s интегрирование 
идет по контуру зеркала /, легко убедиться, что оператор G при этом симметричен 
(G*=G).

Поэтому (32) принимает вид

G/ = F. (36)
w

Как известно, диаграмма направленности зеркала, создаваемая током К, имеет вид
<H<P>UeikRd/, (37)

Ю
где R — радиус-вектор точки интегрирования, k — волновой вектор, направ
ленный из начала координат в точку наблюдения (оба они лежат в плоскости 
сечения зеркала).

Учитывая (37), полагаем F = eikR.

* В [17] эти функционалы записаны в несколько ином виде для определения (29).
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Диаграмму направленности Ф(ф) следует вычислять, пользуясь функциона
лом (34), который принимает вид >*

^ = (K,F)(M)/(G^/). (38)

Действительно, заменяя GK на f (см. (35)), получаем значение функционала 
(38), совпадающее с искомой диаграммой направленности (37). Последнюю 
надо вычислять по (38), подставляя в качестве К и / приближенные решения 
уравнений (35) и (36). При этом мы получим значительно большую точность, 
чем при подстановке приближенного значения К непосредственно в (37). В при
ближении Кирхгофа К и / равны удвоенному значению касательных (к зеркалу) 
составляющих магнитных векторов первичных волн Е° и F соответственно, т. e.

1 в точке наблюдения. Эти значения К и / следует подставлять в (38).
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ И ДИФРАКЦИЯ ВОЛН У ПОВЕРХНОСТЕЙ 
С ПЕРЕМЕННЫМ АДМИТАНСОМ

Рассмотрена задача дифракции электромагнитных волн на криволинейных по
верхностях с кусочно-непрерывными адмитансными^ (импедансными) крае
выми условиями, в частности на незамкнутых металлических поверхностях. 
Показано, что коэффициенты типа Фурье по некоторой полной системе функций<r ^-
и соответствующий ряд для функции, равной тангенциальной составляющей Et 
электрического вектора на части поверхности, где адмитанс конечен, и электри
ческому поверхностному току на остальной части, где он бесконечен, могут быть 
найдены в результате решения внутренней и внешней краевых задач. При этом 
каждый член указанного ряда удовлетворяет условиям Майкснера, а найденные 
значения Et на рассматриваемой поверхности позволяют определить рассеянное 
поле во всем пространстве. Метод проиллюстрирован на примере дифракции 
плоской волны на круговом цилиндре с периодически меняющимся вдоль оси 
ступенчатым адмитансом.

В статьях [1, 2] разработан метод возбуждения волноводов, резонаторов, эк
зовибраторов, сводящийся к решению семейства краевых задач электродинамики. 
В данной работе проведена модификация этого метода, позволяющая находить 

электромагнитное поле заданных токов /ст в присутствии поверхности s0, на ко
торой выполняются краевые условия

[п+(Е + -Е')]=0 на s0; [n+(H + -H')]^YEtna^

Et = 0 на s.

Здесь S + s = s0 — поверхность, разделяющая пространство на две области: внеш
нюю ѵ+ и внутреннюю у"; индексами ”+” и ”—” обозначены предельные значения 
полного поля E, Язадачи при стремлении к s0 со стороны ѵ+ и ѵ~ соответственно;

© Отделение общей физики и астрономии АН СССР, 1990 г.

913

788



n+ — нормаль к s0, направленнаяв сторонуу + ; Y — адмитанс (кусочно-непрерыв
ная функция на Z), Re У> 0 и, следовательно, задача имеет единственное реше
ние, на s очевидно, что Y = °°. _^

Введем на s0 семейство функций {Fn I, касательных к s0, и рассмотрим внеш

нюю и внутреннюю краевые задачи определения поля Е„, Н„ в области и+ и поля 
—►. “►.
Е1п, Н'п в области и" по заданным на $0 тангенциальным составляющим векторов

(2) E^f = F„Has0; ^f = F„Has0, и = 1,2,...

Общие методы решения подобных задач даны в [2, 3].

Применим к полям E, H и Е„, Н„ в области ѵ+ и к полям E, H и Е1п, Н„ в об
ласти ѵ~ лемму Лоренца. При этом получим

f l[Fffen] _[Ee„ff+]}ds=- f fCTEe„dv,

Здесь ds =^i+ds, a объем u0, где распределены /ст, предполагаем находящимся 
в области у+.

Вычитая из первого равенства второе и учитывая условия (1) и (2), найдем

(3)

Здесь Kn = [п+(Нп - Нп)] - поверхностный ток, возбуждающий поля Е„, Н„ 

и Eln, Hln, а К = [п+(Н + - Я-)] — поверхностный ток, индуцированный полем 

E, H на s. Вводя обозначения р0 ~ ѴдоМь

(4)
на

на

(Kn-YFn) на S,

на s,

придадим равенству (3) следующий вид:

В этих равенствах I — искомый вектор, а остальные величины известны. Отме
тим, что если поверхность S (или ее часть) чисто геометрическая, то на ней сле

дует полагать Y = 0.
Введем прежде всего гильбертово пространство Z^(s0), которому должен 

принадлежать вектор I. Скалярное произведение в нем определим формулой

(6) (ДЮ= f ARBds,
(*o)

где А, В — элементы L2R (s0), т.е. векторы, заданные на s0 и касательные к неи; 
л

черта — знак комплексного сопряжения; R — матрица,

(7)
A (Rn 0 \
*=( „ )’ *11>0, *22>0, 

элементы которой выбираем в зависимости от поведения I на линиях поверх
ности $0, где адмитанс Y разрывен. В частном случае, когда функция Y непрерыв
на на X и разрывна только на контуре <£, разделяющем S и 5, элементы R в ор
тогональной системе координат xlt х2 следует выбирать так, чтобы при прибли
жении к £ со стороны s они вели себя как Ях x = О(р_1/2), R22 = О(рУг), а со 
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стороны S - как Rxi = 0(1), R22 ~ O(p */2), P - расстояние до <£, при этом 
одна из координатных линий Xj = const совпадает с £ [3]. При таком выборе & 

любой элемент L& (s0) будет удовлетворять условиям типа Майкснера для К 

при приближении к £ со стороны s и для Et при приближении к £ со стороны S. 
Обозначение (6) позволяет записать (5) в виде

(8) (7,R-'l")=b^ bn= f7CTEendvr n = l,2,...,

(ѵ0)

где Я”1 — матрица, обратнаяЯ (R 1R = 1). Семейство { R ХФЛ| линейно неза

висимо и полно в L^ ($о), если множество | Fn} задано на s0 так, что соответ

ствующие ему токи (Кп } линейно независимы и их линейные комбинации всю
ду плотны в пространстве Соболева Я2($0) П0 норме Я2($0). Это почти1 всегда 

имеет место, если семейство { Fn } выбрано линейно независимым и всюду плот
ным в H1(sQ). Доказательство аналогично приведенному в [3].

Полнота и линейная независимость іА_1$л! позволяют использовать (8) для 

"-** < А — 1 “* i
нахождения I. Для этого пронормируем семейство |Я Фл I на единицу и введем 
обозначения 

(9)

Тогда от равенства (8) можно перейти к следующим: 

(10) (7,An) = an, n = l,2,...

Предварительная нормировка (9) делает более устойчивыми процесс ортогонали
зации, используемый для решения (10), а также методы, применяемые для реше
ния системы линейных алгебраических уравнений, к которым также можно свести 
(10) [3].

—>
Найдя Z, определим вторичное рассеянное поле как поле, возбуждаемое по

верхностным током сплотностью (см. (1)) 

(11)
на

на

2,
s,

распределенным в свободном пространстве.
Метод, развитьи в данной работе, отличается от предложенного в [3, 4] тем, 

что здесь задаем тангенциальные составляющие электрических векторов {Fn} 
вспомогательных полей на $0 и, решая затем внешнюю и внутреннюю краевые 

задачи,находим }Фл|.Вработах [3,4] заданывспомогательныетоки \Кп\ на s0 
и по этим токам в результате интегрирования по s0 найдены вектор Герца, а за
тем вспомогательные поля и семейство {Фл|. Выбор метода зависит от рассмат

риваемой задачи.
В ряде случаев равенства (3)-(5) удобно преобразовать к иному виду.

^ ~*п
Так, если ввести рассеянное поле E и первичное поле Е", то полное поле

(12) E = EQ+Er вовсемпространстве.

Используя очевидное равенство
f 7CTEendv= f E*Kndv,

(u0) C%)

’Исключение составляют случаи ”резонансных”частот cu.
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а также соотношение (12) , несложно преобразовать (3) к виду

(За) fEr(Kn — YFn)ds—fKFnds = fYE°Fnds+fEQKnds.
(2) (s)(£) (*) (2) (s)

Вводя обозначения

запишем (За) следующимобразом:

(5a) f 7ri>nds = dn, n=l,2,...,
(*„)

или.используя (6),

(13) (7',*-1^) = ^, n = i,2,...

В последнем случае R следует выбирать так, чтобы R^ = О(р~У2), R2i = О(рУ1) 
при приближении к <£ со стороны s, Rn =0(1), R22 =0(1) - со стороны S [3]. 
Примером, когда запись (5a) предпочтительнее, является задача о падении плос
кой волны на бесконечную вдоль оси z периодическую плоскую или цилиндри- 

^ 
ческую структуру. В этом случае вследствие теоремы Флоке искомое поле Ег, 
—^ —^ —^A —^AНг, ток К и первичное поле E0, Я° зависят от координаты оси структуры z 
следующим образом:

(14) ф(г)е-№гс°501

В верхнем полупространстве в случае плоской структуры. 
В нижнем полупространстве в случае плоской структуры.

Здесь ^(z) — периодическая функция с периодом структуры D, а — угол между 
направлением падения волны и осью z.

Если задать семейство функций (F„J так, чтобы каждая из них зависела от 

z как

(15) F(z)e’kzcos“,

где F(z) — периодическая функция с периодом D, то вспомогательные поля 
—► —► —►. —►. —►
E„, Hn и Eln, Hn, а также токи Кп будут иметь аналогичную зависимость от z.

—► —► —► —►
Применим лемму Лоренца к полям Ег, Нг и Е„, Н„ в области, расположенной 

с внешней2 стороны структуры и ограниченной поверхностью одного периода 

структуры и двумя плоскостями z = 0 и z = D, а также к полям Ег, Нг и Е'п, Н„ 
в области, расположенной с внутренней3 стороны структуры и ограниченной теми 

же поверхностями. Повторяя выкладки, аналогичные приведенным выше, придем 
к соотношениям (За), (5a), (13), в которых под s0 подразумевается поверх
ность одного периода структуры, под S — часть этого периода, где Y < °°, а под 
s — часть, где Y = °°, так как интегралы по плоскостям z = 0 и z =D взаимно 
сокращаются.

Пример. Круговой цилиндр с периодически меняющимся ступенчатым адми- 
тансом. Рассмотрим круговой цилиндр радиусомЯ0,вдоль поверхности которого 
в пределах периода D адмитанс Y меняется по следующему закону:

00 при 0 < z < 1 (5) ,

(16) 7-(--Ad при /<z<Z>(S).

Po \ е0 /

Здесь d — толщина, a e — проницаемость диэлектрического слоя, из которого co- 
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стоит часть цилиндра, имитируемого поверхностью с указанным адмитансом; 
к = соѵ^оДо- Для справедливости нижнего равенства (16) необходимо выпол

нение неравенства o)V^Mo^ ^ 1 • Пусть на этот цилиндр падает первичная плоская 

волна E0 Я°, у которой

(17) EQ=Ey = e~ikr\ ky = kzcosa + kRsinacosip,

где угол у (цилиндрической системы координат R, ^, z) отсчитывается от оси x, 

а вектор к лежит в плоскости x - z под углом a к оси цилиндра z. Касательные 

кповерхностицилиндрасоставляющие EQ равны (см. (17))

(17a) EQZ = Q, E^cos^e~ik7.

Учитывая вид этих составляющих и осевую симметрию геометрии задачи, вве
дем на поверхности цилиндра R =RQ семейство функций

rw _ 
г n(18)

где

(h(n+i)i2ivrncosmv-iR0y2(n+1)/2iz X

Xsinmtp)/*!”44)/22, п = ±1,±3,...,

7n/2^cosw^e'hn/2Z, n = 0,±2,±4,...,

h„ = fccosa + 2nn/D-, yn = у/к2 - h„ ' Reу„ > 0,

Іт7„ < 0; m = 0,1,2,...

Определив при помощи условий (2) магнитные векторы вспомогательныхполей, 
найдем соответствующие им токи на s0 (= s + Е):

а™п+1)/2йптре'Н(п+^/221г, n = +l,+3,..

(19) К™ =
/_ _ imhnl2 \ ih z
li,pCosmy + iz-——sinw^)j3^/2e n>2, n 
\ КоУп/2 '

где

пт -
2іше0

(19a)

ап - *MM^M ’

яЛо<^До^т(7пЛо)^т2)(^пЛ<>)

В формулах (18), (19) верхней строке соответствуют поля и токи электричес- 
-^ —►

кого типа, а нижней — магнитного (см. (2)), iz, i^ — соответствующие единич
ные орты.

Используя обозначения (4), (4a) и формулы (18), (19), можно записать

(20a)

(-^A(n+i)/2WCOsw^ + z7?o7(„+1)/2/zsinw^)e’/,<n+1)/2Z, 

на s (0 < z < Z),

1(“^+і)/2 - '^o7(n+i)/2)4sinm^ -

- Ymh(n+l)/2i^cosm^p0eh(-n+1>l2Z,

на 2 (/< z< D);

п = ±1, ±3,.. .
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(206)

(21a)

(216)

(22)

-iipyni2cosm^>e>'nl2Z на s (0<z<Z), 

( ^ imhn/2^l2 .
\^п/2-¥Уп/2)^созт^ + 

на S (/< z< D),

n = 0,+2,±4..........

Фи =
izsmm^p0ethn/2Z

Ro1n/2 I

1 _eM»+i)//D
d„ = mRoDYh(n^1}/22J'm(kRosina) ^ + ^_m

при n = +1, ±3, ±5,. . 

hQ2Ym7rR0
dm-i =-------------------  (D - 7)Jm(^osina),

}ГП — 1,*W1-1

• 9

(7n/2^-^/2)(l-^"'70)

d™=2RoDJ’m(kRosma)
nim

при n =±2,±4,...,

2nR QJ'm (kR л sin a)dm = -------- 0_ш^_0------->_ (^ y [p _ ;] + m
yZn — 1

Учитывая четность (т.е. зависимость от ^) компонент Ert и К, запишем

7r= S l/%(z)cos(w)i^ +/’(z)sin(w)ZzJ.

Q = 0

Здесь /J, Iqz — неизвестные величины, зависящие от z.
Подставляя (22) в (5a) и учитывая выражение для Ф™ (см. (20)), найдем 

£>_» - dn
f Im(z)T^}(z)dz =----------,
о emnRQ

{1 при m = 1,2,. .

2 при m = 0,

(23)

• >

где

(24a)

(246) ^z(z) =

n = 0,±l,±2,...,

z< D,

z< D,

e(n<A)/2z l<z<D,
2 n = ±l ±3
‘(« + 1)/2\ 0<Z<l, ’ ”■■’

iR0Y72+i)/2)eih(^>)/2Z>/< 2<D,

n = ±1
'(n + l)/22, 0<Z</,

0<

0<

ih

(25a) T^) = { К z< D, и = 0,±2,±4,..

0< z< 1,

(256) ?№ = ^o7n/2

0,

l<z<D, л = 0,±2,±4,...

0< z< 1,
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В рассматриваемом примере произведение (6), очевидно, следует записать 
в виде

^- ^ D —►А^.

(26) (A,B) = fARBdz,
о

А

где элементы матрицы R определяются формулами
(26a) ЛГІ =R22 = 7^(1 - 0 при 0< z< l-

^11=^22 = 1 при 1<Z<D.

При этом Xj = z, a x2 = <р.
Равенства (23) в этом случае можно записать следующим образом:

(27) (7",R-'T") = ^^—, п = 0,±1,±2,...

emnR0
Л —►

Пронормируем полученную систему. Для этого найдем норму Я Т™ :

ІІЛ-’Т^ІІ =^/*Л-’Т^Т^^У72 =

= +І“(п+1)/2_'УЛ|>7(л+1)/2|2!’

n = ±l,±3, . . . ,
/ ( m2h2 \pm\2Iл^і’^-оЦ.”,-^,^* R.^j?~

Поделив (27) на эту норму,получим

(28) (7™,Л™) = а™, и = 0,±1,±2,. . . ,

(n+l)/2
я?|
8 І7(м+1)/2 + Р2(^-О{т’|Л(п+1)/2У|’+

где

(28a)

При дальнейшем рассмотрении удобнее перейти в (28) от нумерации по ин

дексу n к нумерации по индексу v, пробегающему только неотрицательные це
лые значения и связанному с n соотношением 

(29) n = (_l)"
P + 1 -6j^

2

где g = (-l)v, p = 0,l,2,...
Полагая, что в формулах (21)-(32) число n связано с v соотношением (29), 

перейдем от семейства { А ™ } к

^ р
(30) U™ = S b™pA™, p = 0,l,2,...

p = 0

Постоянные Ь™р определяем из условий 

(ЗОа) (U”,U”) = 8pfl.
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Будем искать I т в виде ряда:

(31) 7m= S C"U".
p=0

Подставляя его в (28) и учитывая соотношения (30) и (30a), найдем

(32) С™ = S a™b™?.
p = 0

Зная I m(z) (m = 0,1,2,. ..), найдем Iг по формуле (22).
Определим рассеянное поле во внешнем пространстве^ >Я0. Учитывая (4a) 

и (22), запишем векторы Герца в следующем виде:

П = Пг = S Bqne-ihnZH^\ynR)sinq^
Q,n

Пм = n^ = S Dqne~ihnZH^K7„R)cosq<p.
Q,n

(33)

Отсюда следует, что

(34)

^= S j- ^BqnH^\ynR) +

q,n 1 R
+ icwoynDqnH(2)'(ynR) j e~‘hnZcos qy, 

Erz = S y2Bqne~'hnZH(2\ynR)smqy.
Q,n

Краевыеусловия нацилиндре R =RQ следующие (см. (22) и (17)) :

^ =
( poS /J(z)cosw, l<z<D, 

4=0 t

—cos^e_'fcrltf=K0’ 0< z<~ 1’

Erz =
( Po S ^z(z)sinW, K z< D, 

Q=0
1 0, 0 < z < 1.

Умножая эти равенства: первое на cos/n^, а второе на sinzH^ и интегрируя по 
dp от 0 до 2тт, найдем

S (- ^~ ВтпН^ХуМ^і^упОтпН^\ум\е-і2^І° =

П 1 «0 J

_(Po^(z)e’fczcos“, Kz<D,

\0т/ет, 0<z<l,

S 72nBmnH^XynR0)e-i2”nz'D =

_ | p0/”(z)e'fczcos“, l< z < D,
1 0, 0 < z < 1.

Здесь

3m =-------------r 4UW?osina)
yZM — 1

и учтено выражение для hn.
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Из этих рядов Фурье немедленно следует4

(35) - ^^2- Втпн£\УпВ0) + іыроУпОтпн£> (lnRo) =

^0

= po/Df/^(z)eihnZdz + ^- (1 _е^пЧ°),

i ѵ 2itnem

(36) УпВтпн£\УМ= ^If(z)e^dz.

Из полученных уравнений элементарно могут быть найдены Втп и Dmn,'d следо
вательно, и векторы Герца (33) для R > RQ. Таким образом, поле снаружи опре
делено.

Поле внутри цилиндра R < R0 находится аналогично, но с тем лишь отличием, 
чтофункцииГанкеляЯ^2) в (33) заменяютсяфункциями Бесселя Jq.
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РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 
ЗЕРКАЛЬНЫМИ АНТЕННАМИ

Рассмотрено рассеяние плоской волны зеркальными антеннами с вибратор
ными облучателями. Найдены коэффициенты Фурье векторной функции, равной 
плотности поверхностного тока на металле зеркала и касательной составляющей 
электрического вектора на геометрической поверхности, дополняющей поверх
ность зеркала до замкнутой, по некоторой полной системе функций. При помощи 
этих коэффициентов построен ряд для указанной вектор^ункции, сходящийся 
по норме пространства £j^(s0), каждый член которого удовлетворяет соответ
ствующим условиям Мейкснера на краю зеркала. По найденному току на зерка
ле определены (по известным формулам) рассеянное поле и дифференциальный 
поперечник рассеяния зеркальной антенны.

Рассмотрим зеркальную антенну в виде усеченного параболоида вращения, в 
фокусе которого перпендикулярно оси расположен линейный вибратор I с под
ключенным к его клеммам сопротивлением z. Зеркало будем считать идеально 
проводящим и бесконечно тонким. Его поверхность обозначим буквой s, а кон
тур, на который она опирается, — буквой <С. Пусть на зеркало падает первичная 

волна E0, HQ. Обозначим двухстороннюю поверхностную плотность тока, инду

цированного волной £°, Н° на зеркале, буквой К, а полный ток, протекающий 

при этом вдоль вибратора /, — буквой J. Полное поле задачи равно

E = E°+Fr, Я = Я°+ЯГ,

где Ег, Нг — поле, рассеянное антенной.
Дополним поверхность зеркала s до замкнутой некоторой геометрической 

поверхностью S и введем обозначение s0 = s + S. На поверхности $0 должны 
выполняться условия

[и+(£+-Е")]=0 на sQ',[n+(H+-H~)]=0 на S, 

Я = 0 на г, [п\Н+-Н~)]=К на s.

Индексами ”+” и ”—” обозначены предельные значения величин при стремлении 
к $0 со стороны, куда направлена внешняя нормаль л+, и с противоположной 
соответственно. У непрерывных при переходе через s0 величин эти индексы не 
поставлены. Индексом t отмечены касательные к s0 составляющие.

Зададим на поверхности $0 семейство вспомогательных токов с поверхност

ной плотностью lX^J (m = 1, 2, . . .). О выборе этих токов подробнее сказано 

ниже. Поле, создаваемое током Кт (в свободном пространстве), обозначим 

буквами Ет, Нт. Применив лемму Лоренца к полям Ег, Нг и Ет, Нт, найдем

(2) f |[Er(^m+-^w-)]-[Fw(^r+-Arr-)]|^=-/JEwj?.

(*o) (0

Здесь ds - n*ds и интегрирование в правой части проводится вдоль вибратора /. 
Учитывая условия (1), непрерывность первичного поля Е°, Н° при переходе 

через s0 и известное соотношение

(3) ^ = [«+(ЯШ+-Ят-)] на So,
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перепишем (2) следующимобразом:

(4) fEmKds- SErKmds=-fJEmdi- fE°Kmds.

(*) (£) (i) (s)
При этом учли соотношение 

Е' = -ІГ° на s.

Вводя обозначения1 

(5)

(6)

К на s, ^
- Fm
I = 1 ^

— £г на S,
Po

am=~$JEmdl- fE°Kmds,
(/) (*)

E™

~pQ^m

на 5,

на S,

где Po — волновое сопротивление свободного пространства, а * — знак комплекс
ного сопряжения, придадим равенству (4) окончательный вид:

(7) ilF*mds = am, m=X,2,...

(*o)
Здесь I (см. (5)) - искомое неизвестное, a Fm и ат - известные величины. 

—►
Действительно, все входящие в Fm и ат величины заданы, за исключением J. 
Однако последнюю величину легко определить по известной формуле теории 
приемных антенн [1], куда входят только параметры рассматриваемой антенны 
в режиме передачи, а они известны. Будем полагать, что вибратор резонансный, 
т.е. практически полуволновой. При этом распределение тока в нем имеет вид

(8) J = J°coskx, ~//2<x<//2, / = X/2, fc = 2n/X.

Ток J0 в пучности, т.е. на клеммах вибратора, в режиме приема определяется 
формулой [1]

(9) J° = -E°FI(zA+z).

Здесь zA и F — сопротивление излучения и векторная диаграмма направленности, 
отнесенная к единичному току на клеммах рассматриваемой антенны. Электри
ческий вектор в дальней зоне (приведенный к единичному току на клеммах) 

Z к2р0 е~ікг
отличается от величины F множителем --------------------------Эти величины рассчи-

4я/ r
тываются в режиме передачи и для зеркальных антенн известны.

Система уравнений (7) является основной; из нее будем исходить при опре

делении I. Конкретизируем задачу. Как и в работе [2], аппроксимируем зеркало 
частью сферы радиусом г0, равным удвоенному фокусному расстоянию парабо
лоида. Будем требовать при этом, чтобы отклонение указанной части сферы от 
параболоида не превышало X/8. Геометрическую поверхность S будем считать 
дополняющей зеркало 5 до полной сферы s0. Хотя заданное глубокое параболи
ческое зеркало нельзя полностью аппроксимировать частью сферы при достаточ
но малых допустимых фазовых ошибках на краю раскрыва, это почти не умень
шает общности предлагаемого метода. Действительно, при любых заданных диа
метре D раскрыва зеркала и фазовой ошибке Д на его краю, всегда можно 
подобрать такие фокусное расстояние f и радиус сферы г0, при которых подобная

благодаря введению р0 в обозначение (5) каждая из величин / и Fm имеет одну и ту 
же размерность на всей поверхности s0 = s + S.
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аппроксимация возможна. Для этого, например, при Д = я/4 на краю, достаточно 

r0 D з,------ .
выбрать f = — = — yD/X. В сферической системе координат r,0,^ сцентром 

в центре сферы 50 и с осью z, совпадающей с осью параболоида, поверхность 
зеркала s определяется соотношениями r = r0, 0 < Ѳ < я, 0 < ^ < 2я,а контур 
зеркала <£ — соотношениями r = г0, Ѳ = 0, 0 < <р < 2я; поверхность S — соотно
шениями r = г0, 0 < Ѳ < 0, 0 < у < 2я. Угол ^ отсчитывается от оси x, перпен
дикулярной оси z параболоида. Угол P определяется равенством sinj3 = Djlr^ 
и расположен во второй четверти. Фокус, где находится центр вибратора, располо
жен в точке q, у которой r = го/2» Ѳ = я, а сам вибратор параллелен оси у (рис. 1). 

Первичную волну E0, Н°, падающую на зеркало, будем считать плоской, волно

вой вектор которой к находится в плоскости x — z и образует угол Ѳ0 с осью z 
(рис. 2). Компоненты электрического вектора Е° следующие:

£o=e-ifc7 £$=£0 = о,

к r = fcr(sin0osin0 COS^ + COS0QCOS0) .

Введем на сфере s0 семейство вспомогательных токов lA^J при помощи 

формул

^ ^?p4-l)/2^COS^^ ^ nCOSH(p
iesm^ -------------------------- + ^^-^+1)/2(cos0),

P= 1, 3,. . . ,
^ rtSinHip ^ ^p/2(COS^)

'»^r ^<cose)+'’"sw ~e—'

p = 2,4,...

(11) Km =

Здесь индекс m = (p, л),т.е. является сокращенной записью двойной индексации; 
—► —►■ —> -^

можно было бы вместо Кт писать К". Векторы i^ — соответствующие орты, 
aP"(cos0) — присоединенная функция Лежандра. Специальный выбор семейства 

1 Km I обусловлен следующими соображениями.

1. Каждый из заданных таким образом токов Кт на s0 возбуждает волну
электрического типа для значений v нечетных и магнитного для v четных.

2. Зависимость Кт от ^ выбрана в соответствии с аналогичной зависимостью 

искомоговектора I (см. (5)).

Семейство lK^J линейно независимо, принадлежит пространству С2($0) и 

линейные комбинации Кт всюду плотны в C2(s0) (при заданной зависимости 

от tp) в соответствии с требованиями [2]. Для определения F^ и ат (см. (5) 
—► —►

и (6)) необходимо найти поле Ет, возбуждаемое током Кт. Учитывая (11), 
проще всего это сделать, вводя потенциалы Дебая при помощи выражений

(12)

(13) 

где

(14)

Vm =sinw^P”p+1)/2(cos0)

Vm = cosn^P"^(cos0)

jWpf(p+1)/2(M,
^(p+1)/2(M,

M^vj2(kr),

NvK/2(kr),

r>r0,

r< r0,

r>r0,

r< r0,

p=2,4,-..,

Ux) = УуЯ<Д>й(х); V/,(x) = У^Л+1 /2(x) •

p=1,3,...,
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При помощи потенциалов (12) могут быть построены волны электрического 
типа, у которых Hr = 0, а при помощи (13) — волны магнитного типа,у которых 
^r=0-

Используя условия непрерывности Et на $0 и связь между скачком Н™ при 
—►

переходе через $0 и током Кт, возбуждающим это поле, найдем

(15)
Г0 ( -РоФ(р+1)/2(*Го).

A/p= — (
Л 1 ^p/2(^0),

v= 1,3,...

p = 2,4,. ..

(16)
r0 [-Pof(p+i)/2(fcro)>

Nv = —
* 1 ifp/2(^o),

определения F*m (см. (5)) необходимо знать Е™ на s0. Известные co-

p = 2,4, • • •

Для 
отношения [3] позволяют записать

v= 1,3,... ,

(17)

^ ЛрО H Fp/2(COSe)
(18) Е™ = ------- jWpfp/2(^0)l /eHsinn^ ---------------------  +

r0 1 sin Ѳ
dP"(cos0)l

+ j\ cosrup ------------------- }, v = 2,4,...,
v de J

где

Po = Vp/e> k = 2я/Х.

Для определения am нужно знать составляющую Е™ на оси вибратора (z = z0,
x = 0, -X/4 < у < X/4), где

Е™ = E^smO +E^cosO.

Подставляя сюда вместо Е™ и Е™ их значения, найдем

((v + 1) (и + 3)
(19) Е™ =7V,sinn^(^^------------sin0P"p+1)/2(cos0)^(p+1)/2(*r) +

kcosO , d ]
+ ^7-^(p+i)/2(M-^D/2(cos0)j, P=l,3,...,
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inkpa
Е™ = ----------- sin/7^ctg0jVp^p/2(^)^p/2(0080^ ^ = 2,4,...

Впоследнихдвухформулах^ = ±7г/2прид>^0, tgd=y/z0, г = г0/соьѲ.
Вернемся теперь к решению системы уравнений (7). Используем при этом 

метод, аналогичный приведенному в работах [2, 4]. Введем прежде всего гиль
бертово пространство Лд($0), элементами которого являются векторч^ункции, 

заданные на s0 и касательные к ней. Скалярное произведение в L^ (s0) опреде
лим формулой

(21) (Z*) = fARB*ds.
(*o)

—► —► оЗдесь А и В — два произвольных элемента из £^(s0) (с конечными нормами),

a R — линейный оператор (матрица), выбираемый так, чтобы выполнялись аксио
мы гильбертова пространства и все его элементы удовлетворяли условиям типа 
Мейкснера для тока при приближении к контуру <£ со стороны 5 и электрическо- 

~^г Аго поля E при приближении со стороны S. Практически в качестве R удобно 
использовать диагональную матрицу 
тами следующего вида:

»■(:■• - >■

(20)

(22)

где

второго ранга с положительными элемен-

Яц= J

Л12={

*22/

(cos0 - COS0)~1/2 на s,
(cos0 - COS0)1/z на S,

(cos0 - COS0)1/2 на s,

1 на S.

При этом предполагаем, что на
Xi = Ѳ, x2 = ^ и одна из координатных линий Xj = const совпадает с <£.

Обозначение (21) позволяетзаписатьсистему (7) следующимобразом:

(23) (7,R'lFm) = am, m=l,2,3,...,

А _ 1 А л _ 1 А
где R 1 - матрица, обратная R (R lR = 1), a m - индекс, при помощи которого 
здесь пересчитываются две счетные последовательности |И и [и} (см. (11) 
и ниже). л _>

В работе [2] доказано, что семейство \R~1Fm\ линейно независимо и полно 
в L^(s0). Последнее позволяет использовать (23) для определения I. Процесс, 
применяемый для решения системы (23), будет более устойчивым, если пронор
мировать эти уравнения. Для этого определим норму

(24) ІІЛ-1^,!!= ifErR^E"*ds + plfK,nR^K*ndsl*
(s) (S)

и разделим на нее уравнения (23). В результате получим

(25)

где

(I,Am) = bm, m

(25a) Ащ
R-^m

*o введена ортогональная система координат

= 1,2,3,.. .

Ьщ
ат

Систему (25) 

рейти от ІЛт|

WR-'FmW

будем решать методом ортогонализации. Для этого следует пе- 

к ортонормированному семейству вектор-функций {£т}. Ис-
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пользуя метод Шмидта, можно получить для Вт следующую рекуррентную фор
мулу [5]:

_ m -1 _*
Am~ S МВп 

^ n = 1
(26) Bm = - ----------------------------

_^ m — 1 _►
hm- s %в„ 

n = 1

2 Радиотехника и электроника, № 8

Ж=(Ат,В„).

Учитывая выражение для нормы, найдем

(26a)
_^ m-l _>
Ат - S ffB„ 

n = l

іГП ат * 
П ?П

Легко показать, что эта норма равна также fi%. Действительно, полагая во вто- 
—►

рой формуле (26) n = m и подставляя в нее вместо Вт его значение из первой 
формулы (26), после элементарных выкладок с учетом (26a), найдем следующую 
рекуррентную формулу

/ m-l '
(266) C = V1- 2 l^l2-

n = l

Учитывая полученное выше выражение для Аті можно записать уравнения 
(25)в виде

_ m _
(27) (/, S ffBn) = bm, W=l,2,3,...

n = l

Представляя искомый вектор / при помощи ряда

(27a) 7= ZCpBp, Ср=(7,Вр),
p = i

по полной ортонормированной системе ІВр1, перепишем уравнения (27) следую

щим образом:

m
S P™*Cn = bm, /n=l,2,3,...

n = l

Из этого равенства немедленно следует рекуррентная формула для коэффициен
тов {Сл|:

m-l

Введем обозначение

(29) (An,Am) — otnm

_► _► _► _t n _^
и, подставляя сюда вместо Ап и Ат извыражениячерез Bp (An = S РрВр), 

₽ = 1- > 
после элементарньЕк преобразований с учетом ортонормированности \Вр\ по
лучим

a^-V^0"
Pn = ---------- ^-------------- ; 0n = о при n > m,

(30) Vn

№=«т1.
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По рекуррентным формулам (26), (28), (30) и (266) следуетопределятьСр 

и Bp для нахождения / при помощи ряда (27a). Этот ряд сходится по норме 
L& (so) к некоторой функции из L2R ($0) и определяет плотность тока К на s и 

E^HaZ (cM.(5)).

Возможно также свести нахождение I к системе линейных алгебраических 
уравнений [2], на чем мы не останавливаемся. Если размеры зеркала велики по 
сравнению с длиной волны, то для ускорения сходимости ряда (27a) следует 

представить I в виде

(31) 7=7^71,

где P (т.е. К) на 5 определяется в приближении Кирхгофа, а на S (т.е. Е?) 
находится методом геометрической оптики. Тогда для поправки /1 из (25) 

следует
(32) (71,Ат) = Ьт-(7°,Ат) = Ь1т, m=l,2,3,...

Таким образом,

(33) 7' = s cj,Bp,
p=i

где Ср = (l',Bp).
Величину Ср находим по формуле (28), в которой следует заменить Ьт на 

Ь^, а Ст и Сп на C^ и Cn соответственно. Все остальные величины сохраняются 
такими же, однако необходимо обратить внимание на следующее. Выше вектор 

I искали в пространстве А^($0), каждый элемент которого удовлетворял усло
виям Мейкснера (понимаемым в широком смысле как обеспечивающие един
ственность решения). Для этого в скалярное произведение (21) вводили мат

рицу (22). Теперь вектор I1 следует искать в другом пространстве, так как он 

удовлетворяет другим условиям на ребре. Поэтому в матрице R нужно заменить 
элементы на следующие:

( 1 на 5, ( (cos0-cos0)1/2 на s,

7? 1 1 — \ v R 2 2 ~ Il(cos0-cos0)72 на S, 11 на S.

Рассеянное поле в дальней зоне имеет вид

(34) Er = ------- Ф(0,<Д
kr

где

Ф(0,<р) = — (j7e''fcr°COS7ds+ Sj7yeikyco^dy\L
4ni (s) (I)

— диаграмма рассеяния, отнесенная к центру сферы s0, у — угол между направ
лениями, проведенными из центра сферы в точки наблюдения и интегрирова
ния, а индекс 1 указывает на то, что нужно взять поперечную (относительно 
направления на точку наблюдения) составляющую вектора, стоящего в фигур
ных скобках.

Дифференциальный поперечник рассеяния в направлении Ѳ,<р равен

(35) ад =
Anr2Sr(e,y) X2 ,--------^--------  = -|Ф(Ѳ^)|2. 

d-------------------- Я

Здесь Sr и S° - модули векторов Пойнтинга рассеянной в направлении 0, ip и 
первичной падающей волн соответственно.
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В частном случае, когда 0O = 0 или я, значительная часть формул, следую
щих после (10), существенно упрощается. _*

Так, учитывая, что при этом первичное поле EQ не зависит от ф (см. (10)), 

и имеющую место симметрию задачи, поскольку эта волна падает вдоль оси зер
кала, следует ограничиться в указанных формулах значением n = 1. Учитывая 
также зависимость поля вибратора 1 от угла ф, легко сообразить, что искомый 
ток на зеркале и диаграмма рассеянного поля имеют вид

Кѳ = sin $JQ (0), K^ = cos^(0)

и,соответственно,

ф0 (0, <Р> = sin уФѳ (Ѳ), Ф/0, ip) = COS<^(0 ),

т.е. в выражениях для этих компонент переменные разделяются.
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Обратные задачи теории антенн и критерии 
реализуемости диаграмм

Я. H. Фельд

Формулируются и решаются три обратные задачи теории антенн, сводящиеся 
к определению на криволинейной поверхности s плотности поверхностного элек
трического или магнитного тока, и смешанная задача, когда на части поверхности 
нужно найти электрический, а на остальной части магнитный ток по заданным 
диаграммам направленности этих токов; приводятся критерии реализуемости ука
занных диаграмм токами, принадлежащими пространству Lg(s), и методы наилуч
шей, в некотором смысле, аппроксимации нереализуемых диаграмм диаграммами, 
реализуемыми токами из L^(s).

Под обратными задачами теории антенн обычно понимают задачи определения 
тока (или поля в апертуре) на замкнутых или разомкнутых криволинейных 
поверхностях. Решение при этом ищется в гильбертовом пространстве L%(s), 
частным случаем которого является L2(s). Вес — матрица R, входящая в 
скалярное произведение пространства L^(s), выбирается так, чтобы искомая плот
ность тока удовлетворяла, например, условиям Мейкенера на краю или на изломах 
поверхности s, если последняя металлическая (зеркало и т. n.). Следует разли
чать три обратные задачи:

определение плотности поверхностного электрического тока по заданной диа
грамме направленности (ДН),

определение плотности поверхностного магнитного тока по заданной ДН, 
определение плотности электрического тока на части поверхности и маг

нитного на остальной части поверхности по заданной ДН [1].
Первая обратная задача. Чтобы учесть также случай многозеркальных 

антенн, будем считать поверхность s многосвязной, т. e. состоящей из нескольких 
w

разомкнутых поверхностей s= S sn> опирающейся на контур ^f, состоящий 
n = 1

^
из нескольких замкнутых контуров & = S З?п (см. рисунок). Обозначим 

n=!

через E, H поле, создаваемое искомым поверхностным электрическим током с плот
ностью К, распределенным на s и реализующим заданную ДН F(0, ф) (r, Ѳ, ф — 
сферическая система координат с центром вблизи s). Поскольку ток К излучает 
конечную ваттную мощность, то F(0, q>)eL2(Q), где Q — единичная сфера*. Зададим 
на сфере So радиусом г0, содержащей внутри себя поверхность s, семейство 
поверхностных токов |Кл), n=l, 2, ... . Поле, возбуждаемое током Kn в свободном 
пространстве, обозначим через Еп, Нл. Применив к полям E, H и En, H" 
лемму Лоренца, найдем

^E"Kds = J EKnds.

(s) (So)
При r^-oo 

E=(e-*7r)F(6, Ф) + О(г-2), 

где k—волновое число.

(1)

(2)
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Аналогично запишем вспомогательные токи на S0:
Кл = (е ІЛг7го)Ь(Ѳ,ф), n=l, 2,... (3)

Семейство (jn) считаем линейно независимым, принадлежащим простран
ству L2(Q) и полным в нем. В нашем случае L2(Q) состоит из векторных функций, 
заданных на Q, касательных к «ей и интегрируемых с квадратом. Под
ставляя (3) в (1), переХодя к пределу, когда г0^<», и учитывая (2), 
найдем

J Keds = $ F(0, ф)і„(Ѳ, Ф)Ж (4)

(Ь) (G)

где ___
en = lim Е? на s, dQ= sin0dOdqr, (4a)

ГО”* OO
черта сверху — знак комплексного сопряжения; Е? — тангенциальная со
ставляющая ЕЛ.

Чтобы учесть случаи, когда ток К удовлетворяет условиям Мейкенера 
на контуре 5”, будем искать его в пространстве L^(s) со скалярным произ
ведением

(A,B)=jAtfBds, (5)

(S)

где R — линейный оператор, выбираемый так, чтобы L%(s) было гильбертовым 
пространством, а его элементы — векторы, касательные к s,— удовлетворяли 
бы условиям Мейкенера1 для тока при приближении к 3f. В качестве R удобно 
использовать матрицу с положительными элементами:

(6)

Если на s одна из ортогональных координатных линий xi=const 
совпадает с 5”, то #ц при приближении к S должен вести себя как О(р_1/2)> 
а Я22 — как О(р|/2), p — расстояние до 3?. Если поверхности sn замкнутые, 
то следует положить #п = #22=1 на s; в случае изломов на s необходимо 
изменить соответствующим образом #ц и #22.

Используя (5), перепишем (4) в виде
(К,#-‘ел)=ап, n=l,2,..., (7)

где #~‘ — матрица, обратная #;

an = jF(0^)jn(0,^)dQ 

(й)
(8)

— известные числа.
Как легко видеть, R~'en^L2p(s) и удовлетворяет условиям Мейкене

ра для тока при приближении к 57. Докажем, что семейство {#“‘еп} полно 
в Lfys). Для этого покажем, что из условий

(A,tf-*e")=0, n = l,2,..., (9)
где AeLj(s), следует A = 0 на s.

Перепишем (9) с учетом (5)
$ Ae^ds = 0,n=l,2,... (9a)

(s)
Из леммы Лоренца следует равенство

^AE"ds = $K„E{A;s)ds, (10)

(s) (So)

где E{A; s} — электрический вектор поля, возбуждаемого электрическим током 
плотности А, распределенным на s.

Переходя в (10) к пределу, когда г0^оо, и учитывая (4a) и (3), 
находим

\\eds= ^'ЗДШЖ

(s) (й)

При этом использована формула типа (2)

’ Понимаемым в широком смысле как обеспечивающие единственность решения.
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Е{А;$)=(е-‘‘7г)Г(Ѳ,ф)+О(г-2).

Перепишем (9a) в виде

$Fe(eqOj„(G<p)dQ = 0, n=l,,2,...

(Я)

Вследствие полноты {jn} в пространстве L2(Q) и того, что FesZ?(Q), 
следует F'(0q))=O на Q. Отсюда на основании теоремы Реллиха [2] само поле и 
возбуждающий его ток А равны нулю. Таким образом полнота доказана. 
Однако необходимо отметить, что если одна или несколько поверхностей sn 
замкнуты, то могут быть нарушения доказанной теоремы. Так, для частоты со, 
при которой имеет место резонанс во внутренней области подобных поверхностей, 
т. e. там существует решение, удовлетворяющее на sn краевому условию E/ = 0 
при отсутствии внутри sn источников, эта теорема нарушается. Действительно 
при этом теорема Реллиха не обеспечивает отсутствие поля внутри подобных 
поверхностей и на них A=^0. Аналогично полноте доказывается линейная не- 
зависимость{#_1еп}на s. Поскольку это семейство линейно независимо и полно 
в Lp(s), система (7) пригодна для нахождения К на s. Пронормируем ее, прежде 
всего поделив на Hfl"*c"H, после чего получим

(К,АЛ)=6Л, n=l, 2, ..., (11)

где

An = ^-*eV ||Я”1е"||, Ьп = ап/ ||£-‘e"||. (12)

Далее, используя процесс Шмидта, перейдем к ортонормированной системе 
функций {Вт}. Поскольку Вл выражается с помощью линейной комбинации из 
первых n функций Ал, справедливо обратное утверждение. Поэтому

Аи= S р?В„, (13)
Л=1

где 0л=(Ат, Bn).
Отсюда немедленно следует

(14)

Так как Вт нормирован, то 0m — норма числителя, вычисляя которую 
непосредственно, получим

(14a)

Обозначая аЛЛІ = (Ал, Ат) и подставляя вместо Ал и Ат их выражение (13), 
найдем

p™ = (anm-pS'p?pPm)/p2;

Р™ = 0 при п>т, pi" = ami.
Представим искомый ток К в виде ряда

(15)

K=SCpBp, (16)
P=1

где Cp = (K, Bp), по полной ортонормированной системе {Вр}.
Подставляя (16) в (11) и учитывая (13), получим

n __
% &pCp = bn, n = 1, 2,... 

p=i

{Ср}
Из этого равенства следует рекуррентная формула для коэффициентов

c„=(fen-Sp;c,)/ps. (17>

Рекуррентные формулы (14), (15), (17) и (14а) позволяют определить 
плотность тока К с помощью ряда (16) и таким образом решить задачу 
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синтезирования тока на s по заданной ДН. Поскольку исходная система 
функций/Л_,ел) полна в L^(s), то полно также получаемое из нее ортонорми
рованное семейство{Вл}. Поэтому ряд (16) для плотности тока сходится по норме 
пространства L%(s). Возможны и другие способы определения К с помощью (7) [3], 
на чем мы не останавливаемся.

Докажем, что распределение К на s, реализующее заданную ДН F, 
единственно. Рассуждая от обратного, предположим, что существуют два таких 
распределения К(Г) и К(2). Тогда для каждого из них справедлива система 
уравнений (7). Вычитая из одной другую, найдем (К(|'—К(2), ^_,еп)=0, 
n=l,2,... Так как семейство {Л~’еп} полно в £#($), то из этих равенств 
следует, что К(|)=К(2), и наше утверждение доказано.

Определим теперь класс функций, которому должна принадлежать ДН 
F(0q)), чтобы реализующий ее ток K^L%(s). Как отмечалось выше, любая 
реализуемая ДН FeL2(Q). Однако обратное утверждение, вообще говоря, не

oo
имеет места. Действительно, ряд S |СЛ|2, где СЛ = (К, Вл) — коэффициенты 

n = 1
Фурье, определяемые (17), должен сходиться вследствие равенства Парсеваля [4]. 
Поэтому при выполнении условия

S іс„|?<оо (18)
n= 1

из теоремы Рисса—Фишера [4] следует, что существует функция K^L%(s) 
с коэффициентами Фурье (Сл), определяемая рядом (16). Класс (Рг}-реализуемых 
ДН может отличаться от класса (FJ-функций, удовлетворяющих условию (18)*  
(оба эти класса естественно должны принадлежать L2(Q)), на множестве функций, 
являющихся нулями пространства Zz(Q). Добавление таких функций к ДН F не 
меняет условие (18) и значения коэффициентов(Сл}. Доказательство сказанного 
элементарно [5]. Таким образом ДН, реализуемые током из L^(s), отличаются 
от вектор-функций, принадлежащих пространству L2(Q) и удовлетворяющих 
условию (18), только нулями пространства L2(Q), т. e. функциями, норма которых 
равна нулю. Учитывая сказанное, в качестве «реализуемой» ДН можно использо
вать любую вектор-функцию из L2(Q), удовлетворяющую условию (18). Действи
тельно, поскольку такие ДН отличаются от физически реализуемых только под
множеством функций, являющихся нулями пространства L2(Q), то безразлично, 
какие из них подставлять в выражения для определения искомого тока на s. 
Результаты получаются тождественными.

*Явная связь (18) с F приведена ниже.

Критерию (18) можно придать несколько иную форму, при которой будет 
явно видно, как он зависит от заданной ДН F(0 ф). Для этого, прежде всего, 
найдем зависимость между ортонормированными вектор-функциями {Вл} и ис
ходными {Л~’еп}:

в„= s anmR~'em, (19)
m=l ѵ 7

где апт — постоянные; их можно записать, например, с помощью определителей 
[4], элементами которых являются скалярные произведения исходных функций, 
или определить, используя соответствующие рекуррентные формулы [6].

Формулы (19) и (7) позволяют записать выражение для Сп в виде

n __
C*n  = (K, Вл)= 2 a^nCLm.

m= 1 (20)

Учитывая (20) и (8), можно представить (18) следующим образом:

00 I п   f |2
S 2 anm \ F(0, q))jm(0, q))dQ • < oo. (21)

л=і|т=і ^ I

Критерий (21) определяет класс ДН, реализуемых токами, распределенными 
на многосвязных замкнутых или незамкнутых поверхностях и принадлежащими 
пространствами L%(s). При этом выбор матрицы (6) в скалярном произведении
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(5) (она существенна при определении aJ,) позволяет обеспечить выполнение
условий Мейкенера для тока в случае наличия изломов или краев у по
верхности s.

Критерий (21) сохраняется также в случае второй и смешанной обратных 
задач. Изменяются только исходные функции R~[eny которые влияют на коэф
фициенты a^(19).

Критерий (21) существенно упрощается, если семейство {jm) выбрано так,
что множество {7?_1ет} ортогональное, т. e.

(R~lemyR~'en) = Qy m^n. (22)

В этом случае а™ = 0, если m<n и
I апп 12 = (R-*en, R-’е")"1 ^ ||Я“ ‘еп|| ~2. (23)

Тогда (21) принимает вид

co I Sf(0. ф)Ь(Ѳ, Ф^Г

S » R ------------1<оо. (24)
„=I И-'е’ІІ2
Обозначим
dn= J F(0, *P)L(9, <p)^Q

(d)
(25)

и перепишем (24) в виде

у ш2 ^
Zj ------- :----- - < OO.

«=і lltf"*e"ll2 (26)

Очевидно, если семейство {jrt} в пространстве L2(Q) ортонормировано, то 
{dn} являются коэффициентами Фурье ДН F по функциям Jrt.

Рассмотрим отдельные примеры применения критерия (26).
Пусть s — поверхность бесконечного вдоль оси z кругового цилиндра 
радиуса ау на которой распределен ток плотностью К=К2у зависящий 
от одной цилиндрической координаты ф (двумерная задача). Диаграмма F 
такого тока также зависит от одной координаты ф и Г(ф)е£2(6 — 2л), 

dQ = dy. Определим класс ДН, реализуемых током KeL^), т. e. когда 

#=1, а поверхность s заменяется на контур 2 цилиндра, лежащий в 
плоскости 2=0. Введем семейство функций
/п = (1/л^л)еіл’,п = 0,±1,±2,±... (27)

В этом случае ftn=(e'*'"/Vro)/n(*p), где г„; — радиус цилиндра, играющий 
роль поверхности So. Элементарный расчет приводит к выражению

e" = _ 22± е-^п/2+л/4)Л(А;а)е-іп<Р. (28)
2V*j

Таким образом семейство R~xen^en ортогонально в Л2(0 — 2л) и можно 
использовать критерий (26). Подставляя (28) в (26) и учитывая (25), 
найдем

oo

2
П= — OO

|$F(<p^p p

” ,.-, Г,-------- <°°- (29)

Подчеркнем, что ka не должно быть корнем ни одной из функций /я, ибо 
при этом контур ^ (а точнее область внутри него) оказывается резонанс
ным и нарушается теорема о полноте (e") в L2(jZ).
Так как справедлива асимптотическая формула 

ММ~_^-(е^)"прип^оо, (29a)

то ряд (29) сходится при

"-'-'i5*"^1=0^^'1)' <м>
где е>0, и диаграмма F, имеющая такие коэффициенты Фурье, реали
зуема током K^L2(&)y распределенным на цилиндре радиуса а.

Рассмотрим трехмерную векторную задачу, когда s — сфера радиуса а. 
Введем сферические координаты r, Ѳ, ф с началом в центре сферы s. 
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Требуется определить класс диаграмм, реализуемых поверхностным электри
ческим током KeZ/(s), распределенным на s. Для простоты записи 
ограничимся диаграммами, являющимися асимптотиками при r^-oo полей, 
состоящих из волн электрического типа, определяемых потенциалами Дебая 
V = BnP^(cos0)4^n(^r)cosmq), г<г0, где В™ — постоянные; 4^(x)= 

=Ѵ^Х2/я + і/г(х); го — радиус сферы S0.
В качестве вектор-функций {j«} выберем

.^__. cos/wpd Dm^^a\ i msinznyP^(cos0) /О1Ч
jn^lQ~bTdbPn (СО80)“‘ф^------- ^Гѳ“’ (31)

где bn — постоянные коэффициенты, обеспечивающие ортонормирован- 
ность семейства {jn} на сфере Q; здесь и ниже используется двухиндексная 
нумерация функций jrt и ел.

Ток Кя связан с j« соотношением (3). Тогда (4a) сводится к выражению 

e« = ^7^"(M I ~*» COS m(f Ja p" (cos Ѳ)+U 7575 pn (COS Ѳ) sin Шф),
QOn ^^ oiii u

ро = Ѵм7е" (32)

Ортогональность (ея) в пространстве L2(s), т. e. справедливость 
равенств (22) при ₽=1, доказывается элементарно. Поэтому для реали
зуемости диаграммы F(0q)) с помощью тока K^L2(s), распределенного 
на сфере s радиуса а, можно использовать критерий (24), положив 
в нем Л=1. Несложный расчет позволяет написать 

lle^H=pol^a)l. (33)

Таким образом ||ея|| не зависит от m,
В рассматриваемом случае критерий реализуемости (26) запишется в 
виде

2
n = 1 < °°, (34)

где

— коэффициент Фурье (j« определяется (31) ).
n

Очевидно, ряд (34) сходится, если 2 ИпІ2=О(||еяН2/л1+е), п^<х>> или, 
m = Q

учитывая (29a) и (33),

S Ш2=о 
m = 0 И^-оо, (36)

где е>0.
Критерию (36) можно придать более компактную форму, если запи-

oo П
сать диаграмму в виде ряда F=2 Fn, где Fn=2 c/njn(0,q)). Так как 

n=l m = Q
семейство {j„} ортонормировано на й, то, применяя равенство Парсеваля 
[4] к ряду для Fn, найдем

IIFnllL= 5 |F„|2dQ= S Ш2,

(0) т = 0

и критерий (36) запишется в виде 

lF-h-0(^y^J"). »~~. (36a)

Аналогично можно записать критерий реализуемости диаграмм, яв
ляющихся асимптотиками электрических и магнитных волн.
Нереализуемые диаграммы. Рассмотрим задачу о наилучшей, в некотором 

смысле, аппроксимации нереализуемой диаграммы FH(0 <p)e£2(Q), но не удовлетво
ряющей условию (21), с помощью реализуемой, создаваемой токами из
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L%(s). Прежде всего, применяя формально метод, развитый выше, определим 
искомую плотность тока К на s с помощью W равенств типа (7)

(К, R-'e) = 5 F"(0,<p)jn(ft<p)dQ, n = l, 2, .... N. (37)

(Я)

Далее можно использовать два приема.
1. Представить ток К в виде агрегата из первых N членов ряда (16):

N
K= 2 QB, на s, (38)

P=1

где в соответствии с (37) и (19)

q = (К, Вр) = І rf J F"(0, ф)і„(Ѳ, <p)dQ. (39)

П=1 (й)

Если обозначить через F(0,q)) диаграмму, в действительности реализуемую 
током (38), то для нее будут выполняться соотношения типа (7)

(К, fl-'e")=J F(0, ф)і„(Ѳ, <f)dQ, n=l, 2,... (40)

(Я)

Вычитая (37) из (40), получаем
J(F-F")MQ = 0,n=l,2........N. (41)

(Я)

Из этих N равенств следует, что реализуемая током К диаграмма F 
наилучшим, в некотором смысле, образом аппроксимирует заданную нереали
зуемую диаграмму FH. Уточним это утверждение. Пусть G^(Q) — некоторое 
подпространство пространства L2(Q), образованное линейной комбинацией элемен
тов jrt (n=l,2,...,yV). Тогда, если PeG^(Q), то на основании известной 
теоремы [4] из (41) следует, что FH — элемент Gyv(Q), наименее удаленный 
от F (по норме Z?(Q)).

2. Представим ток в виде агрегата из N членов

N
K= 2 amR~'em, (42)

m = 1

где ат — постоянные коэффициенты, удовлетворяющие вследствие (37) линей
ной системе уравнений

mZam(R~'em,R-'en)= (p"MQ, n=l,2,...,N.
(Q)

Из (37) и (40), последнее из которых опять выполняется для тока (42) и 
реализуемой им диаграммы F, следуют равенства (41) и последующие 
утверждения.

Вторая обратная задача. Вследствие инвариантности уравнений Максвелла 
относительно перестановки

E^H, H^-E, J^P, J^-J, e^p, p^e (43)
задача определения плотности магнитного поверхностного тока Ки на s по 
заданной диаграмме F (2) может быть сведена к первой обратной задаче. 
Действительно, вводя «магнитную диаграмму» F^ с помощью H = 
= (e_ifef/r)FH(0,q)) + O(r“2), легко показать, что она связана с F соотношением

P= —[irF], где іг — единичный орт в направлении r. Поэтому F14 фактически 
Po

задана. Таким образом, производя перестановку (43) в (7), (8), к которым сводит
ся решение первой обратной задачи, и учитывая при этом, что F^R, найдем

(K**. tf-'h")= J F**(0, q))jS(0, cp)dQ, n=l, 2,... (44)

(Я)

Здесь (аналогично (4a) и (3)) h"= lim Н? на s, Ня — магнитный вектор 
Го^-оо

поля, создаваемого магнитным поверхностным током Кп=(еІЛг°/го)]й(Ѳ,ф), рас
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пределенным на S0; семейство{^}полно в L2(Q); R — матрица, подбираемая 
в соответствии с особенностями тока Ки на изломах и краях поверхности s, 
если таковые имеются; в противном случае следует положитьЯ = 1.

Система (44) решается способом, тождественным примененному выше для 
решения (7). Аналогично находится критерий реализуемости диаграммы FH, а 
следовательно и F. Этот критерий получается из (21) с помощью перестановки (43)

2 I 2 ^ 5 ПѲ. чДО, фДО Г < °° •

n=l |т=і (Й) ■
n

Постоянные апт входят в выражение типа (19) В£=2 anmR~xhm и находятся 
m= 1

oo
из условий ортонормировки (Bft, BJJ) = 6np. В частности, Кц = 2 СРВ£, где 

p=i

Ср=2 TS.jF*jWQ.
Ш_1 (Й)

Критерий реализуемости может быть преобразован в случае ортогональ
ности семейства{№,Кт)в пространстве L2R(s) к виду, аналогичному (24).

Смешанная обратная задача. Она заключается в нахождении (синтезиро
вании) электрического тока плотности К на si и магнитного тока плотности 
Ки на $2, реализующих заданную диаграмму F(0, ф). Поверхности si и s2 
в общем случае могут быть многосвязными, и их сумма $і+$2 совпадает с исход
ной поверхностью s, которая может состоять из замкнутых и разомкнутых 
поверхностей.

Зададим на сфере S0 радиуса г0 семейство электрических токов (Кл). 
Пусть Ел, Нп — поле, возбуждаемое током Kn, a E, H — поле, возбуждаемое 
искомыми токами К и Ки с диаграммой F. Применив к этим полям лемму 
Лоренца, найдем

^ KE"ds- ^ KgH"ds- ^ KnEds = 0.
(s\) (4) (So)

Обозначив 

(45)

(46)

запишем (45) с учетом (46) в виде

(l*Ms= ( KnEds. (47)

(S) (So)

Учитывая (2) и (3) для E и Кп и переходя к пределу в (47), когда г0^оо, 
получим

$ ІФ’<Й = j F(0, <p)j„(0, v)dQ, n = l, 2,.... 

(S) (Q)
где согласно (46)

(48)

(48a)
Ф„= lim {

Го^-оо

Е? на $і 
— Н? на S2

Вводя соответствующую квадратную диагональную матрицу 2-го порядка 
(если это требуется), перепишем (48)

(i, Я-'ФХ)= J F(0, q))jH(0, cp)dQ, (49)

(й)

где скалярное произведение слева определяется формулой (5).
Методом, близким к использованному при решении первой обратной задачи, 

доказывается полнота и линейная независимость семейства {Я^1ФЛ} в про
странстве LR(s). Условие реализуемости диаграммы F(0,^)eL2(Q) пб-прежнему

n
имеет вид (21), а постоянные апт входят в выражение Bn = S а^Л“*Фл и нахо- 

m= 1 
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дятся из условий (Вл,Вт)=6л/л. Искомый вектор I можно представить рядом
oo

1= S CpBp, где коэффициенты Ср, как это следует из (49), определяются 
p=i

формулой

Cp= S adF(e,qp)jm(0,q))dQ.

m=1 (Q)

Для Bp и Ср могут также быть написаны рекуррентные формулы, 
тождественные (13) и (17).
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УДК 53856 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

© ЯЛ.ФЕЛЬД

ОБЩАЯ ТЕОРЕМА ВЗАИМНОСТИ ДЛЯ НЕМОНОХРОМАТИЧЕСКИХ 
ПРОЦЕССОВ В ТЕОРИИ АНТЕНН

(Представлено академикомА.Н. Тихоновым 6 III1991)

Теорема взаимности для двух произвольньис антенн, расположенньис (в общем 
случае) в неоднородной среде, при немонохроматических колебаниях может быть 
получена в результате обобщения соответствующей теоремы для монохроматичес
ких (гармонических) колебаний [1,2].

Для этого рассмотрим две антенны — первую и вторую, к клеммам которых 
в режиме передачи подключены генераторы с эдс E^(t) и £2(г), удовлетворяющие 
условиям:

(1) ^(r) = F2(r) = O при Г<0.

Внутренние (комплексные) сопротивления этих генераторов на частоте о; обозна
чим zx(co) и z2(co). В режиме приема к клеммам антенн подключаются приемники, 
сопротивления которых на частоте со равны z^\w) и z<2\w) соответственно. Токи, 

протекающие через клеммы антенн, в режиме передачи обозначим /х(г) и /2(г), а в 
режиме приема Z^(r) и /<2\г). Очевидно, что все эти токи равны нулю при t < 0. 

Когда одна из антенн является передающей, другая работает приемной, и наоборот. 
Входные (комплексные) сопротивления антенн*,  отнесенные к их клеммам, на час
тоте о; обозначим zfll(a)) и za2(cj). Представим прежде всего введенные эдс и токи 
в виде сумм интегралов монохроматических колебаний

* Как обычно, эти сопротивления определяются в режиме передачи.

Ei(0= 7Д(ш)е'“^ц), ^j(r)= /£2(w)eZu,fdw,

—00 —00
(2)

/1(0= J/i(w)e'wfdw, /2(г) = /Ш^ш
—00 —00

и аналогично

(3) /(1>(0= J/(1)(co)eZwfdr, /(2)(0= J/(2)(a>)e’wfdw.
—00 —00

Обратные преобразования Фурье позволяют написать

A(w) = Z- fE^t)e^dt, Е2(ь>) = ^- fE2(t)e~iutdt,

^ ч 2тт о 2я о
^3 1 oo 1 00

/1(^)= — fIi(t)e-^dt, І2(и) = — fI,(t)e^dt
2я о 2я о
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и

(За) 7(1)(w)= — J I(1\t)e~iGJtdt, /<2)(со) = — fI&\t)e~lutdt.
2я о 2я о

При этом учтены условия (1) и им аналогичные. Поскольку уравнения Максвелла 
линейные и справедлив принцип суперпозиции, выполняется теорема взаимности 
для каждой гармоники в отдельности. Такая общая теорема, справедливая также, 
когда внутреннее сопротивление генератора не равно сопротивлению приемника, т.е.

Zi(U))^Z^^(Cd) и z2(cj)^z^2\co),

впервые получена в работе [1] и приведена в книге [2]. Она имеет следующий вид:

(4) /!(со)Е(1)(со) = І2(со)Е(2\со).

Здесь

(5) ^0)(°) = ^(1>(ш) kal(^) + Z(1)(w)]>

E (2)(a>) = I(2> (a>) [za2 (w) + z(2) (w)]

суть полные эдс соответственно первой и второй антенн, когда они работает в режи
ме приема.

Учитывая эти равенства и очевидные формулы

/l(w) =
Ei(u)

Zel(w) + Zi(w)

A(^)

za2(w) + z2(w)
» /2(«)=

Л/1 \ А
(6) I^^Ei

можно придать теореме (4) следующую форму [1]: 

z-t2<1) .,W,A^Z<2) , 

zal +Zi za2 +z2

где для краткости записи опущен аргумент со у всех входящих в (6) величин. 
Если выполняются равенства

(7) z(1) = z1; z(2> = z2,

то теорема взаимности (6) переходит в следующую:

(8) I^Et=I^E,.

Теперь перейдем к выводу общей теоремы взаимности для немонохроматических 
(негармонических) колебаний. Для этого умножим равенство (4) на elCJt и про
интегрируем по Jco от co = —оо до co = °°. В результате получим

/ Л(а>)£(1)(со)е/и,^а>= / 72(w)£(2)(co)e/w,dw.

А А
Переходя здесь от величин Ц и І2 к Д и І2 при помощи формул (2a) и заме 

няя при этом в последних переменную интегрирования t на т, найдем, изменяя по
рядок интегрирования,

(9) //i(r)l /^(1)(a>)e/“<r~r>dw|dT = 7/2(T)| /F<2)(w)e/w(r~T>d«|dT.

0 1-0° J 0 l-oo J
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Очевидно, аналогично предыдущему можно ввести обозначения

(10) E^\t) = f E^(cj)e'^du, E^2\t)= f E^2\aj)eioJtdGj,

где E^l\t) и E^2\t) - мгновенные значения полных эдс антенн в режиме приема. 
Онивследствиеначальныхусловий (1) такжеудовлетворяютусловиям

(11) E(i\t) = E(2)(t) = 0 при г<0.

Напомним, что эти эдс измеряются на клеммах антенн, когда нагрузки-приемники 
отключены. Учитывая (10) и (11), можно придать равенству (9) окончательный 

вид:

(12) fh(T)E^Xt-T)dT = fl2(r)E^(t-T)dT.
0 0

Эту теорему можно также переписать следующим образом:

.(12a) fE(1 > (т) І! (Г - т) dr = fE(2 > (т)І2 (t - т) dr.
0 0

Поскольку равенство (8) принадлежит к тому же типу, что и (4), то, повторяя про
веденные выше выкладки, перейдем от (8) к равенству

t t
(13) J/(!)(r)Fi(r-T)dT = J7^(T)F2(r-T)dT.

0 0

Эта теорема взаимности впервые была получена в [3]. Однако она, в отличие от 
(12) или (12a), справедлива только при выполнении условия (7) для любых час

тот со.
Полученные здесь теоремы взаимности (12) и (12a) являются значительно 

более общими и справедливы при любых комплексных сопротивлениях приемни
ков и генераторов в диапазоне —о© < со < °°, подключаемых к антеннам в соответст
вующих режимах.

Поступило
18 III 1991
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ВОЗБУЖДЕНИЕ ЗАДАННЫМИ ТОКАМИ '
МЕТАЛЛИЧЕСКОГО КОНУСА, ОКАНЧИВАЮЩЕГОСЯ ШАРОМ

Методом вариации постоянных решена задача о возбуждении металлическо
го усеченного конуса, дополненного частью шара, произвольной заданной систе
мой электрических и магнитных токов. Построены две системы парциальных 
волн. Искомое поле найдено в виде рядов по каждой из этих систем, коэффи
циенты которых зависят от одной выделенной сферической координаты: в одном 
случае - от координаты 0, во втором - от r. Сходимость этих рядов, а значит 
и выбор решения, зависит от величины радиуса шара.

ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим металлическое тело, состоящее из усеченного конуса, поверх

ность которого описывается соотношениями

0 = 0о(0о<я/2), а < r < «>, 0 < ^ < 2тг,

и части шара r = а, 0О < Ѳ < л, 0 < ^ < 2л (рис. 1). Здесь r, Ѳ, ^ — сферическая 
система координат с осью z, совпадающей с осью конуса.

Пусть в области 0О < 0 < я, 0 < Ф <2л. r > а распределены заданные источни

ки: электрические токи с плотностью J и магнитные с плотностью /д. Обозна

чим E, H полное поле, возбуждаемое заданными токами в присутствии рассматри
ваемого тела. Будем полагать, что на поверхности тела выполняется краевое 

условие

(1) Et = 0.

Для нахождения этого поля применим ’’метод вариации постоянных”, пред
ложенный в [1] и развитый в [2—4]. Решение при этом строим в виде ряда по 
парциальным волнам с коэффициентами, зависящами от одной ’’выделенной” 
координаты. В качестве последней выберем сначала0. Парциальные волны внутри 
интервала изменения 0О < 0 < л удовлетворяют однородным уравнениям Макс

велла и на одном конце интервала должны выполняться для них краевые условия 
задачи. На другом конце интервала или за ним должны находиться источники, 
возбуждающие эту волну. Следует учитывать парциальные волны, источники ко

торых находятся как у одного конца интервала, так и у другого.

1. ПАРЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТИПА

Эти волны определяются при помощи потенциалов Дебая по формулам [2]

d2
Ег = (^T + *2 ) К Hr = 0. к = o)Ve^ 

Эг

(2)
1 Э2И 

r Эг дѲ
Нѳ

1 Э2И

rsin0 brby

-ік ЭИ

pr sin 0 э^>

ікr — ___
ЭИ

<p
pr ьѳ

Использована практическая система единиц и зависимость от времени выбрана 
в виде exp(-/otf).
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zf
I

В соответствии со сказанным выше потенциалы определяются следующими 
выражениями: ___

[ cosmtf, Пях
(3) r=UM^r-cos0) . fv(x) = V—^i/2<x)’

1 smra^, 2
где числа v — корни уравнения

(За) ^ка} = 0,

расположенные в первом квадранте комплексной плоскости. При этом соответст
вующие парциальные волны удовлетворяют краевым условиям задачи на сфере 

r = а и имеют источники, расположенные на полуоси 0 = 0.
Волны, источники которых расположены на полуоси Ѳ = я, определяются потен

циалами
l cos ш,

(4) К=^(М[ЛШ(СО8 0) + Л^(-СО8 0)]
l sinw<p,

где числа v иЛ™ являются корнями уравнений

(4a) r^(M=0 и P^(cos0o) + ^^(-cos0o) = O.

При этом выполняются краевые условия задачи на всей поверхности рассматри

ваемого тела.

2. ПАРЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ МАГНИТНОГО ТИІА

Эти волны определяются формулами [2] 

d2
Fr=0, Hr=(— + k2)U,

dr

(5) Еѳ =
ikp bU

нѳ = 1 ь*и
r sin Ѳ d<p ’ r br ЬѲ

^ =
ikp ьи

H^ =
1 b2U

r ьѳ ’ r sin Ѳ br by
Ш5
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где потенциалы имеют вид, аналогичный выражениям (3) , (4):

(cosm^,
(6) tf=UM^os0) .

I smw^

и

(COSAWtf,
. 

sin mip.

Однако здесь числа к и В™, как легко сообразить, учитывая (5), находятся из 
уравнений

(8) fK (ka) = 0 и P"'(cos 0О) - B™P™'(^cos 0O) = 0.

Учитываются корни к, расположенные в первом квадранте комплексной плоско

сти. При этом опять выполняются краевые условия задачи для (6) на сфере r = а 
и на поверхности всего тела для (7).

В формулах (3)-(8) индекс m может принимать любые неотрицательные 
целочисленные значения.

З.НУМЕРАЦИЯ И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОРТОГОНАЛЬНОСТИ 
ПАРЦИАЛЬНЫХ ВОЛН

Из изложенного следует, что существует счетное множество введенных выше 
парциальных волн. Поэтому их можно перенумеровать при помощи одного индек- 
cap, пробегающего все целочисленные значения, кроме нуля.

Сделаем это при условии,что парциальные волны Ер, Нр при p > 0 определяют
ся потенциалами типа (3) и (6), а при p < 0 - потенциалами (4) и (7). Одновре

менно будем полагать, что волны£р,Яр нЕ~р,Н~р (p > 0) однотипны (т.е. 
обе электрические или магнитные) и различаются только заменой Р™ (-cos 0) • 
• (P^(-cos0)) HaP^(cos0) + ^™P™(-cos0)(P™(cos0) +B^P^(-cos0)) в 
выражениях для потенциалов. Обозначим через s(0) поверхность усеченного 

конуса 0 = const, r > а, 0 < <р < 2я.
Для введенных парциальных волн справедливы следующие условия ортого

нальности:

(9) f [EpHq]ds = 0 при p*±q.
s(e)

Доказать это можно, используя лемму Лоренца, которая для области, ограни
ченной поверхностями s(0j), s(02) (0o < 0i < Ѳ2 < я) и частью сферы r =a, 
имеет вид

(10) f {[EpPrq]-[EqHp]}ds = f {[EpHq]-[EqHp]}ds.
5(Ѳг) j(03)

Прй этомучтено, что оба поля удовлетворяют условию (1) на сфере r - а.
Повторяя с небольшими изменениями доказательство, приведенное в [2], 

рассмотрим следующие возможные случаи.
1, Индексу p соответствует электрическая, a q — магнитная волна. Тогда (10) 

перепишем следующим образом:

f [EpHq]ds = f [Eptfq]ds.
s(oj і(ѳ2)

Левая часть — функция 0>, а правая — 02, поэтому они равны постоянной, кото
рая равна нулю, так как левая часть содержит множитель, являющийся функ
цией 01; то же можно сказать о правой части с заменой 01 на 0 2. Доказательство 
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для случая, когда p соответствует магнитной, a q - электрической волне, ана
логично приведенному,

2. Индексы p и q одного знака и соответствуют либо электрическим, либо 
магнитным волнам. В этом случае, устремляя 0i ^ Ѳ0 (при p, q < 0) или 
02 ^я (при p, q > 0), приведем (10) к виду

(11) f [Ep#q]ds = f [Eq#p]ds,
s(e) s(0)

где индекс у 0 опущен.
Если p ¥= q, то, как следует из (2)-(7), левая и правая части (11) имеют мно

жителями различные функции от 0 и, следовательно, должны быть равны нулю. 

Исключением является случай, когда p ¥= q только потому, что в соответствую
щих выражениях для потенциалов (3), (4) либо (6), (7) у волнырстоитсоз^кд 

а у волны q стоит sinw^ или наоборот. Однако и в этом случае левая и правая 
части (11) обращаются в нуль за счет ортогональности указанных тригонометри
ческих функций на интервале 0 - 2я.

3. Индексы p и q различных знаков и обоим соответствуют либо электрические, 
либо магнитные волны. В этом случае согласно п. 2

(12) f [Eptf-q]ds = 0 при рФ-q.
5(Ѳ)

Если теперь в этом равенстве заменить -q на q, то изменится только множитель, 
зависящий от 0, содержащийся в левой части (12), а само равенство не нарушит
ся. Таким образом, и

f [EpHq]ds = 0 при p^-q.
s(e)

Доказательство справедливости (9) закончено’

4.ИНТЕГРИРОВАНИЕ  УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА 
МЕТОДОМ ВАРИАЦИИ ПОСТОЯННЫХ С ВЫДЕЛЕННОЙ 

КООРДИНАТОЙ Ѳ

При этом решение может быть представлено в виде следующих рядов:
(13) F=S Ср(0)І^+£ Я=2 Ср(0)Яр+/

p p

Здесь Ер, Нр - введенные выше парциальные волны, Ср(0) — искомые неизвест- 
^- ^- F

ные функции 0; F, f - искомые поправочные члены; суммирование проводит
ся по индексу p, пробегающему значения ±1, ±2, . . . Учитывая, что парциальные 
волны удовлетворяют однородным уравнениям Максвелла в области 0О < 0 < я, 
и повторяя дословно выкладки и соображения, приведенные в работе [2] (фор
мулы (12) — (17)),получим

f (JE~q-JpH-q)rds
dCa s(0)
—— = -----------=5^>---------------=?—^--------— , q - -1, ±2, .. . ,

d0 f {[£^-’]-[£-«№]|ds
і(в)

F = Fe = ^-/e, f=fe=^-J^.

ik ikp

следует из равенства (10), знаменатель в (14) — величина постоянная, 
^ ~>

не зависящая от 0. Будем полагать, что токи J и 7 м распределены в области 
а < Ѳ < P (0О < а < P < л, r > а). При этом числитель в (14) равен нулю при

(И)

(15)

Как
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Ѳ < а и Ѳ > P и, следовательно, Cq = const вне интервала (a, 0). Очевидно, что 
для q < 0 коэффициенты Cq(6) = 0 при Ѳ > 0, так как если бы они были отлич
ны от нуля, то в решении (13) присутствовал бы член с p = q, обращающийся 
в бесконечность при Ѳ = тг, чего не должно быть. Аналогично для q > 0 величины 
Сд(Ѳ) = 0 при Ѳ < a, действительно, если бы эти величины были отличны от нуля, 
то, как следует из (13), комплексная мощность искомого поля, проходящая 

через поверхность усеченного конуса Ѳ = Ѳ0, была бы конечна и направлена в 
сторону возрастания Ѳ, что абсурдно. Напомним, что на основании сказанного 
выше величины Cq{B) = const при Ѳ <a.

Учитывая сказанное, проинтегрируем (14) по dB от Ѳ = а до Ѳ, а затем от Ѳ =0 
до 0, после чего получим

±j£ \jEq-JpH~q}dv
(16) CQ(0) = -21——-------------- ^~;------- ---- , q = ±1, ±2, . . .

f {[Eq#-q]-[E-qXq]lds 
s(e)

Здесь знак ”+” соответствует q > 0, а знак ”-” q < 0; и+ - область, ограничен

ная поверхностями 5(a), 5(0) и частью сферы r = а, ѵ~ — область, ограниченная 
5(0), s(P) и частью сферы r = а. Таким образом, поле, возбуждаемое заданными 

^ ^
токами J и JM, найдено. Полученное решение (13) хорошо сходится при ka > 1. 

При ka порядка единицы или меньше в качестве выделенной координаты сле
дует использовать r.

5.РЕШЕНИЕ  С ВЫДЕЛЕННОЙКООРДИНАТОЙ r

Это решение имеет вид

(17) £=S Cp(r)i^+F; Я=2 Cp(r)Hp+f.

p p~> —>■
Здесь Ep, Hp — парциальные волны, которые отличны от использованных выше 
и определяются следующим образом. Общие формулы (2) и (5) сохраняются, 

однако потенциалы V и Uтеперь задаются выражениями

(cosmtf,
(18) K=f/^)P^(^os0)

(sinra^,

где числа v — корни уравнения

(18а) Pvw(^cos0)=O,

а

( COSWtf,
(19) tf=UW4^os0) .

I suim^,

где числа к — корни уравнения

(19а) PKm,(^os0o) = 0.

Учитываются только корни p и к, расположенные в правой полуплоскости.
Потенциалы типа (18), как и выше, определяют электрические волны, а 

(19) — магнитные. Эти волны удовлетворяют принципу излучения при r ^ 00 
и краевому условию (1) на поверхности конуса 0 = 0О. Источники этих волн 

находятся в точке r = 0. Рассмотренные волны нумеруются при помощи одного 
индексар, принимающего целочисленные положительные значения.

Кроме рассмотренных следует ввести еще парциальные волны, источники ко
торых расположены на бесконечности r = °°. При этом электрические волны 
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определяются потенциалами типа

ф'у(ка) (cosnup,
(20) ^=IV/p(^)-^777Y^(^)l^(^os0)

fp(fcz) lsmw^

ПЕх
где фу (x) = v ~ Jv+if2 (*) > а числа v являются корнями уравнения

(20a) P™(^cos0o) = O,

расположенными в правой полуплоскости.
Аналогично магнитные волны определяются потенциалами

V^(&Z) „ (cosm^,
(21) U= Ш - ^7^7- U*r)J P^(^os0) .

fK (ka) I sm пир,

где числа к — корни уравнения

(21a) P™'(-cos0o) = O,

расположенные в правой полуплоскости.
Отметим, что уравнения (19a) и (21a), а также второе равенство (8) должны 

быть умножены на sin SQ, когда рассматривается задача с 0О ^0-
Для волн, определяемых потенциалами (20) и (21), выполняется краевое 

условие (1) на всей поверхности рассматриваемого тела. Эти волны нумеруются 

при помощи индекса p, принимающего целочисленные отрицательные значения.

Одновременно будем полагать, что волны Ер, Нр и E~p, H~p (p > 0) одно
типны (т.е. обе электрические или обе магнитные) и различаются только заменой 
fp(M G\ (M) на

ФУ(ка) М*»)
K(kr) ~ Ѵ7ГТ Ы^ЛФЛкт) —7~7ГТ £к(кг»

Іѵ(ка) ЪЛка)

в выражениях для соответствующих потенциалов.

6. ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ ПАРЦИАЛЬНЫХ ВОЛН
В СЛУЧАЕ ВЫДЕЛЕННОЙ КООРДИНАТЫ Г

Обозначим s(r) часть поверхности сферы радиусом r, для которой 0О < 0 < я 
(r > а). Тогда условие ортогональности для введенных парциальных волн 

имеет вид

(22) / (F^^)ds = 0 при p±±q.
s(r)

Доказательство проведем, как и выше, применяя лемму Лоренца к полям 

Ер, Нр и Eq, Hq в области, ограниченной поверхностями $(r), s(a) и частью кону
са 0 = 0О. Учитывай, что эти поля удовлетворяют на конусе краевому условию 
(1), получим

(23) f [EpXq]ds- f [Eq#p]ds = f {[Eptfq] _[Eqtfp]}ds.
s(r) s(r) s(a)

Рассмотрим следующие возможные случаи.

1. Индексы p и q одного знака и соответствуют либо электрическим, либо
магнитным волнам. При этом равенство (23) сводится к следующему:

(24) f [EpHq]ds = f [Eqtfp]ds.
s(r) s(r)

Для p < 0 и q < 0 это равенство немедленно следует из справедливости 
краевого условия (1) для подобных волн. Если p > 0 и q > 0, то правая часть
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(23) = const, a левая, как это следует из формул (2), (5) и выражений для по
тенциалов (18)-(21), равна некоторой функции от r, умноженной на констан

ту, что возможно, если эти константы равны нулю. В свою очередь, если p Ф q, 
то левая и правая части (24) также равны различным функциям отг, умножен
ным на константы, что возможно, если последние равны нулю. Исключением 
является случай, когда p Ф q только потому, что в соответствующих выражениях 
для потенциалов у волны p стоит соэ rrup, а у волны q стоит sinm^ или наоборот. 
Однако и в этом случае левая и правая части (24) обращаются в нуль вследствие 
ортогональности указанных тригонометрических функций на интервале 0 — 2я.

2. Индексы p и q различных знаков и соответствуют либо электрическим, либо 
магнитным волнам. В этом случае согласно доказанному в п. 1

(25) f [EpH~q]ds = 0, когда p Ф -q.
s(r)

Если теперь в этом равенстве заменить -q на q, то в выражении для соответст
вующего потенциала изменится только множитель, зависящий от r (см. (18), 
(20) и (19), (21)). Следовательно, изменится только множитель, зависящий 
от r, содержащийся в левой части (25), а само равенство не нарушится. Таким 
образом, и

f [EpHq]ds = 0 при рФ-q. 
s{r)

3. Индексу p соответствует электрическая, a q - магнитная волна или 
наоборот.

Доказательство тождественно приведенному в п. 1. Таким образом, справед
ливость равенства (22) установлена для всех парциальных волн.

7.ИНТЕГРИРОВАНИЕ  УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА МЕТОДОМ 
ВАРИАЦИИ ПОСТОЯННЫХ С ВЫДЕЛЕННОЙ КООРДИНАТОЙ r

Уравнения Максвелла имеют вид

(26) TotH = — E + J, xQtE=ikpH-J^,
ip

—► ^
где токи J, /д заданы и распределены в области ra < r < r@. Подставляя выраже
ния (17) вуравнения (26),найдем

S [VCpHp] + rot/ = - — F + J, ] 0О < Ѳ < я,

l2/) p ^ _^ _P _* >
2 [VCp£p] + xQtF=ikpf-J*, J r > а. 

p

Так как число неизвестных здесь больше, чем может быть определено из этих 
уравнений, полагаем

Fe - F^ = fe = f^ = 0,

после чего система (27) расщепляется на две:

(28) F = 4 Mr, 1 = ГГ~ jfir

ik ikp

и

(29) S [VCpHp] + rot/ = J±, S [VCpEp] + rotF = -J^
P P

~* ~+ ^ ^ ^- 
Здесь J± и J£ — поперечные относительно орта ir части векторов J и JM.
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Формулы (28) определяют векторы F и /, а система (29) может быть исполь
зована для нахождения коэффициентов Ср(г). Для этого умножим первое ра

венство (29) скалярно наЕ_<7, а второе - на H~q и результаты проинтегрируем 
по поверхности s(r) (r > а). Учитывая условия ортогональности (22), найдем

= _/ #-<?(rotF + J_M)^. 
s(r)

dCq _+ ^ ^ dC a —> —► —►
f [F~qHq]ds + Q f [E~qH~q]ds =

dr s(r) dr j(r)

= f E~q(rotf- J±)ds,
S(r)

dCn _^ _+ _> dC a ^ ^ ^
Q / [£’Я-’]Л + Q f [E~qH~q]ds =

dr XH dr *(r)

Разрешая эти уравнения относительно неизвестных Cq(r) и CLQ(r), получим 

f lE-^(rotf-Ji) + H-^(rotF + J^)lds
dCa s(r) 1

(30) ^ = ----------------—------------—------------ -----------------------
dr f {[F~qHq] -[Fqtf~q]}ds

s(r)

Выражение для ClQ(r) получаем из (30) заменой q на -q. Числитель в (30) 
упрощается, если учесть (28). Легко показать, что

f E~qrotfds = f H~qJ^irdsi

s(r) ^ ^ s^ ^ ^

f H~qxotFds = - f E~qJrirds.
s(r) s(r)

При этом учтено также, что физически реализуемая составляющая Jr = 0 при 
Ѳ = 0о.Используя эти равенства, придадим (30) следующий вид:

f{E~qJ-H~qJ^}ds
s(f)

f {[Fqff-q] - [F~qffq]}ds.
s(r)

Как видно из (23), знаменатель в (31) - величина постоянная, не зависящая 

от r. Числитель в (31) равен нулю при r >г$ и r < га и, следовательно, Cq = const 
вне интервала ra < r < r@. Для q < 0 коэффициенты Cq = 0 при r > rp, а для 
q > 0 коэффициенты Cq = 0 при r <га. Последнее следует из соображений, ана
логичных приведенным выше ддя Сд{Ѳ). Учитывая сказанное, проинтегрируем 
равенство (31) по dr от r = га до r, а затем от r = r@ до г, после чего найдем

±f±{JE~q-^H~q}dv

(32) Cq(r) = ------^^------------^^-------— , q = ±1, ±2, . . .

/|[Е*Я-«] — [E~qHq]\ds 
s(r)

Здесь знак ”+” соответствует положительным q, а знак ”—” — отрицательным; 
v* — область, ограниченная поверхностями s(ra), s(r) и частью конуса Ѳ = Ѳ0, 
a v' — область, ограниченная поверхностями s(r), s(rp) и частью конуса Ѳ = 0О- 

Формулы (17), (28) и (32) дают решение задачи о возбуждении идеально 
проводящего конуса, оканчивающегося идеально проводящей сферой (рис. 1), 
произвольной системой электрических и магнитных токов; в частности, эти фор-
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Рис. 2

мулы пригодны для определения поля, возбуждаемого любыми отверстиями, 
прорезанными в поверхности конуса или сферы, если известны распределения 
касательной составляющей электрического вектора в этих отверстиях.

Рассмотрим еще предельный случай, когда радиус сферы стремится к нулю, 
т.е. имеет место дифракция на одном конусе Ѳ = Ѳ0. При этом все формулы 
(17)-(32) сохраняются,заисключени^лзыражений (20) и (21) для потенциалов, 
которые принимают вид *? *•

♦
( COSW2tf,

(33) KM^WT(-cos0)
1 sinzn^

и

(cosm&,
(34) U = фк(^)Рк(-созѲ){

( sm^.

Величины v и к определяются по-прежнему из уравнеций (20a) и (21a).

Возбуждениеметаллического конусс^фектрическим диполем
(пример) •

Пусть диполь расположен на оси z в точке с координатами r = b, Ѳ = л и мо

ментом p, ориентированным параллельно оіи у (рис. 2). Угол <р отсчитывается 
от осиx. При этом первичное поле диполя имеет компоненту^, пропорциональ
ную sin^, и компоненту^, пропорциональную cos^ [5]. Аналогичную зависи

мость от у имеют рассеянное цоле и токи, наведенные на конусе. Поэтому в рас
сматриваемом случае, учитывая сказанное и формулы (2), (5), потенциалы 
(18)-(21) сводимкследующим:

(186) r=fv(foX(^os0)sin^,

(196) U = fK (krV* (^cos Ѳ) cos ^,

(206) V= фѵ(кг)Рхѵ(^оѣ Ѳ) sin ^,

(216) U= 0K(^r)Pj(^os0)cos^,

Pj(-cos0o)=O,

Pi'(-cos0o)=O, 

Py(—cos 0O) = 0,

Py(^os0o)=O.
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Искомое поле, определяемое формулами (17), в'области r > b имеет вид 

(35) £= S CaEq, H= S CQHq.
q = 1 4 q = 1

Корни p и к будем нумеровать в соответствии с возрастанием их модулей. 
Причем для того чтобы перенумеровать v и к, а следовательно, и соответствую
щие им парциальные волны одним индексом q, корни v будем нумеровать при 
помощи нечетных значений q, и к — при помощи четных. Таким образом,

kg I < |PQ+1 I И |KQ I < |KQ + 2|.

Фигурирующие в (35) коэффициенты Cq постоянны и согласно (32), (186), 
(196) равны

М^(1 + ^)«РР^(*Ь)

С<7 = 1 ( .-------- dft~
2rrkb f (V1 - x2-------1

-cos0g 1 dx

q = 1,3,...,

И

(*) 2 1 2]— ) -(^=?;а(х))}<&

Парциальные волны электрические и магнитные в решении (35) определяют

ся при помощи формул (2) и (5) соответственно, где потенциалы V и U задают- 
сяформулами (186) и (196).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. ФельдЯ.Н. // РЭ. 1976. T. 21. № 12. С. 2615.
2. Фельд Я.Н., Фельд СЯ. // РЭ. 1977. T. 22. № 9. С. 1829.
3. Фельд Я.Н., Фельд СЯ. // РЭ. 1978. T. 23. № 10. С. 2212.
4. Фельд Я.Н., Фельд СЯ. // РЭ. 1980. T. 25. № 12. С. 2481.
5. Фельд Я.Н. // РЭ. 1990. T. 35. № 8. С. 1596.

Поступила в редакцию
11.12.90

1123

827



АКАДЕМИЯ НАУК СССР

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА
Журнал основан 
в январе 1956 r.

Выходит 12 раз
в год

Том 36 Декабрь 1991 Вып.12
МОСКВА ” H А У К А ”

УДК621.396.677

© 1991г.

Я.Н. Фельд, Л.С. Бененсон

ДИФРАКЦИОННО-ЩЕЛЕВЫЕ АНТЕННЫ

(Обзор теории и методов расчета)

ВВЕДЕНИЕ

Излучение через отверстие в металлическом экране-стенке замкнутого резонато
ра впервые рассмотрено M.C. Нейманом [1], который высказал идею о принци
пиальной возможности создания на основе этого эффекта антенн нового типа: 
дифракционных. Аналогичную задачу позднее рассмотрел Л.И. Мандельштам [2]. 
В этих работах изучены малые (в долях X) отверстия, эффект излучения которых 
незначителен. Широко применять щелевые антенны начали во второй половине 
40-х годов, когда конструктивные и технологические преимущества щелевых 
излучателей перед вибраторами (в диапазоне СВЧ) стали очевидны.Уже в 1947 г. 
была описана телевизионная передающая антенна в виде решетки продольных 
щелей, выполненных на вертикально стоящей цилиндрической трубе и возбуждае
мых кабелем [3].

В дальнейшем стали разрабатывать и волноводно-щелевые антенны. Первона
чально расчеты таких антенн выполняли приближенными методами: энергетичес
ким [4-6] иэквивалентныхсхем [7] приопределениипараметровотдельныхиз- 
лучателей экспериментальным путем. Одновременно развивалась и строгая теория. 
Так, A.A. Пистолькорс [8] сформулировал принцип двойственности для щелей 
в бесконечном плоском экране, при помощи которого поле таких щелей сводится 
к полю ленточных вибраторов, дополняющих экран до сплошного. Аналог опти
ческого принципа Бабине дан Букером [9]. Позднее M.A. Леонтович [10] и 
Я.Н. Фельд [11] предложили более общие формулировки этого принципа. A.A. Пи

столькорс рассчитал также и диаграммы направленности щелей в плоском экране 
[12] икруговомцилиндре [13],изучилволнывжелобе [14].Фундаментстрогой 
теории щелевых антенн заложен в работах [15-22], завершившихся обобщающей 
монографией [23]. В этих работах сформулированы граничные задачи электроди
намики и получены интегральные уравнения для решения этих задач [15], развиты
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общие методы решения интегральных уравнений дифракционно-щелевых антенн 
[16], рассмотрены осесимметричные [17] и несимметричные [18] узкие щели, 

для которых найдены законы распределения напряжений вдоль щелей и излучае
мая ими мощность [19], исследованы щели в резонаторе, причем для нахождения 
распределения напряжения в щели на резонансных частотах резонатора разработан 
специальный метод [20]. Общая теория применена также для расчета излучения 
щеливкругломволноводе [21].

Для приближенного расчета многощелевых антенн Я.Н. Фельдом предложен 
метод наведенных магнитодвижущих сил [22], в дальнейшем обобщенный так, 
чтобы решать интегральные уравнения с любой степенью точности [24]. Интеграль
ное уравнение для излучающей щели в прямоугольном волноводе изучено Стивен
соном [25]. Ряд вопросов теории щелевых антенн рассмотрен в [26, 27]. Дальней
шему развитию общей теории щелевых антенн и устройств посвящены исследова
ния И.Б. Левинсона, П.Ш. Фридберга, Л.Н. Гейвандова и Х.Л. Гарба [28]. В рабо
те [28] интегральноеуравнениещелевойантенны,полученноеЯ.Н.Фельдом [18], 
преобразовано в уравнение 2-го рода, а решение его записано в виде рядов по соб
ственным модам волновода; при этом рассмотрены нелогарифмически узкие 
щели. В последующих работах решен ряд важных частных задач, таких, например, 
как расчет поперечных [29] и продольных [30] щелей, учет конечной толщины 
стенки волновода [31], расчет слабоизлучающих щелей (прорезаемыхвдольли- 
ний тока на стенке волновода или резонатора) [32] и щелей в резонаторах [33]; 

для расчета коэффициентов матриц рассеяния щели как элемента связи волново
дов и резонаторов применен метод стационарных функционалов [34]. В этой ра
боте использованы результаты исследований Л.А. Вайнштейна [35] и Я.Н. Фель- 
да [36] по двойному вариационному принципу. Разработанный в [36] общий ме

тод построения стационарных функционалов для любых параметров, являющих
ся линейными функционалами тока или поля, позволяет находить как диаграммы 
направленности излучателей, так и их взаимные сопротивления, проводимости и 

другие характерные величины.
В дальнейшем общую теорию успешно применяли при решении различных 

практических задач. Так, в частности, получены формулы для расчета собствен
ных и взаимных проводимостей щелей: внутренних [37, 38] и внешних [39,40]. 

A.A. Олинер [41] составилстационарныйфункционалдлявычислениявнутренней 
собственной проводимости щели в волноводе и рассчитал ее для наиболее важных 
случаев.

Разработан метод последовательных приближений решения уравнения волно- 

водных многощелевых антенн, при котором в первом приближении учитывается 
лишь основная (первичная) волна в волноводе, а поправки, обусловленные 

высшими типами волн и внешними взаимодействиями, находятся в последую- 
щихприближениях [42-44].

Рассчитаны одиночные излучатели различных конфигураций: крестообразные 
на боковой стенке [45] и в торце [46] волновода, нерезонансные [47] инаклон- 
но-смещенные [48] щели, найдены эквивалентные параметры различных щелей 
[49-51].

Рассчитаны многощелевые антенны различных конструкций, например, решетки 
длиыых поперечных щелей в стенке плоского волновода [52, 53], антенны бегу
щей волны с учетом отражений основной водны от излучателей [54]. Среди более 
поздних работ интересна методика, при которой внешние и внутренние взаимо
действия учитываются путем введения эквивалентной проводимости щели в ре
шетке, а в аналитические формулы вводятся экспериментальные данные [55—57].

Ниже представлены основы общей теории щелевых антенн и практических 

расчетов волноводно-щелевых антенн.
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1. ОСНОВЫ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ДИФРАКЦИОННО-ЩЕЛЕВЫХ АНТЕНН

Задачей общей теории [15] является нахождение электромагнитньис полей, 
возбуждаемых внутри и вне дифракционно-щелевой антенны. Для этого следует 
либо, найдя касательные компоненты Йт электрического вектора на геометричес

кой поверхности отверстия (щели), решить затем внешнюю и внутреннюю крае
вые задачи электродинамики, т.е. определить поля вне и внутри замкнутой поверх
ности, на которой задано Д., либо, найдя поверхностные электрические токи, те

кущие по металлу антенны, вычислить поля этих токов по известным квадратур
ным формулам.

Ниже рассматривается более простой первый метод, базирующийся на первой 
краевой задаче электродинамики, сводящейся к определению поля в объеме V 
по значениям ^., заданным на замкнутой поверхности s, ограничивающей этот 

объем изнутри или снаружи. Это поле определяется формулами

(1) £(?')=/?'(<Д q'^)ds, Йй) = $’й, q-&)ds,

где & = [и2Г] — поверхностный магнитный ток, распределенный на 5; ^(q9q\&\ 
li(q, q\ К») — поле, возбуждаемое в точке q объема V магнитным током А^м, 

распределенным на элементе ds поверхности s, которая при этом считается идеаль
но проводящей; n — единичный вектор внешней (по отношению к И) нормали к s. 
Если в области Vнаходятся заданные сторонние точки7ст, то к полям (1) следует 

добавить поле этих токов, удовлетворяющее на s условию 2TrlZCT I = 0.

Решение первой краевой задачи может быть найдено также прямым методом. 

При этом на поверхности s задается семейство вспомогательных поверхностных 
электрических токов I Кп | (n = 1, 2, . . .); при расчете поля этих токов все про

странство рассматривается как однородная среда с теми же параметрами, что и 
внутри V Применяя лемму Лоренца к искомому полю 2?, H и вспомогательному 
полю 2? {Йп; sl, Й\Йп; s} > создаваемому током 7^„, распределенным на s, найдем

(2) f[EH\Kn;s\]dl = f[E{^n-,s}H]d^

Вводя обозначения

(3) a„=J[^lC,;S|]^( ^‘ = [^{r„;sJ],

перепишем (2) в виде

(4) $HF*nds = an, n = l,2...

Здесь Fn — известные функции, ап — известные постоянные.

Если токи \Кп } линейно независимы, принадлежат пространству#1^) иихли- 
нейные комбинации всюду плотны в нем, то семейство fJ^I линейно независимо, 

принадлежит пространству £2(s) и полно в нем. Ортогонализируя семейство 
{Fn I, т.е. вводя функции

m
(5) Фт= S a^K,

п = 1
где коэффициенты д^^находятся из условий (3>л, <5Ш) = Ьпт, получим для 

#гряд типа Фурье: 

(6) Я = £сА
n

n
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сходящийся по норме L2(s), после чего поле E, Зв области V можно найти при по

мощи известных формул типа Гюйгенса—Кирхгофа.
Если требуется учесть особенности поля и тока на краях щели, то необходимо 

ввести матрицу R, учитывающую эти особенности, и заменить всюду пространство 
L2(s) HaZ^(s),a Я1^) наЯ2^) [15].

А. Интегральные уравнения дифракционно-щелевых антенн

Пусть в замкнутой металлической поверхности s прорезано одно или несколько 
отверстий, суммарную геометрическую поверхность которых обозначим через 
$о [16]. Решая первую краевук^задачу_для внутренней V* и внешней Vе областей, 
ограниченных s, найдем поле Ff&l, Я{&}, возбуждаемое в областях Vе и V1 
распределением (пока неизвестным) электрического поля ^ = Д- на s. Если 

Я° — магнитный вектор поля возбуждаемого в областях К1 в первом и Vе во вто
ром случаях заданными источниками при отсутствии(металлизации) отверстия, 

то условие непрерывности касательной составляющей Нт магнитного вектора пол
ного поля при переходе через отверсгие s:
(7a) Й‘{£| +Й?=Я*{£| 

на s0 в первом случае или

(76) 3{\&\=3>+3*\&\

на $0 во втором случае дает основное интегральное уравнение для& = zfT. Здесь 

J7^i- ] и З*г {• I — линейные операторы, действующие на £. Рассмотрим некоторые 

частные случаи вида s0.
Плоский экран с отверстиями [16]. Задача о щелях и отверстиях в плоском 

экране при помощи принципа двойственности легко сводится к задаче о металли
ческой ленте, дополняющей экран до сплошного. Однако целесообразно привести 
и решение первоначальной задачи, поскольку его можно использовать при рас
смотрении конечных экранов со щелями.

Для отверстия s0 (произвольной формы) в плоском экране, применяя вторую 
из формул (1), принцип зеркального отображения и известные выражения для по
ля через вектор Герца [58], запишем для верхнего полупространства, где нахо- 
дитсяпервичныйисточник:
(8) #(<?') = Я° + (grad'div' + k2)(2ffiwg)-1 f K^ -6--^-^- ds,

£^ = [лГ].

Здесь 3® — первичное поле при сплошном экране; r — расстояние между точка

ми q и q, операция дифференцирования должна проводиться по координатам точ
ки#'. _^

Это выражение в предположении, что на $0 справедливо равенство 3ds = 0, 

может быть приведено к виду

(9a) J(,^^J^^W*^0.

2777 s rJo
Аналогично для нижнего полупространства, где нет источников,

m n^^S&^^L*.
2m s r*o

Уравнение типа (6) при этом примет вид 

exp(-z&r)

r
(10) ds=H*.
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Последнее вьгоажение и представляет собой интегральное уравнение 1-го рода 
относительно £д, т.е. фактически для Z?T. Выпишем его для двухчастных приме

ров, когда выполняется условие 3ds = 0.

1. Отверстие s0 имеет форму кольца с центром в начале цилиндрической систе
мы координат R, ^, z, причем ось 0z перпендикулярна экрану, а первичным 
источником поля является расположенный в точке R = 0, z = а электрический 
диполь с моментом^. параллельным оси 0z. При этом уравнение (8) приводится 

к виду

„ , exp(-ikr) я Л ,
(1 la) f ER cos(^> - <р )--------------- ds =------ H^ (q ), q € s0,

,, r iax

где tp' — азимут точки q, первичное поле Л£' определяется как удвоенное поле 

диполя в однородном пространстве; компонента ER независима от ^.
2. Отверстие s0 представляет собой линейную щель шириной 2a, параллельную 

оси 0x, возбуждаемую плоской волной сЯ° =#$(?') = 2exp(z£y'sin^0), ^o — угол 
падения. Поскольку 3 не зависит отх, уравнению (10) можно придать следующий 

вид:

* * exp(-zfcr) 2я ,
(116) fEy f --------------- dxdy = -------  exp(zfcysin^o).

_в _oo r іые

Используя известную формулу Зоммерфельда, перепишем уравнение (116) в 

виде

а 2
(Ив) fEyty)H^2\k\y-y'\)dy =— exp(z^'sin^o)- 

-a ew

Метод, предложенный в [16], позволяет найти решение этого интегрального урав
нения, выражаемое рядом по функциям Матье.

Замкнутый металлический экран резонатор, волновод) с отверстиями [17]. 
Интегральное уравнение (7) содержит оператор H*'1 {• !, который в общем случае 
выписать достаточно сложно. Поэтому преобразуем его так, чтобы искомая функ
ция ?т = & была в явном виде. Для этого введем в областях Vе и V1 вспомогатель

ные поля 3е, 3е и 3, 31, удовлетворяющие внутри соответствующих областей од

нородным уравнениям Максвелла и следующим граничным условиям:

0 на se, ^ ( 0 на s,,
л Ет = ^

e* на s0, 1 e1 на s0,

где e1 — вектор, касательный к s0; se и s, —_внешняя и внутренняя поверхности 

экрана после прорезания отверстия s0. Поле Ее, Не должно также удовлетворять 
’’принципу излучения” на бесконечности. Применяя лемму Лоренца к полям Ёе, 
3е и X Зв области Vе и 3, 31 и 3, 3в области К1, где F, 3— искомое поле антен

ны, и учитывая условия (12), а также непрерывность поля 3,3 при переходе че

рез s0, найдем

(13) f [2(£е-я*)й =

S0

Здесь /ст — плотность заданного стороннего тока (источника), распределенного 

в области Ко, возбуждающего поле E, Н\ при этом верхняя запись правой части 
соответствует расположению К0 внутри V' (работа на передачу), нижняя — К0

-fj^3dV, 
ѵ0 
S3'3dV.
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внутри Vе (работа на прием). Если же первичное возбуждение осуществляется 
волной 2?°, Я° (см. выше), то получим второй вариант записи этого уравнения: 

(14) / $$е-3*yfts = iJp1#0]^,

*0 *0
где знак ”+” соответствуЬт возбуждению антенны из K', а ”—” — из Vе.

В общем случае определим вектор^1 при помощидвухразличныхвыражений: 

e1 =S(R)tu и e1 =b(R)7v,

где u, v — криволинейные ортогональные координаты, вводимые на s0; tu, Тѵ — 
единичные орты, касательные к линиям и и и; R — расстояние между точкой ин
тегрирования t/(u, и) и произвольной точкой q0 на $0; 6(Я) — дельта-функция 
Дирака.

Для этих случаев можно записать 
яе-^'=^,?0;^0), 

яе-я'=Ш ?о;ч)-

При этом, например, уравнение (14) сводитсяк следующимдвум.определяющим

Eu nEvwas0:
(15a) ЛД?)^> <7o; f„.)] £ = ±Я»(?0),

*0
(i56) Jto^, ?о;ч)1 * = ^2too).

*0

Б. Решение интегральных уравнений дифракционно-щелевых антенн 
методом наведенных магнитодвижущих сил

Интегральные уравнения часто решают, представляя искомую функцию в виде 
разложения в бесконечный ряд по полной системе функций. При этом интеграль
ное уравнение сводится к бесконечной системе алгебраических уравнений относи
тельно амплитуд разложения. При численных расчетах эту систему обрезают до 
конечного числа M. Поэтому в принципе можно искать приближенное решение, 
выбирая какую-либо достаточно полную систему линейно независимых функций, 
применяя метод, аналогичный методу Галеркина. Как показано в [22], известный 
метод наведенных ЭДС является, по сути дела, одночленным вариантом метода 
Галеркина.

Применительно к расчету дифракционно-щелевых антенн в [22] сформулиро
ван (а в [24] обобщен на случай произвольного числа функций разложения) ме
тод наведенных магнитодвижущих сил (МДС). В этом методе решение для & в 
(7) записывается в виде

м
(16) 1= z ѵ„г„,

H=1

где Ѵп — искомые постоянные; ~еп — заданные на $0 и касательные к ней вектор- 
функции с указанными выше свойствами. _>

Подставляя разложение (16) в уравнение (7) и умножая его на [ewds] 

(1 < m < M) и интегрируя по s0, получим с учетом линейности операторов систе
му из M линейных алгебраических уравнений относительно Vn:

м
(17) S VnYmn=Fm, КетСМ

n= 1
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где

(18a) Ymn = Yemn + Y^„, Y^„ = ± f [?тЯе>' {^} ] ds
S0

— внешние и внутренние взаимные проводимости щелевых излучателей; вслед

ствие справедливости теоремы взаимности Ymn = Ynm\
(186) Fm=/[?m^]d7

J0

- мдс.
Решив систему (17), найдем постоянные ѴПі а затем по формуле (16) — и &.
Величину S можно также найти при помощи стационарного функционала

(19) £Ш = / [<(#е1<1 -Й'111 -2Я°)]<й,

*0

используя метод Ритца.
Если вектор-функции ~еп выбраны вещественными, то активная мощность 

К^,излучаемая через отверстие $0, определяется формулой

! i...M
(20) ^r = -Re S VnV^Y;m.

2 n, m

В. Щелевые антенны с осевой симметрией

Рассмотрим круглый волновод или резонатор в виде тела вращения с симмет
ричной волной £°, & типа E, в поверхности которого прорезано N кольцевых 

щелей с поверхностями sn, шириной dn [17]. При этом поле такой антенны также
N

осесимметрично и у поверхности щелей s0 = S sn имеет только одну касатель- 
n= 1

ную (поперечную) составляющую£ѵ,определяемуюуравнением (156).

Перепишем это уравнение, полагая и = ^ fo — угол поворота вокруг оси враще- 
ния 0z), He = Я* Я’ = Н*>, E* = 4 = 0, e1 = tv'8(v - Vo) на s0:

(21) /Еѵ(Н‘-Н*)НМѵ= —Я°(и0),
/ 2л *

N
где h^, hv — коэффициенты Ламэ, 1 = S /„, ln — интервал изменения v в преде- 

n = 1
лахщели sn.

Ядро интегрального уравнения преобразуем, выделив часть, содержащую осо
бенность:

. „ ,• ZCJM V exp(-ikR)
(22) H'-H^------h^) f —---------cos(^-^')^'+O(l).

л о Я

Здесь 0(1) — регулярная функция, учитывающая отличие s0 от плоскости.
Умножая (21) на/а(ио)Луо dvQ, гдеД(и), a = 1,2,. ., ,N- семейство функций, 

удовлетворяющих условиям

(23) f fa(v)hydv = 1 и f fa(v)lnK(v, vo)hVo dv0 = const,

?0t ^0t

и интегрируя по Іа, получим

N
(24) X fEv(v)Ia(v)hvdu=Wai a = l,2,...,N-

nssiin
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4(v) = f fcM^-H*)hVt hVa dvo,

la
(25) % = ^- f /а(«о)Я«(ио)Л„оdVo.

2я Іа

Для узких щелей, когда dn < X, из (23) и (22) следует, что величины Іа(ѵ) практи
чески постоянны на отдельных интервалах Іа и система (24) может быть приведе
на к виду

(26)
N

2 VnYan = Wa, a=l,2.....N,И = 1
где 

(27) Vn =f Ev(v)hvdv 
ln

— напряжение на и-й щели; /а(Кл) = Yan — взаимная проводимость а-й и и-й ще
лей, численно равная суммарному току, протекающему при отсутствии щелей 
по внутренней и внешней сторонам резонатора (волновода) через поясок sn, 
когла к обеим сторонам пояска sa приложены единичные ЭДС,направленные по и. 
Укажем, чго fa совпадает с электростатическим распределением заряда на длинной 
проводящей пластине шириной da.

Сферическая щелевая антенна [23]. Пусть резонатор представляет собой идеаль
но проводящую сферу радиусом г0 00 стенкой нулевой толщины и одиночной 
кольцевой щелью вдоль параллели, возбуждаемой электрическим диполем, распо
ложенным в центре сферы. При этом система (26) сводится к одному уравнению. 

(26a) K,=^/F^.

Вычислив вспомогательные поля Ее,і, Йе,і, найдем

(266) Fj = &p(cosflj — c0s^2)

sintJo^i(^o) 2
П“ 1

Prt(C0S flo)

Здесь p — момент диполя; tJj, #2 
= 4^..

2n + 1
2n(n + 1) ^o)^(Aro)(^(cos^^

— углы, определяющие края щели, Ѵ'иОО =

/2G0), fnG0) = ^^^^nVi/2^* Излучаемая мощность при этом равна

1 * r 27r£2sin2£0
(26в) Wx = - Re(B'b П), W. = - --  --------- ? p.

2 0і(^о)

Вычисляя отношение И/2/И'Ео, где W%o — мощность излучения того же диполя 

в пустоте, видим резкое возрастание излучаемой мощности при резонансном раз
мере сферы (kr0 = 3). Напомним, что расчеты выполнены при условии p = const.

Г. Несимметричные логарифмически узкие щели

Пусть на замкнутой идеально проводящей поверхности произвольным образом 
прорезана узкая щель длиной 1 и постоянной шириной d (d < Z, X), края которий 
определяются равенствами и = 0, и = d, а концы — v = 0, v = ип радиусы кри
визны p линий v = const велики по сравнению с d (линии и = const идут вдоль 
щели, v = const ортогональны краям щели). Так как щель узкая и почти орто
гональна токам на поверхности неразрезанного экрана, то | Еѵ | < | Еи | всюду
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на поверхности s0 щели, за исключением небольших участков у концов v = 0 и 
u = Uj,rne^=0(18J. ^ ^

Пусть вспомогательные поля определяются вектором e1= 8(R)tu. Тогда 

\Ну - Hlu I < I Ну - Ну I и интегральное уравнение (15a) приводится к виду

i d 1
Функция X(u0) удовлетворяет условиям 2/ /(u0 )fakR, du0 = “= const при 0 < и < d, 

о а
kd "1 d

a= [2Ы —] и S f(u0)du0 = 1 ианалогичнафункции/а(и), введеннойвьшіе.
4 о

(28) iEM-H^ds=H^(q^.

Ъ
Несложные выкладки позволяют записать

. < , exp(-ffcR)
(29) Н$ - Н‘ = (я/cog)-1 £0------- ------------ + F(u, и0),

R

где F — регулярная на s0 функция, a L0 — оператор,

1 Э 1 Э
L0 =----------------------------+k2 * 4.

hu<> Эи0 hv<> Эѵо

Вводя выражение (29) в уравнение (28) и выделяя в интеграле логарифмичес- 
кий член, получим

d
(30) 2Z0 / Eu{ut VoflnkRx du =G[U, v0] - 7г/содЯу(^0),

о

где

G [tf, Uol^oW ty] + яГбод J t/(u)F(u, Vn)hydv,
0

K[U, Uo] — линейный относительно U оператор, остающийся после выделения 
d

логарифмическогочлена;С/(и) = f£u(u, v)du - напряжение между краямищели; 
о

Ri - расстояние между точками u, и0 и и0, ѵ0 на s0.
Умножая (30) Ha/(uo)^Wo, где/(м0) = frVwo(d - Mo)]’1, и интегрируя по ин- 

тервалу 0 < и0 < d, найдем

(31) LoU(vQ) = aG[U, Ѵо]-тыраНу(ѵо).

Переходя от координаты и0 к длине дуги т, отсчитываемой вдоль кривой v от ее 
начала u = 0:

Vo
r= f hydvf dr = hy^ dvQi 

о

перепишем это уравнение в виде

d2U
(32) —r +k2U = aG[UtT]-ribwaH?(T).

dr

К нему следует добавить краевые условия на концах щели

(32a) U = 0 при т = 0 и 7 = 1.
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Уравнение (32) для напряжения на щели аналогично уравнению для тока у 
вибраторных (проволочных) антенн. При а. < 1, т.е. длялогарифмически узкой 
щели, уравнение (32) проще всего решать методом разложения в ряд по парамет
ру малости а, как и в теории проволочных антенн (где a = [lnfaz]"1, а — радиус 
вибратора). Однако при этом для настроенных и расстроенных антенн приходится 
пользоваться различными формами решения. Удобнее другой метод, позволяю
щий получить единые решения, независимо от длины щели. Для этого запишем 

решение в виде суммы

(33) U = U1 + V,

где U1 удовлетворяет уравнению

d2Ux
(34) ——— + p2Z71 = —7гідсоаЯ°(т),

dr

p2 = к2 - ia&

$ — параметр, который будет определен ниже) ,c граничными условиями U1 = 0 

при т = 0 и т = l.
Вычитая из уравнения (32) равенство (34), получим

d2 V
(35) —т- + A^F = alG(O,r)-f0i74, u = 0 При т = 0 и r = Z.

dT2

Интегрируя это уравнение относительно V, полагая правую часть известной и тре
буя, чтобы решение существовало для любого значения kl, найдем в первом при
ближении (т.е. полагая U = t/1)

i
f Gp71, x] sink(l - x)dx

(36) 0= -----------------------------------------------
/

i fU'sink(l-x)dx
о

и

а т
(37) И= - /|G[O\x]-z0O4sinfc(T-x)dx.

к о

Продолжая этот процесс, получим для V и 0 ряды по степеням а.
Таким образом, V = K'O(a); U = U1 (1 + O(a)) и при а < 1, т.е. для логарифми

чески узких щелей U = U1 и уравнение (32) для напряжения U совпадает с (34) : 

d2U
(38) —г+р2О=-/ясодЯ°(т), U = 0 при r=O,Z.

dr

Решая это уравнение, для любых 1 и X найдем

a ттіаэи. т п
(39) U =-----------ф (Z)sinpr - аф (т), ф (т) = ------------- f Я£(х) sinp(r - x)dx.

sinpZ p 0

Обозначая 0 = 0' + ip", получим p ^ {к + oQ"l2k) - ia(ffl2k), где atfl2k - коэффи
циент затухания, a a&"!2k — поправка, дающая укорочение волны в щели: ДХ = 

я0"
- ~~3 , Хщ - X — ДХ. Для узких щелей aftf2k — малая величина, поэтому в форму- 

OUC
ле (39) можно полагать p = к, за исключением случаев настроенных (Z = Хщ /2) 
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или слаборасстроенных щелей, когда параметр p должен быть сохранен только в 
sinpZ. При этом для настроенной щели

2k
(40) U = —— ф (Z) sin кт + O(a).

ipl

Величину p' можно найти из уравнения энергетического баланса, или вычисляя 
собственную проводимость щели методом наведенных МДС, не прибегая к фор
муле (36).

Д. Несимметричные узкие щели

Изложенные выше методы решения основного интегрального уравнения щеле
вой антенны (32) относятся к логарифмически узким щелям. В работах [28, 29] 
развит метод решения этого уравнения, пригодный и в случае просто узких щелей 
(kd < 1, но |a| ~ 1) таких, в которых электрическое поле имеет только одну 
поперечную компоненту.

При помощи функции Грина Г(и, и0) оператора Z0 = Э2/Эт2 + к2 (см. форму
лу (31)) уравнение (32) преобразуется в интегральное уравнение 2-го рода:

1 t
(41) k(u)= - - ]F[K,u] + zgfc],

X

где V(v) = U/ZQIQ — безразмерное напряжение; Z0 = ѴдоЛо*» Л> — амплитуда 

магнитного поля вектора первичной возбуждающей волны; x = sinfcZ/a; F = gG\ 
g(v, ^S) = ksinkl- Г(ѵ, u0); hv = lHy(v)/IQ и введены обозначения

1 [
(x,y)=- fx(v)y(v)dv,

Z о

^ = 7 fg(v,v0)x(v0)dv0. 
Z o

Здесь величина G определена формулой (30).
При решении уравнения (41) для случая, когда щель связывает два объема, 

регулярные части N^ (д = 1, 2) ядра уравнения (29) могут быть представлены 
в виде билинейных разложений:

(42) ^(u,u') = S fnm^m(v)K^,n(v),
m

где /мт — коэффициенты разложения; и, v' — координаты вдоль оси щели; 

кдт (и) — распределение m- й моды д-го объема вдоль оси щели.
При этом решение уравнения (41) найдено в виде

(43) И(и)=-—{ S cMm/MmgKMm+igAl, д=1,2,...;
X д, m

m = 1,2,...,

где коэффициенты

(44) ^=(K^)^m

определены из бесконечной системы линейных алгебраических уравнений

(45) S [х5мм5т„+/дт^кмт,к;„)]смт = -г^,к;„), г=1,2,...;
M, fn

n = 1,2,.. . ,

получающейся при подстановке (43) в (44).
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Вьфажение (45) можно переписать в виде, аналогичном уравнениям (17) 

метода наведенных МДС:

(46) S %K»m=^, p=l,2; H = l,2,...
д, m

Однако между этими уравнениями есть существенное различие: если в (17) вели

чины Ѵп суть амплитуды гармоник распределения напряжения в щели (в одно- 
гармониковом приближении — просто амплитуды напряжения), то величины КдШ 
в (46) согласно (44) пропорциональны амплитудам возбуждения щелью парциаль
ных (собственных) волн (колебаний) связываемых объемом, т.е. по сути дела 
пропорциональны элементам матрицы рассеяния S щели как элемента связи объе
мов. При расчете связи объемов практически достаточно ограничиться их на
хождением. Вычислять же распределение напряжения К(и0) в щели необходимо 
лишь в случае щелевой антенны для расчета по нему характеристик излучения. 
Элементы 5^рлматрицы рассеяния — коэффициенты щелевой связи объемов — 

можно находить и непосредственно из стационарных функционалов. Так,в случае 
поперечной щели, связывающей два прямоугольных волновода с общей широкой 
стенкой, в [34] при использовании идей работ [35, 36] получено выражение

i i
fVmn(v)H^(v)dv f ^„(v)ffm„(V)dv

S%„ = - ^Утп¥цѵ - -----------------------------------------------------------------
2 i i

ffYjjin^V)^^V,v)V^p^V^dvdv
0 0

Здесь Ктл(ѵ), Кдр(и) - распределения напряжения в щели, возбуждаемые падаю
щими волнами типов mn и др соответственно; N(v, v ') — ядро интегрального 

уравнения щели; Н^р, Нтп — компоненты (вдоль оси щели) магнитных полей 
волн типов др и тп\ Ymn, Y^p — их волновые проводимости амплитуды векто
ров полей при этом пронормированы так, чтобы

/ [j^mn^mn] ^s ” 1» f [^др^др] ^s ~~ 1,

511 $12

индексы mn и др относятся к первому и второму волноводам). При вычислениях 
по формуле, полученной для случая поперечной щели, распределения K(u) можно 
записывать в простом виде, соответствующем логарифмически узким щелям. 
Отметим, что, хотя величины кцт (0), кцт (0 не равны нулю,

&Mm(0) = 0 И gKgm(0 = 0.

Система (45) решается методом редукции; для хорошей аппроксимации число 

сохраняемых уравнений M > kl. Изложенную методику можно применять и для 
расчета щелей, излучающих в свободное пространство (см., например, [30]). 
В работе [33] показано, что ’’безразмерное” напряжение в случае просто узких 

щелей (а ~ 1) при любых x имеет порядок 1, т.е. резонансные свойства в этом слу
чае не выражены.

В работе [31] развит общий метод учета толщины стенок, в которых проре
заются щели. Показано, что характеристики излучения узкой щели, прорезанной 
в стенке конечной толщины t < /, X, с точностью до членов порядка td/ГК совпа
дают с характеристиками излучения щели эффективной ширины

d^=dftj), /Д)<1,

d d
t

прорезанной в бесконечно тонкой стенке. Строгое выражение для функции /(—) 
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приведено в [31], а при — ^ 1 справедлива простая асимптотическая формула

t vt
/(y)so,94exp(--

a 2d

Погрешность этой формулы максимальна при t = 0 и составляет 6,4%; при 

t/d > 0,25 погрешность менее 1%. Как показано в [31], узкая (— > 1, но

ln — ~1) щель в толстой ( — > 1) стенке ведет себя как логарифмически узкая
d d

1
(ln -------> 1) щель в бесконечно тонкой стенке.

^эф
В работе [29] изложена теория слабоизлучающих щелей, прорезанных вдоль 

линий возбуждающего тока в стенке конечной толщины t < 1. Полученные в [29] 
результаты послужили основой теории волноводных измерительных линий.

E. Излучающие щели в настроенных резонаторах

Если рабочая частота <o ^ сорез — к резонансной частоте замкнутого резонатора, 
неразрезанного щелью, то при этом левая, а следовательно, и правая части уравне
ния (32) остаются конечными. Однако методы решения, при которых использует
ся малость параметра, уже не применимы, так как отдельные члены правой части 
(32) обращаются при этом в бесконечность. Поэтому в работе [20] изложен ме

тод получения уравнения, все члены которого остаются конечными при co -+ сорез,
и его решение можно получить, используя малость а. Для этого в случае, когда 
сорез является w-кратно вырожденной частотой неразрезанного резонатора, кото
рой соответствуют свободные колебания7р, йѵ (p = 1,2, . . /,т),вводитсянеко- 

торая система функций ап(т) (n = 0, 1, 2, . . . , m). Дифференцируя (32) n раз по 
т, умножая затем на ап (т) и суммируя результат по n от 0 до zn, найдем

m dn m dn
(47) S an&—LQU = a S а„(т)—в[и,т] +

n = o dT n = Q dT*

m dn d2
+ ішпац S д„(т)—Я?, b0=— +k2.

n = o dT* dr2

Функции ал(т) следует выбрагь так, чтобы каждая сумма оставалась конечной 
при co ^ сорез. Для этого используем полученное при помощи леммы Лоренца 
равенство

m dn
(48) S ая(т) —Я? = - / ~^ldv.

n = o dT* уѵ о
Здесь ^ — электрический вектор поля, не имеющего источников внутри резонато

ра и определяемого там краевыми условиями

m dn _>
(48a) 1т = 0 нал,, 1Т= S ап(т)—-b(R)7(q) на$0,

n = o dr

Tj& R — расстояние между точками наблюдения q и ?0(т0) на щели; 7(g) — орт, 

направленный поперек щели.
Очевидно, можно считать, что это поле создается сторонней ЭДС, равной
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Ec* = -&т на s0. Поле будет конечным при резонансе только при условии равен
ства нулю работы сторонней ЭДС над полями Zp, h ѵ, т.е. при

J[£CT^]<fc = 0, v=l,2,...,m,

*0
что эквивалентно при учете (48a) соотношениям 

m dn

(49) S ап{т) ~ hf=^o(T)ht.
n = 1 ат

(49)

Из этой системы уравнений найдем значения ал(т), при которых U, а вследствие 

(48),иотдельныесуммыв(47)остаются конечными при co ^ сорез. Так как 
число неизвестных в системе (49) на единицу превышает число уравнений, то одно 
из них можно выбрать произвольно, например,

d*
a^(r) = det ^j- h%

di*
d*

— определитель ти-го порядка с общим членом ------ h*. При этом
dT^

а„(т) = -Д„, n = 1,2,. . .,w,

— тот же определитель, в котором и-й столбец заменен столбцом с общим членом
hvr (v = 1,2,... ,m).

Полагая, что функции ал(т) выбраны в соответствии со сказанным выше, пере
пишем уравнение (47) в виде

(50)

Здесь

i
U = 0 при т = 0 и т = 1.

Ф(т) = /тгсод S /2^fr) — Я?,

Q[U] ~ линейный относительно U оператор, равный первой сумме правой 
части (47).

Уравнение (50) справедливо и в интервале частот, содежащем сорез, и его уже 

можно решать методом разложения по малому параметру а. Так, при m = 1 в ну
левом приближении для 1Ф пХ/2 (n « 1,2,. ..) получим

UQ = - —;------- fh^(x)sink(l-x)dx + — f h^(x)sink(r-x)dx,

(51)

A=f Гсте^[/ —й^т]’1,
к„ о А

U^/A отЛнезависит.
При 1 = лХ/2 (резонансная щель)

L^o=7Hsin^T, M- f 7CT?1dK[/ft1sin^rdT] х.

^o о

В обоих случаях, т.е. при любых длинах 1 и co = сорез, имеем U = UQ + O(a), где 
UQ =67(1), в отличие от случая со ¥= сорез, когда при l^nX/2 имеем U = O(a).
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В работе [20] приведены распределения напряжения вдоль щели, прорезанной 
вдоль части параллели в настроенном цилиндрическом резонаторе. В дальнейшем 
эту задачу рассматривали другими методами. В работе [27] уравнение (32) видо

изменено путем выделения в G [ • ] резонансного члена, после этого к уравне
нию (32) можно непосредственно применить метод возмущений и на частотах, 
близких к резонансу. При этом уже из уравнения первого приближения опреде
ляются волновые числа резонатора со щелью. В то же время исследование решения 
интегродифференциального уравнения узкой щели в стенке резонатора, прове- 

sin kl 
денное в [33], показало, что в нем допустимы предельные переходы x = --------- ^ 0

а
и Д = 1 - k/kQ ^ 0, kQ — резонансное волновое число резонатора (’’щелевой” и 
’’объемные” резонансы) или и x ^ 0» Д ^ 0 одновременно. Естественно, что рас
пределения напряжения вдоль щели при этом отличаются от обычного синусо
идального.

Ж. Мощность и сопротивление излучения 
дифракционно-щелевых антенн

Мощность излучения W^ дифракционно-щелевой антенны в виде произвольного 
отверстия $0 в замкнутой металлической поверхности, возбуждаемой изнутри 
линейнымпроводникомЕ стоком/, равна [19]

(52) Wz = 0,5 Re J $Й* ] ds = -0,5 RefEJ dl,

^0 L

E, Й — поле антенны. _^
Пусть потери в среде внутри антенны отсутствуютиЕ0, Я° — поле, возбуждае

мое тем же токому при металлизации отверстия s0. Применяя сопряженную лем
му [19] кполямЁ^и^°,Я°,найдем

(53) /{№*]+[£o*#H ds= -!\lf+l*'J\dl

^o X

или, поскольку E^ = 0 на s0 >

(54) -/ZVW = f f0 *Jd7 + f [ЙЙ*] ds.
L L s0

Таким образом,

(55) WE =0,5Re /JE^*d7+0,5Re/t^*j7s = 0,5Re/ [7#°*]Ж,

L s0 5о

так как Re J Л?° * dt = 0, посколькуТ4*, Я° соответствует замкнутому резонатору 

L
и при отсутствии потерь не развивает ваттную вещественную мощность.

Сопротивление излучения антенны, отнесенное к току /0 в клеммном сечении 

провода L (оно же — входное сопротивление антенны), Z^ = — --y ^ fJ*&dt 

согласно той же сопряженной лемме равно

(56) Z£ = ^^- fJE^*dl + ^^ / [1°#О,]Л-
2|/0|2 l 2l/ofZ
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Для узких щелей

i
, Ws = 0,5 Re f U(f) H* * (r)dr,

(57)

гЕ-^/^’Л+2ТЬ^(Т)Я?’даГ'
Таким образом, при расчете Ws и Z2 вместо истинного поля следует исполь

зовать более просто вычисляемое поле 5°, возбуждаемое тем же первичным 

источником, но при металлизации отверстия s0. Кроме того, поскольку найденные 
выражения для Wz и ZE — линейные функционалы E или U на $0 и H в них не фи
гурирует, это позволяет применить для расчета W% и ZE метод стационарных 
функционалов, при которьос можно использовать приближенные выражения для 
E и U на $0.

(58) (£^ =

2. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА НАВЕДЕННЫХ МДС
К РАСЧЕТУ ВОЛНОВОДНО-ЩЕЛЕВЬК АНТЕНН

Изложенные выше общие методы в принципе дают возможность провести 
расчет любых щелевых систем с достаточно высокой точностью. Однако во многих 
практически важных случаях достаточно ограничиться приближенным расчетом, 
используя одночленное приближение обобщенного метода наведенных МДС 
[24, 42]. При этом оказывается возможным получение в замкнутом виде простых 
расчетных формул для основных параметров щелевой антенны, в то время как 
при использовании более точных методов можно найти только численные резуль
таты. Однако одночленное приближение применимо лишь в тех случаях, когда 
распределение напряжения на щели слабо зависит от вида возбуждающего поля и 
может быть задано заранее. В этом случае требуется найти только его амплитуду. 
В частности, этот случай соответствует резонансным или слаборассгроенным ще
лям всех видов, а также поперечным симметрично возбуждаемымнерезонансным 
щелям. При этих расчетах необходимо использовать выражения для поля CC Й), 

возбуждаемого в волноводе щелевыми излучателями. В случае волновода с произ
вольными нагрузками по концам, возбуждаемого одиночной щелью (см. [38]),

2ЛД{(£^,^)+ЯМ(£ІМ,#_М)І, z>z2,

м
S5gl(^_g,^_g) + ^_g(^^,^t)l, z<Czf,

м

(59)
л - сѵ +^-мс-м
Л a f

* l-R^R_n
— —— VF^^, 

Т’імІ
с±ц

Г|Ді = f 1[£Х_Д] - [^Лд]і £&

51
Здесь Zj < z < гг — область расположения щели; д — тип парциальной волны в 
волноводе; знаки ”±” указывают направление ее распространения (”+” — в сторо

ну z > 0, ”-” — в обратную сторону; Rt^ — коэффициенты отражения от пра
вой (+) и левой (—) оконечных нагрузок волновода.
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А. Щель в бесконечном одномодовом волноводе

В этом случае щель характеризуется своей матрицей рассеяния S в волново- 
де [24]: 

Гц, Г12
Г21, г22(60) S =

где Гі! и Г2 2 — коэффициенты отражения; Г\ 2 и Г21 — коэффиценты прохожде
ния при возбуждении со сторон z < 0 и z > 0, соответственно, причем поскольку 

R*p =0, A = c+, B = c_,
(61) Tn=c_, Г12 = 1+с+, Г22=с4, Г2і=1+с1,

с± вычисляются при возбуждении щели со стороны z > 0, а с± — со стороны z < 0 
(в этих формулах и ниже индекс типа волны опущен).

При помощи леммы Лоренца доказывается равенство Г\ 2 = Г2:, так что c+ = c'_. 
При симметричном распределении напряжения вдоль щели c_ = c+, откуда 
Гц = Г22. Оставшиеся коэффициенты c_ ис+ с учетом соотношений F~ = F** 
(для распространяющихся волн), V = F*/Y (из (17) при N = 1), £ = |F*|2/T 
(g1 — внутренняя активная проводимость щели), могут быть представлены в ви-

де

(62)
? 

е+ У'
с = ^ 
С~ У exp(2za),

откуда

(63)
1

Гі2 “ Гт->
1 +к

Гц=-
Kexp(2/a)

1 +к

K=2^5 7^-exp(/a),

Г 1 +к

где к = #7(У - /) — параметр щели, a = argF* (в случае продольной и поперечной 

резонансных щелей a = 0 и я/2 соответственно), Р0 = 0,25 T — мощность, переноси
мая первичной волной через сечение волновода.

Относительная излучаемая мощность (коэффициент излучения) при этом равна 
2Rex

P£ = 1 — I Г! 2 I — I Г\ t I =---------------- . В случае резонансных щелей реактивная
Н +кІ

проводимость b = 0 и при ^ = g* параметр к = 1 и, следовательно, Г! 2 = | Г\ 11 = 

= 0,25, мощностьРЕ = 0,5 максимальна.
Внешнюю проводимость во многих случаях можно вычислять, как и для щели в 

плоском экране. При этом в соответствии с принципом двойственности

(64) ye = 2ZBH6/Zo, 

где ZBH6 — сопротивление излучения ленточного вибратора, дополняющего экран 

до сплошного, Z0 = ѴдоАо, е0, До ~ параметры внешней среды.
Рассматривая систему, состоящую из продольной и поперечной щелей с общим 

центром, найдем, что, поскольку они между собой не взаимодействуют, каждая 
из них может быть рассчитана по формулам (63) независимо; и если щели резо

нансные, то суммарные параметры

К2 - Кі _ 1 - KjK2
(65) Гц (1+K1)(i+Kj)’ Г,г (l+Kj)(l+K,) 

и при Ki = к2 имеем Гх i = 0, а если, кроме того, кг = к2 = 1,то и Г) 2 = 0, aP2 = 1.
Если амплитуды падающей и отраженной волн на входе отрезка волновода со 

щелью суть а, и bt, а на его выходе — а и b (причем волны с а, ах распространяют- 
Z? J Q1

ся в направлении z > 0, волны с b, Ьх — обратном), то очевидно, что ( ) = S( ).
a b
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При практических расчетах многощелевых антенн используют ’’проходные” матри
цы M, связывающие амплитуды (аь £>і) и (a,b) (проходная матрица цепочки 
щелей равна произведению проходных матриц отдельных элементов).

Выражая элементы проходной матрицы через rjJt, найдем

1 0
+ к

1 exp(i@-a))

0 1 -exp(i(a-0)) -1
sMtM2M3,(66)

где

exp(-za) 0
M3 =

exp(-i0) 0

0 exp(za) 0 exp(iP)

эквивалентны отрезкам регулярной линии с электрической длиной 0j = —а,

1 1 1 0
02 = -P (3 = ы&Р )»а матрица M2 = E + к

-1 -1
(E =

0 1
— единичная

матрица), соответствует проводимости Уэкв = 2к, шунтирующей эквивалентную 
линию в сечении z = 0. При этом продольные резонансные щели, для которых 
a = 0 = 0, Mi = M3 = E, M = М2, эквивалентны шунтирующим линию сопротивле
ниям Z = Кэкв; в случае резонансных поперечных щелей a = —0 = я/2, т.е. 02 = 
= A/4, Ѳі =—Л/4 (Л—длинаволны в волноводе), проводимость Уэкв через 
длину A/4 пересчитывается в последовательно включенное сопротивление Z = 
= ^экв = 2к, а суммарная длина двух дополнительных отрезков Qx + 02 оказы
вается равной нулю. Представление типа (66) сохраняет свой вид для волн любых 

типов, в том числе и нераспространяющихся (в этом случае# и Tчисто мнимые); 
это дает возможность записать такую проходную матрицу с учетом волн высших 
типов, а также для щели в многомодовом волноводе [24].

Б. Щели в полубесконечном волноводе

Пусть полубесконечный волновод расположен вдоль положительной полуоси 

z > 0 с торцом в сечении z = 0. Тогда при распространении в волноводе в направле
нии z < 0 первичной волны 2T_, Й_ поле, возбуждающее щель (прорезанную в об

ласти Zj < z < z2 с центром в сечении z = гщ), будем суперпозицией падающей и 
отраженной от торца волн вида [(іГ_, Й_) — (Е+, Я+)] (так как R_ = 1,Я+ = 0), 

а поле, возбуждаемое щелью в области z > z2 волнодода, будет равно [24]

(67) (E, Я)щ = Л(Я, Я+), A = с+ - c_ = - ^ (F" - F+) =

|F'-F*|2 _ 2? _ 2к_ 
TY ~ Y " 1 + к ’

Г-Е+ (F"-F+)* . ?
так как V = ------------- = — --------------- , a sr, Y. к = ----------- соответствуют полу-

Y Y Y-gt
бесконечному волноводу. Отнесенные к торцу z = 0 величины при этом равны

к - 1 1 + Гі ,
(68) Г11=-1+Л =---------, 4х=~^—=к-

к + 1 1 - Гц

Нетрудно показать, что

(69) £ = 2#i sin2 (7Zuj - a), b* = bL + Дд*, &bl = -#t sin2(yZnj - а),

где #І>, Z>« соответствуют бесконечному волноводу, у — постоянная распростране
ния первичной волны. Условия полного согласования щели с волноводом при 
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bl = 0 в случае bL = 0 приводят к соотношениям^ = 2gL = g*, а также гщ = я/2у = 

= Л/4 для продольной и гщ = (я + 2a)/2y = № - для поперечной щелей (отме
тим, что, подбирая гщ, можно настроить нерезонансную щель так, чтобы Д£* = 

= -bL, b' =О;однако условие g1 = ge при этом может быть не выполнено). В то же 

время при гщ = Л/2 для продольной щели и гщ = Л/4 для поперечной к = 0, 
|Гп|=1,т.е. щель не излучает (оказывается короткозамкнутой). Приведенные 
соотношения сохраняются и в случае торцевых щелей, когда гщ = 0.

В. Щель в поперечной перегородке 
внутри бесконечного волновода

„ i Ъ '1 к - 1 b b "1
В этом случае g = g = g, к = [ 1 + z'- ] , Г\ i = ----------- = -i — [2 + i — ] ,

g к +1 g g
2к b "1

Tj 2 = A = ---------= [1 + i—] . Отнесенная к плоскости перегородки входная про-
1 + к 2g

водимость системы из перегородки со щелью и находящимся за ним волноводом
1 - rt! 1 b

равна Увх =----------------  = — = 1 + i —, что соответствует волноводу, шунтированно-
1+Гіі * g

b
му проводимостью Увх = i —.Отсюда следует, что резонансная щель (b = 0) 

g
полностью пропускает падающую мощность [24].

3. ВОЛНОВОДНЫЕ МНОГОЩЕЛЕВЫЕ АНТЕННЫ

X. Прямой расчет типовых линейных многощелевых антенн

Одночленное приближение метода наведенных МДС применимо и к расчету 
волноводных многощелевых антенн [24,42,43]. Для этого используют уравнения 
(17), задавая распределенияе„ (формула (16)) равными нулю на всех щелях, 

кроме и-й. В этом случае Ymm представляют собой собственные проводимости 
отдельных щелей, a Ymn, n Ф m — взаимные проводимости щелей с номерами 
m и n Такие уравнения аналогичны соответствующим уравнениям, получаемым 
при использовании обычного метода наведенных ЭДС и применяемым для расчета 
многовибраторных антенн (см., например, [22]). Однако в случае многощелевых 
антенн возможен более точный расчет, чем в случае многовибраторных антенн, 
вследствие более простой конфигурации фидерного тракта, представляющего 
собой один общий питающий волновод с линейной решеткой щелевых излучате
лей. Изложим такой расчет для этого частного случая, который выполняется мето
дом последовательных приближений, когда в первом приближении учитывается 
лишь основная распространяющаяся волна; а если расстояния между излучате
лями отличаются от резонансных, кратных полуволне в волноводе, то в первом 
приближении пренебрегается и отражениями от щелей волны основного типа, 
поскольку они в значительной степени взаимокомпенсируются. В соответствии 
со сказанным, уравнения (17) запишем в виде

(70)
м
* v^l*vS^-W. ™-1.2............ Ж

п» 1 ,
n #= m

где

(71a)
W-r.- '/ r<»-'>(r;,+ z,S).

п^т №>1
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или

(716)

Первый случай соответствует так называемым ’’резонансным” антеннам, когда 

расстояние между излучателями кратно полуволне в волноводе, при этом M = N\ 
второй — антенне с режимом бегущей волны в волноводе (обоснование этого ре
жима дано ниже), при этом M = m - 1. В формулах (71) y^n - парциальные 

внутренние взаимные проводимости, обусловленные парциальной волной с индек
сом ”д”; индекс ”р” означает номер итерации; при v = 1 V^ =0 и Ф^Р =Fw = 

= fm (f ~ парциальные МДС).
Как нетрудно показать,

(72) Утп = ^4Jm*nV ех₽ HT1 I zm ~ *n I ],

2
Для этого, например, в случае прямоугольного волновода на широкой стенке щели проре

заются по разные стороны от средней линии.

причем в резонансной антенне exp(-z*7, \zm - zn | ] =±1.
Решение уравнений (70) при v = 1 легко найти, используя формулы Крамера 

и вычисляя детерминант системы и его алгебраические дополнения. В случае резо
нансной антенны с однотипными щелями, расположенными через Л/2 так, чтобы 
между соседними щелями был дополнительный сдвиг фазы л через одну щель2 
(что обеспечивает синфазность возбуждения), найдем

кт exp(ia)

+1
(73)

N

rJp= s
m = 1

5

N

s KnЛ = 1

c(-1}= - cm

N
s Km

m=l
--------------------  exp(2za),

N
1+ S Km 

л» 1

г<р =1+ S с<р = [1+ s *m] ■
m = 1 m « 1

Как видно, эти формулы отличаются от записанных выше для одиночной щели 

N
в бесконечном волноводе заменой к на S кт. Поэтому условие оптимального 

m=l
N

согласования S кт = 1 также соответствует излучению лишь 0,5 падающей 
m= 1

мощности. Очевидно, что в случае волновода с поршнем получим (см. форму- 
лу (68)):

N N -1 N
(74) ГН> = [ S кт-1][ SKm + l] , ZBX= SKm,

m = 1 m = 1 m = 1
N

и условию идеального согласования также соответствует S кт = 1, но парамет- 
m=l
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ры кт вычисляются как для полубесконечного волновода. При режиме бегущей 
волны в тракте, используя тот же метод, найдем

Ді) 
Jm 

Um ~ ѵ
Ітт

V = _^_________

т П(1+КМ)’ 
п < m

(75)

(76)

(77)

VVW> фо%(і)
Ф1 ^2 1

(78)

Tj& um - амплитуда напряжения на m-й шели при отсутствии остальных. При этом 
использовано соотношение /^b^2 = &nh fm- Определим далее коэффициент 

прохождения в оконечную нагрузку

Г<‘>»1 + s с<*> = [ п (l+Kn)r1

ехр(№ - a))
-exp(i(a-0)) -1

n = 1 n=1

и коэффициент отражения на входе антенны

N N

Г1(11)= 2 сп1) = - 2 *1«ф(Я(аи-7*щи))[ П(1+кт)]_1.
и« 1 n= 1 m <n

Коэффициент rJp вычислен приближенно, поскольку при расчете К^отражения 

от щелей не учитываются.
В антенне этого типа принципиально имеем Г12 # 0; наличие отражений от 

оконечной нагрузки (Я+ ¥= 0) эквивалентно возбуждению антенны с конца волной 
с амплитудой Я + Гі2. Уравнения (70), (716) могут быть легко разрешены и без 
применения правила Крамера. При этом

, ч ф(р) ф(р) Г<ИѴ(1) Ф(р)yW = Ф1 yW = Фд _ И1 У2і = Ф*
1 Yu’ 2 Y22 У22 У22 У„У22

Выражения (78) удобно использовать для последующихитераций (р> 1).Приме- 

нение проходных матриц дает возможность рассчитывать различные характеристи
ки щелевой антенны, в частности коэффициент отражения на входе антенны, при 
любых расстояниях между щелями. Для простейшего случая идентичных излуча
телей и равных расстояний между центрами соседних щелей обратная проходная 
матрица

(79) Mr = QM ... QM « Q" + K((Qu)^-1 + .. . + Q*~ ‘(Qu)],

где Q - проходная матрица отрезка d волновода (между щелями) 3.
Вычисляя приближенно коэффициенты матрицы М2, найдем коэффициент отра

жения:

И Т.д.

(80)
sin(27rA0)

Гц(0) = Гмаксехр(-г 2n(N- 1)0)-- - ~, 
7Vsm27T0

^ Mexp(z8)
Г*макс = ~ . , кт >

1 + Nx

где0=<//Л, 5=а — ДГмакс — коэффициентотражения, соответствующий резо
нансному расстоянию 0 = 0,5.

Функция Гц = /(0) имеет главные максимумы при 0 = 0,5p ф = 1, 2, . ..), 
т.е. d/A = p/2 (при резонансных расстояниях), нули при d/Л = p^l2N ф0 = 1» • • • 

-. •, 7V/2) и побочные лепестки с уровнями ( —-— тг ) , где n — номер лепестка.

1
3 Матрица u = (см. формулу (66) ) .
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Первым нулям соответствует d/Л = p(l ± l/TV)/2, т.е. изменение резонансного рас

стояния Л/2 всего на l/N. Таким образом, переход от резонансного режима к 
режиму бегущей волны осуществляется уже при малом изменении частоты. Мини
мальному среднему уровню боковых лепестков соответствует d/A = 0,25. При 
более точных расчетах график коэффициента отражения, по-видимому, будет 
соответствовать огибающей графика Гі i(0) из формулы (80), т.е. rMeKC/7Vsin27r0, 
0¥=О,5.

Б. Обратный расчет линейной многощелевой антенны

На практике, помимо прямых, необходимо решать и обратные задачи, т.е. 
находить геометрию антенны, обеспечивающую реализацию заданных характе
ристик. В случае щелевых антенн обратный расчет заключается (см. [24]) в на
хождении величин к, g^ и расположения излучателей по заданному распределе

нию напряжения на щелях (связь диаграммы направленности и распределений 
в апертуре антенны достаточно хорошо изучена). Такой расчет в первом прибли

жении легко выполним. Так, в случае резонансной антенны

yO) f (j)(81) — = У*!!. ^L и
V^ ^ tt> *> g(l) = 

&nn

W

y(D

2
ИР

(второе соотношение при bnn = &n).
В случае антенны бегущей волны

yO) и
(82) Fn=w—(1 + KnW

*л+i Wn+1

/кп+\ ,n+1 Kn

Snn к»+1
(1+к„+1)Х

X exp(Z(an -ал+і + yd)),
откуда в случае настроенных щелей

(83)
y(O кл+1 2 K»+1

кп “ y(D 
r n (1 +*n+l)2

n=A-l,...,l.

Аналогичные расчетные формулы можно получить и в случае нерезонансных 
щелей.

В. Дисперсионные уравнения для многощелевого волновода

Дисперсионные уравнения для расчета постоянной распространения h = j3 - іа 
волны в многощелевом волноводе с одинаковыми и единообразно прорезанными 
щелями можно найти, применяя достаточно строгий общий метод, наложенный 
в [59, 60]. В первом приближении в случае одномодового волновода упрощенное 
дисперсионное уравнение имеет вид [24]

y_/1) 1
(84) sinT^dlcosfcd-cos?^1^]-1= —ттт—=—.

ig^1' ік

Отделяя в (84) вещественную и мнимую части, получим

f£
cos0tfchad = cos7^d+ j^psin7^1^,

sin0dshad= ^_sin7^d, 

^ 1 + e2

где£=6//, f=g*/g*.

(85)
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При ad < 1 (что, в частности, возможно при f < 1) имеем chad ~ 1 и 

cos0d^cos7^d+ —^ siny(1^,

(86) , • d)J +

f smyu'd 
ad ~------- ------------------ .

1+J2 sin0d

В случае резонансных щелей J = 0 и

(87) cos0cf = cos7^1^, P = 7^\ &d = t, a = %/d.

Последнее соотношение используется при упрощенном так называемом ’’энерге
тическом” методе расчета многощелевых антенн, когда волновод со щелями 
аппроксимируется волноводом с распределенными потерями, соответствующи
ми постоянной затухания.
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ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОЧНОСТЬ ИМПЕДАНСНЬК РЕБРИСТЬК 
И ШТЫРЬКОВЬК СТРУКТУР

Дан метод расчета электрической прочности ребристых и штырьковых импе
дансных структур, вдоль которых распространяются поверхностные волны. Рас
смотрены волноводные и плоские системы с крышками. Метод расчета проверен 
экспериментально. Показано хорошее совпадение экспериментальных результа
тов с расчетными.

В антенной технике применяются как ребристые, так и ’’штырьковые” струк
туры. Штырьковая структура представляет собой металлическую плоскость, на ко
торой установлены штырьки. Сверху над штырьками может быть расположена 
вторая металлическая плоскость, параллельная первой (рис. 1). Такая система, 
так же как и ребристая структура, может быть использована для замедления 
электромагнитных волн. В отличие от ребристой структуры, которая анизотропна 
(замедление в ней зависит от направления распространения), штырьковая струк
тура практически достаточно изотропна. Меняя шаг либо высоту штырьков, 
можно изменять замедление по требуемому закону.

Изотропия и сравнительная простота получения переменного замедления в 
штырьковых структурах позволяют широко использовать их при построении 
линзовых антенн.

Одним из важных параметров как ребристых, так и штырьковых структур 
является мощность, которую они могут пропустить, поэтому целесообразно 
рассмотреть вопрос об их электрической прочности.

При распространении поверхностной волны основного типа над бесконечной 
структурой (какребристой,такиштырьковой) скрышкой1 составляющие поля 
приближенно выражаются следующими формулами (основные размеры и ориента
ция координат указаны на рис. 1 и 2) [1]:

1 Плоский волновод co структурой.

(1) Ег=АзКа^-Ь)еі(шг~^\

(2) Еу=—АсЬа&-Ь)еі(-ші~&г\
a

(3) Hx = — A ch a^ - Ь)еі(ш *'^,
a.

(4) fl2 = k2 + a2, k = 2л/Х,

a a определяется из соотношения

k D-d
(5) ctgfcft = - -------------ctha6,

a D
D— расстояние мижду штырьками.

Для волновода со структурой формулы для составляющих поля имеют вид

(6) E’z =^'sha'Q> - &)cos-------  ef(wr-0z),
a

(7) E' = ~- i4cha'0' - Z))cos —ei(u>t-& *),
a a
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dfev 'i' w^ i <~!
Рис. 1. Штырьковая структура; a: 
в прямоугольном волноводе; б: в па
раллельных пластинах

Рис. 2. Ребристая структура; а: в пря
моугольном волноводе; б: в парал
лельных пластинах

(8) H'z = - ——— yfchaV - &)sin — e1^* '$ z\
ьціаа a

(9) H'y = ---------A'chaXy-^)c°s —ei(ut-0z)>
i ыра a

(10) H'x=- ----------yfchaXx-^)cos—е1^*~^\
icyja a

где

(11) a'2 = 0'2 - к2, к2 = k2 - (л/a)2,

а a определяется из выражения

к D-d
(12) ctgKfc = - ----------- ctha6.

a D

Определим мощность, переносимую поверхностной волной. МощностьР на еди
ницу ширины бесконечной структуры можно определить по формуле

1 ъ
(13) P= - Re f EyHxdy [Вт/м],

2 о
где Нх — величина, комплексно-сопряженная сНх.

Для волновода со структурой мощность равна

j b +a/2
(14) P' = - Re f f EyH*dxdy [Вт].

2 о -a/2
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Подставляя в (13) и (14) составляющие полей из (l)-(10) и интегрируя, 

получим

1 0Ы€ о
(15) P=- —— ^2(shaZ>cha6+aZ>)

4 а3

для плоского волновода со структурой.

(16) P'=- —^— 4'2fl(sha'Z>cha'd+a'Z>)
8 a 3 сод

для прямоугольного волновода со структурой.
Разрешая (15) и (16) относительноЛ иЛ'иподставляявформулы (l)-(10), 

можно связать составляющие поля с мощностью поверхностной волны.
Из формул для составляющих поля видно, что, во-первых, составляющая Еу 

значительно больше Ez и, во-вторых, обе компоненты сдвинуты по фазе на тт/2. 
Поэтому при расчете пробивной напряженности необходимо учитывать только 
у-составляющую электрического вектора.

Учитывая (15) и (16),выпишемЕу:
1) для плоского волновода

/ ва І
(17) Ey =iyj4rPW------------------------------------ chaO» - b)ei{ut~M,

к shaZ>chah + aZ>

2) для прямоугольного волновода

(18) E'y=iJw'W- k --- * ^ cha'0' - b)e*"'-^,

ка shabchab+ab

где W = ^p/e.
Для дальнейшего нам необходимо определить среднее значение Еу по верти

кали. Так как поле с ростом у убывает по экспоненте, то при стремлении b -+ 00 
имеем Еуср ^ 0. Поле поверхностной волны в основном сосредоточено у импе
дансной поверхности и при достаточно больших значениях b практически не будет 

зависеть от дальнейшего роста b. Учитывая это, определим £уСр ПРИ помощи 
следующей формулы:-

1 '
(19) £уСр “ . f Eydy,

< 0
где

(20)
при 

при

cha& < e, 

chab > e.

Здесь Ьл - расстояние от плоскости у = 0 по вертикали, на котором поле убывает 
агс ch(chab/e)

в e раз, Ьд = b - -------------------------- . Если chaZ) < e, то в системе не будет такой
а

плоскости, на которой поле в e раз меньше, чем при.у = 0. Величина£уср, опреде
ленная формулой (19), сохраняет конечное значение при любых b, в том числе 
и при b ^ °°, и представляет собой среднее значение по области, в которой, по су
ществу, сосредоточена почти вся мощность, переносимая полем.

После этих замечаний определим Fycp и ^ycp, подставляя в (19) выражения

(17) и (18) иинтегрируя:

/ 0 [sha6 - sha(b - О]2
(21) Fycp = Ѵ4РИ/ ------ г2----------------------------- —

kal2 shabchab+ab
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Рис. 3. Металлический штырь между 
двумя бесконечными металлическими 
плоскостями

Рис. 4. Отображение штыря в нижней 
плоскости

ЗкОиболентныи 
Сфероид

для плоского волновода,

flka'

ак2Г2

[sha'b - sha'(Z> - Z')]2 

sha'Z>cha'Z> + ab

для прямоугольного волновода со структурой.
Разрешая (21) и (22) относительноРиР', получим выражения для мощности 

поверхностной волны для плоского и прямоугольного волноводов:

(23)
4W

kal(shabchab + ab)
0[shaZ>-sha(d-O]2 ’

(24) P' = ^al1
8W

K2a7'(sha'£cha7> +a'd) 

fc0'[sha'Z> - sha'(d - Г)]2

Формулы (23) и (24) выведены в предположении импедансных усредненных 
граничных условий, которые, как известно, справедливы для достаточно малых 
периодов структуры и не учитывают неоднородность поля, появляющуюся вслед
ствие наличия штырьков или ребер и связанную с резким повышением градиента 
потенциала у вершин последних. Попытаемся учесть это возрастание градиента по
тенциала, вводя в формулы (23) и (24) поправочные коэффициенты, учитываю
щие неравномерность поля над структурой.

Сначала рассмотрим вопрос о распределении поля над штырьковой структурой, 
а затем над ребристой.

Решить задачу о распределении поля над штырьковой структурой в электроди
намической постановке весьма трудно. Мы идеализируем ее, и рассмотрим прежде 
всего задачу о распределении электростатического поля над одним штырьком, 
установленным на бесконечной металлической плоскости. Сверху эту систему бу
дем считать ограниченной второй металлической плоскостью, параллельной первой 
(рис. 3).

Ниже показано, что решение такой задачи может быть сведено к рассмотрению 
уединенного штырька, имеющего в 2 раза большую длину по сравнению с исход
ным (получающегося в результате зеркального отображения в нижней плоскости), 

находящегося в параллельном его оси однородном электростатическом поле 
(рис. 4).
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Рис. 5. Сечение координатных по
верхностей сфероидальной (эл
липтической) системы плоскостью, 
проходящей через ось у

У

Рис. 6. Сечение эквипотенциальных поверх
ностей плоскостью, проходящей через боль
шую ось металлического сфероида

Пусть первичное однородное поле определяется распределением потенциала 

(25) Ко = -EQy,

где £0 — постоянная напряженность однородного электростатического поля. 
Вследствие того, что штырек имеет форму, близкую к вытянутому сфероиду, 
удобно ввести сфероидальную систему координат £, ц, <р.

Эти координаты связаны с цилиндрическими p, Ѳ, у известными соотноше
ниями:

(26a) y = cfr,

(266) р = сѴ($2-1)(1-Я2), 

где 2c - расстояние между фокусами сфероидальной системы координат. На рис. 5 
изображено сечение сфероидальной координатной системы плоскостью, проходя

щей через ось у. В этой системе семейство конфокальных сфероидов выражается 
равенством £ = const, аортогональныхкнимгиперболоидов — равенствомт? = 
= const.

Будем считать, что поверхность металлического штырька (рис. 5) совпадает со 

сфероидом £ = £0. Искомый потенциал V удовлетворяет уравнению Лапласа. Ре
шение последнего в сфероидальной системе координат, имеющее осевую симмет
рию и удовлетворяющее граничным условиям на бесконечности, имеет вид

(27) Г«Л(т?)[ЛЛ(£) + ^1(£)1,

где Pi — полином Лежандра 1-го рода, Qx — функция Лежандра 2-го рода,Л и В - 
постоянные коэффициенты.

Действительно, это решение на бесконечности должно перейти в (25), поэтому 
в него не могут входить функции Лежандра более высоких порядков. Постоян
ные А и В определим из граничных условий на поверхности штырька £ = £0 и на 
бесконечности. Принимая потенциал штырька равным нулю, найдем

(28) V^PMAP^^BQAM} = 0.

Разрешая это уравнение относительно A/B, получим

Qi
(29) A/B = - —
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Для окончательного определения постоянных используем граничное условие на 
бесконечности. При.у ^ 00

(30) V^ -Еоу.

5+1 Гі у
Так как Рх (5) = І Ci(S) = ^$ln---------------- 1, и при у ^ °°, £ ^ — и т? ^ —

€ - 1 с Гі
(гг = ^уг + P1), условие (30) сучетом (27) и (25) перепишемтак:

(31) Л/с=-£0

и

1
(32) В = сЕй ------------------------------- .

Io + 1 1
йкі—----  - —

£о — 1 £о
Выражения (31), (32) позволяютпридатьнайденномурешению (27) следующий 

вид:

(33) Ѵ = Еоу [ 1

ЙІп----- ---  -
__LJ__L

So + 1 1ИІп-------- - —
?0 — 1 £о

5 + 1 
Учитывая известное соотношение У> ln ——- = arcth %, придадим

тельный вид:
1

arcth | — —

(34) Ѵ = Еоу [ 1 - -------------------у- ].

arcth 5o — —
So

(33) оконча-

Легко видеть, что потенциал (34) обращается в нуль на всей плоскости у = 0, 
т.е. она является эквипотенциальной. Остальные эквипотенциальные поверхности 
имеют вид, изображенный на рис. 5. Как видно из рисунка, на достаточном рас
стоянии от штырька эквипотенциальные поверхности приближаются к плоскости, 
параллельной плоскости^ = 0. Очевидно, что если две любые эквипотенциальные 
поверхности, например у = 0 и Lx (рис. 6), заметаллизировать, то картина поля 
при этом не изменится и решение (34) сохранит смысл. Это позволяет утверждать, 
что с помощью (34) можно решить также с достаточной точностью задачу о штырь
ке между параллельными металлическими поверхностями, изображенными на 
рис. 3.

Определим максимальную напряженность поля у вершины штырька в точке 
у = h, p = 0:

ЭГ
(35) £ст = - — I

умвкс ЪУ y = h, 
p = O

Дифференцируя (34) n07 с учетом (26), получим

fCT
у макс

Eo

So(So - l)(arcth Іо - — ) 
50

(36)
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Введем обозначение

(37) ------------------- 5---------------------Г~ = Л1’

So(So - l)(arcthSo - —)
50

тогда

(38) £7мв«с=М?о.

Таким образом, максимальная напряженность поля у вершины штырька в кх 
раз превышает напряженность однородного электростатического поля.

Определим на отрезке между штырьком и крышкой среднюю напряженность 
электростатического поля. Для этого, используя (34), вычислим разность потен
циалов между штырьком и крышкой и поделим ее на расстояние между вершиной 
штырька и крышкой:

1
arcth^! -—

(39) E"f = Е0 ^—[ 1 -- ---------------------- ---- I.

У'~У° au.hJ.-^

£о

Здесь уі = h + b — координата точки M на крышке,у0 = b — координата вершины 
штырька, £j ~У\/с.

Найдем отношение максимальной напряженности поля (36) к средней (39) :

(40)
гст
^y макс

сст
^ycp

_________________У1 ~Уо________________ ■

У1ЫЙ- l)((arcthgo -7-)-(arcth^1 - ^-)]

50 51

Тогда получим

(41) cCT
пу макс = к2Ест 

ycp-

Очевидно,что&2 ^&i при>ч ^°°и^2 ^1 приу! ^yQ.
Таким образом, коэффициент к2 учитывает увеличение напряженности поля 

у вершины штырька по сравнению cF£Tcp, вызванное формой штырька (острием).

Возвращаясь к исходной задаче об электрической прочности импедансной 
штырьковой структуры с крышкой, будем предполагать (и это явится основным 
допущением), что максимальная напряженность поля поверхностной волны у 

вершины штырька также в к2 раз превышает среднее значение поля, определяемое 
формулой (19), т.е.

(42) Ey j^K c = k2 Ey c p.

Это достаточно близкое к действительности предположение, так как увеличение 
напряженности поля у вершины штырька для поверхностной волны является по 
существу электростатическим эффектом.

Полагаем £умакс = ^проб> тогда учитывая (42), получим

(43) EyCp=EnpOQ/k2.

Подставляя в (23) и (24) вместо величины £уср ее значение из (43), имеем

(44) ^проб
r2 
^проб

4W

kal(shabchab + ab) 

0fcl(shab - sha(b - О]2
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для плоского волновода и

= Д^роб , ^g'/'(sha'fechtt'fe + a'Z>)

( ) проб 8ЦІ «' k^kl[sha'b-sha(b~r)]2

для прямоугольного волновода. ЗдесьРйроби^проб— пробивные мощности. 

Введем обозначения

flshaft-sha(b-012 ,2
(46) --------------------------------------= k3

kal(shabchab + ab)

и

(47)
fc20'[sha7> - sha'(£ - Z')]2

K2a7(sha'dcha'h +ab)

Учитывая (46) и (47), выпишем окончательные формулы для пробивных 
мощностей:

(«) f...-^^*l

и

(49) ^..q^.,.^M,

где&2, к3, к'3 вычисляютсяпо формулам (40), (46) и (47) соответственно.
Для определения пропускаемых (рабочих) мощностей штырьковых струк

тур результаты, полученные из формул (48) и (49), необходимо поделить на 
коэффициент запаса, который обычно полагаем равным 2.

Рассчитаем электрическую прочность ребристой структуры по методике, анало
гичной использованной при расчете мощности, пропускаемой штырьковой струк
турой.

Формулы (23) и (24) справедливы как для ребристой, так и для штырьковой 

структуры. Затем мы их уточнили, вводя коэффициент к2, учитывающий неравно
мерность поля над штырьком. Введем аналогичный коэффициент для ребристой 
структуры. Для его нахождения необходимо рассмотреть задачу о распределении 
поля над ребром, установленным на бесконечной металлической плоскости. 
Как и при рассмотрении задачи о штырьке, будем полагать, что первичное одно
родное электростатическое поле определяется распределением потенциала, выра
жаемым (25). Для решения задачи удобно ввести эллиптическую систему 
координат f, ??, X с осью x, параллельной ребру. Эти координаты связаны с декар
товыми известными соотношениями:

(50) x = x У = c^n, z = cV(S2 - 1)(1 - П2),

где 2c — расстояние между фокусами. Будем полагать, что поверхность ребра сов
падает с эллиптическим цилиндром $ = $0 (рис. 5).

Можно показать, что искомый потенциал, удовлетворяющий граничным усло
виям на бесконечности и не зависящей от координаты x, имеет вид

(51) 7=ЛтЯ$ + ѴРѴГ + B ТГ==] -
5 + Ѵ? - 1

Определив постоянные А и В из граничных условий на поверхности цилиндра и
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на бесконечности, окончательно получим

1
(52)

где h - большая полуось и g — малая полуось эллипса % = $0.
Максимальная напряженность поля имеет место при $ = £0 и 'П = 1 •

дУ f=J..
л« 1

Дифференцируя (52) сучетом (50) иподставляя $ = $0 и т? = 1, получим 

(53) ^Тмакс=(1 + -)^0.
g

Введем обозначение 

(54) l+fc/g = fc4,

тогда

Таким образом, максимальная напряженность поля у вершины эллиптического 
цилиндра в к4 раз превышает напряженность однородного электростатического 
поля.

Определим на отрезке от вершины ребра до крышки среднюю напряженность 
поля. Нетрудно убедиться в том, что она равна

где Уі = h + b - координата точкиА/верхней крышки,у0 = Л - координата верши
ны ребра, ^ = yJc.

Из формул (56) и (53) определим, во сколько раз максимальная напряжен
ность поля больше средней:

(57)
£ст ^y макс 2b0'i -^o)(l + h/g)

Й+Р 2 1!-(—)’

С $і +ViF7!
Введем обозначение

оч 2bO'i-J'o)(l+^/g)
(58)

тогда

(59)

Очевидно, что к$ ^>к4 при y^ ^°° и ks ^ 1 при y^ ^70-
Коэффициент к$ - искомый поправочный коэффициент, учитывающий неравно

мерность поля над ребром.
Учитывая рассуждения, которые проводили при введении коэффициента к2 

для штырьковой структуры, по аналогии можно записать для ребристой структу
ры, что

(60) FyCp = ^проб/^5-
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Подставляя в формулы (23) и (24) вместо величиньиЕ^ср ее значение из (60), 
выпишем расчетные формулы для пробивных мощностейРпроб иР„роб ДЛЯ плос
кого и прямоугольного волноводов соответственно:

(61)
p _ ^"po6 ,

про6 4W ' щгІВт/м]

и

(62)
p2 

pf _ ^Проб
проб= 8W a/'FF [Вт]>

^5^ 3

где /, к3, к'3, к5 определяются формулами (20), (46), (47), (60).
Формулы (48), (49) и (61), (62) являются расчетными при определении про

бивных мощностей как штырьковых, так и ребристых структур. Однако эти фор
мулы неудобны для расчетов электрической прочности открытых структур 
(b ^ °°). Для облегчения расчетов выпишем формулы для открытых структур 
(b ^ °°), которые нетрудно получить из основных выражений (48), (49) и (61),
(62):

(63) Рпроб.^,^1ВтМ

для открытой штырьковой структуры и

(64) ^о,^ |̂Ві1

для волновода со штырьковой структурой, у которого верхняя стенка отнесена 
на бесконечность. Здесь кх определяется выражением (37),

(65)
g(l - l/e)2

к
1 = l/a, Г = l/a',

(66)

Постоянные fi, а, 0', а определяются из следующих выражений:

(67) 02 = a2 + к2,
D-d

ctg(M)= ^-
k_

а

(68) № =а'2+к2, K2=fc2-(-) ,
а

D-d к 
ctg Kh = —— -

D а

При расчетах электрической прочности открытых ребристых структур (b ^ °°) 
в (63) и (64) коэффициент^! необходимо поменятьна£4.

Из выполненных выкладок видно, что часть расчетов была проведена в электро
статическом приближении. Экспериментальные исследования показали достаточ
ную точность изложенного метода для инженерных расчетов.

Применим выведенные формулы для расчета электрической прочности струк

тур.
Штырьки, применяемые для структур, имеют форму круглых цилиндров, 

оканчивающихся полусферами, радиусы r которых совпадают с радиусами ци

линдров.
В расчетных формулах у нас фигурирует сфероид £ = £0 • Поэтому необходимо 

заменить штырек таким сфероидом вращения, у которого максимальная плот
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ность заряда у вершины была бы как можно ближе к плотности заряда у вершины 
штырька. Это, по-видимому, возможно, если большую полуось сфероида выбрать 
равной высоте штырька, а также приравнять их радиусы кривизны у вершин. 
Радиус кривизны в вершине сфероида равен

(69) R=g'/h,

где g — малая полуось сфероида: g = ^h2 - с2 . Приравнивая на основании ска

занного R к радиусу штырька r, найдем малую полуось эквивалентного сфероида 
и половину фокусного расстояния:

(70) g = ^hr^ с = hy/1 - h/r.

Напомним, что в (70) h — высота штырька и r — радиус штырька.
Обычно применяемые ребристые структуры имеют ребра в форме прямоуголь

ных пластин. Такая форма ребер невыгодна,так как она уменьшает пропускае
мую мощность вследствие большой напряженности поля, возникающей на острых 
краях ребер. Поэтому верхушки ребер целесообразно скруглять. Радиус r скруг
ления ребра удобно выбирать равным половине его величины d. Для такой формы 
ребра можно считать по аналогии со штырьком параметры эквивалентного эл
липтического цилиндра ($ = £о) равными соответственно 

где h — высота ребра (большая полуось эллипса % = £0), g — малая полуось эл
липса, 2c - расстояние между фокусами эллипса.

С целью проверки выведенных формул рассчитывали некоторые структуры 
и экспериментально исследовали их электрическую прочность в трехсантиметро
вом диапазоне волн.

Во-первых, исследовали электрическую прочность волновода со штырьковой 
структурой. Высота испытуемого волновода m = 10 мм, h = 4,8 мм, r = 1,25 мм, 
D = 5 мм, ширина волновода a = 23 мм. Для этих данных по формулам (40) и 
(47) сучетом (75) рассчитаныкоэффициенты&2 и£3:

*2=3,2, *3*=0,93.

Затем по формуле (49) определяли пробивную мощность для данного волно- 
вода. При расчете пробивную напряженность поля воздуха полагали равной 
^проб = 40 кВ/см, как это обычно рекомендуется для сантиметрового диапазона 
волн [2]. Расчетная пробивная мощность равна 67 кВт.

При экспериментальной проверке волновод возбуждался магнетронным ге
нератором, который работал в импульсном режиме. Установка позволяла плавно 
изменять мощность, подводимую к испытуемому волноводу. Волновод стыковал
ся с магнетроном и с согласующим рупором. Коэффициент бегущей волны в 
системе был не ниже 80%. Испытания на пробой проводили несколько раз во из
бежание случайных ошибок. Пробой регистрировали на слух и визуально. В ре
зультате многократных экспериментальных проверок установлено, что испытуе
мый волновод со штырьковой структурой пробивается при подводимой мощ
ности, равной 65 кВт. Пробои наблюдали между верхней крышкой и штырьками.

Затем проводили исследования на пробой волновода с ребристой структурой. 
Высота волновода m = 10 мм, h = 5 мм, r = 1,25 мм, D = 5 мм, ширина волновода 
a = 23 мм. По формулам (61) и (47) с учетом (76) и (77) подсчитаны коэффи
циенты к5 и к'3:

*5=1,86, *з2=0,94.

По формуле (65) определена пробивная мощность волновода, которая оказа- 
лась равной 200 кВт.

В результате экспериментальных исследований установлено, что волновод с 
ребристой структурой пробивается при мощности, равной 205 кВт.
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Рис. 7. Волновод со штырьковой структурой без верхней 
крышки

Далее проводили исследования на пробой волновода со штырьковой структу
рой, у которого верхняя крышка отсутствовала (b "* °°). Боковые стенки волно
вода были увеличены до 100 мм (рис. 7).

По формулам (37) и (69) определяликоэффициенты^! ик'6:

к. = 5,6, к'? = 0,6.

Затем по формуле (67) рассчитывали пробивную мощность,которая равна 
110 кВт.

При экспериментальной проверке установлено, что этот волновод пробивается 
при мощности, равной 100 кВт.

Таким образом, экспериментальные исследования электрической прочности 
структур хорошо согласуются с результатами теоретического расчета. Это позво

ляет рекомендовать предложенную методику расчета для определения электричес
кой прочности как ребристых, так и штырьковых структур.
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СИНТЕЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ИМПЕДАНСА
НА ЗАМКНУТОЙ ПОВЕРХНОСТИ ПО ЗАДАННОЙ ДИАГРАММЕ 

РАССЕЯНИЯ

Предложен метод формирования заданной диаграммы рассеяния при помощи 
создания на рассеивающем теле соответствующего распределения импеданса. 
Рассмотрен случай, когда заданы одна диаграмма рассеяния и соответствующая 
ей первичная волна; при этом решение обеспечивается диагональной матрицей 
импеданса. Исследован также случай, когда задаются две диаграммы рассеяния 
и две соответствующие им первичные волны, при этом импеданс задается полной 
четырехэлементной матрицей.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим замкнутую, достаточно гладкую поверхность S, на которой выпол
няются импедансные краевые условия типа

(1) Et = Z[nH] на 5.

Здесь £, H - полное поле; n — наружная нормаль к S; Et — тангенциальная ком

понента вектора E\ Z - импеданс-матрица, имеющая в некоторой системе коор- 
динатиь и2 следующий вид:

А

(2)

Элементы Z - скалярные функции точки на S.
Пусть на S падает первичная волнаEQ, Н°. Полное поле при этом равно

(3) Е=Е°+ЕГ, Н = Й*+НГ,

где Ёг, Нг— вторичное поле, рассеянное поверхностью S.
Интересующая нас задача заключается в нахождении эаконов^распределения 

zn и z22 на 5, при которых обеспечивается заданная диаграмма аЕ(Ѳ, <р) рассеян
ного поля. Здесь а - константа, о выборе которой сказано ниже, fi(6, ^) — по

перечная по отношению к r вектор4>ункция, нормированная по модулю макси
мума на ецшшцу^ а г^Ѳ, ^ - сферическая система координат с центром внутри S; 
величины F, а и Е°, HQ предполагаем заданными.

Решение этой задачи разобьем на три этапа.
1. Нахождение распределения вспомогательных источников-токов, обеспечи

вающих реализацию заданной диаграммы.
2. Определение поля этих источников у поверхности S.
3. Расчет по этим значениям поля функций zn и z22 с учетом условия (1).
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2. НАХОЖДЕНИЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ИСТОЧНИКОВ
ПО ЗАДАННОЙ ДИАГРАММЕ РАССЕЯНИЯ

Используем в качестве вспомогательных источников поверхностные электри

ческие токи с плотностью К, распределенные на некоторой замкнутой геометри
ческой поверхности s, расположенной внутри S или совпадающей с последней. 
Эта поверхность должна во всяком случае охватывать область, в которой на

ходятся особенности поля Ег, Нг, аналитически продолженного внутрь S [1].

Поскольку ток К на s должен обеспечить создание диаграммы, тождественной 
диаграмме рассеянного поля, очевидно, что этот ток должен возбуждать поле 
e, Л, совпадающее вне S с Ёг, Нг,

Действительно, если эти поля различны вне S, то вследствие теоремы Реллиха 
приходим к противоречию, так как их разность имеет диаграмму, равную нулю. 
При расчете e, fi предполагаем, что импедансная поверхность S отсутствует.

Для нахождения Ё на s используем методику, разработанную в [2]. Следуя 

ей, зададим нагеометрическойсфере50 с достаточно большим радиусом r = RQ, 
содержащей внутри поверхность S (рисунок), семейство поверхностных электри

ческих токов с плотностью Kn (n = 1, 2,. .. ).
Пусть£", Нп - поле, возбуждаемое током Кп в пустом пространстве. Применяя 

к полям Е1\ Йп и e, h лемму Лоренца, найдем

(4) f KEnds = f Kn~eds.
U) (*о)

Поле e в дальней зоне имеет вид

_ exp(-zfcr) ^
(5) e = ------ ---------- a^(0,^) + O(r2),

kr

поскольку поле e должно иметь диаграмму, равную заданной диаграмме aF 
рассеянного поля. Здесь k - волновое число.

Аналогично можно записать вспомогательные токи на50:

(6)
ехр(іЛЯо)

kR0
in@,y).

Подставляя (5) и (6) в (4) и переходя к пределу, когда радиус RQ сферы S0 
стремится к бесконечности, найдем

lim fKE"ds= ^- fE(0^)Tn(0^)dn 
к0-~ (s) k1 (n)

или

(7) fK$*„ds=^- fF(e,<p)T„(e,^dn, n=i,2,....

(j) k2 («)

вид сбоку

S
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Здесь Фл = lim Е” на s, dQ = sm6dydd, интегрирование в правой части (7) 
Л0 ^oo

проводится по единичной сфере П, ♦ - знак комплексного сопряжения.
В работе [2] доказано, что если семейство {jn} линейно независимо и полно 

в £2(£2), то семейство I Фл j линейно независимо и полно в L2 (s). В рассматривае
мом случае пространства £2(П) и12($) состоят из векторньпс функций, заданных 

на соответствующих поверхностях и касательных к ним, имеющих конечную 
норму. _^

Сказанное выше позволяет определить К на s при помощи (7). Для этого 
следует ортонормировать семейство l Фл }, т.е. перейти к системе функций

(8) ^m= S «„ФП! m = 1,2,...,
п = 1

удовлетворяющих условиям

f фт^п^ = 6т„.

(*)

Определяя при помощи одного из известных методов [2, 3] постоянные ал 
и используя уравнения (7), найдем выражение для искомого тока:

(9) K = S стфт9
m = 1

где
cm= ^ S a-* f ?(Ѳ,ШѲ,№.

к1 n = i (П)

Ряд для К сходится по норме L2(s). Допустимый класс диаграмм F, для кото

рых К G L2(s), определяется неравенством [2]

S I S a„‘ f f7„dni2 <оо. 
m = 1 n - 1 (f2)

Пример выбора ]п приведен в [2]. Можно также, минуя ортонормировку, 

записать £ в виде

(10) K = S СтФт.
m = 1

Тогда коэффициенты Ст можно определить из системы линейных алгебраических 
уравнений,подставляя (10) в (7) :

SCmf$JW=^ fF/ndQ9 n=l,2,....

m = l (s) к£ (П)

При этом агрегат из первых ТѴчленов ряда (10) даст наилучшую аппроксимацию 
£вметрике£2($).

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КАСАТЕЛЬНЫХ СОСТАВЛЯЮЩИХ РАССЕЯННОГО ПОЛЯ 
НА ПОВЕРХНОСТИ S

Составляющие поля Ert9 H rt на 5 (точнее их предельные значения при стремле
нии к 5 снаружи) можно определить с помощью вектора Герца по найденному 
току К* на s, поскольку поле Erf Нг совпадает вне 5 с полем ?, h9 возбуждаемым 

током К в свободном пространстве. Таким образом, вне S

(11) £r = 6?=rotrotn, tf' = ^=zcjerotff,
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где

1^
П =

4л/с^е
fK

(S)

exp(-ikp) 
----------------  ds,

P 

p - расстояние между точками интегрирования и наблюдения.
В тех случаях, когда заданные диаграмма aF(0, ^) и поверхность S таковы, 

что выполняется гипотеза Рэлея, для нахождения Ert, H rt на S нет необходимости 

вводить вспомогательный ток К на s, поскольку рассеянное поле может быть 

определено непосредственно при помощи заданной диаграммы aF.
Эта гипотеза выполняется, если внутри 5 можно построить сферу так, чтобы 

все особеннбсти поля Ег, Нг (аналитически продолженного внутрь 5) находились 
внутри этой сферы.

Для того чтобы реализовать указанную возможность, введем прежде всего 

вектор Герца для поля Ег, Нг. Этот вектор.удовлетворяет всюду вне S одно
родному уравнению Гельмгольца. Поэтому, предполагая выполнение гипотезы 
Рэлея, можно представить его вне 5 следующим рядом:

(12) ff= S E >lnwexp(zz??^)Pz7(cos^)f/i(^r)-
n = 0 m = — n

Здесь А пт - постоянные векторные коэффициенты,

/ 7Г z~. 7T exp(-zx)
(12a) f„(x) = V — Н^\ {х} *■ wp(i(n + 1) - ) ------------------ .

2x . ' x ^> °° 2 x

(15a) 1

При этом выполняется также принцип излучения.
В далЬней зоне справедливо соотношение (см. (5))

_ ,_> exp(-ikr) ^
(13) £Г*>£2ПХ~ ~^--------- eF(M),

kr

где П± — поперечная относительно орта іг часть П.
Таким образом, учитывая (12), (13), в дальней зоне имеем

(14) aF(fEy) = k2 S S zn+1^"wexp(fw^)P™(cos0).
n - 0 m - — n

Здесь

(15) А™=А™7е + Л™7,.

Напомним, что вектор Апт постоянный, а А"т - переменный. Если зададим 

вектор Аппг его декартовыми компонентами А"т, Аут, Azm, которые являются 
постоянными числами, то получим следующие формулы:

A™ = (А”™ cos^ + Лу”1 siny?) cos0 - Anzm sin Ѳ, 

A™ = -A™ siny+A™1 cos^.

Следовательно, доказано, что любая реализуемая диаграмма может быть представ- 
ленавыражением (14), гдеЛ"™ определяется формулами (15), (15а),апостоян- 

ные числа А"”1, А"”1, Azm могут быть любыми, но должны убывать с ростом ин
дексов достаточно быстро, чтобы обеспечить сходимость соответствующих рядов 
для поля. Отдельные члены ряда (14) можно трактовать как парциальные диа
граммы, при помощи которых можно аппроксимировать любые нереализуемые 
диаграммы с точностью, не приводящей к сверхнаправленности.

Аппроксимируя заданную диаграмму конечным числом членов ряда (14), 

т.е. определяя числа A"m, A”™, Azm, а следовательно, и вектор Апт, находим
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вектор П по формуле (12) и поле Е'\ H' вне 5 и у поверхности S по форму
лам (11).

Таким образом, изложены два способа определения рассеянного поля, охваты
вающие все возможные случаи задания диаграммы рассеяния и поверхности S.

4. СИНТЕЗ ИМПЕДАНСА НА ПОВЕРХНОСТИ S

Определив рассеянное поле, а следовательно, и полное поле, при помощи усло
вия (1) можно найти импеданс-матрицу (2). Для этого заменим (1) соответст

вующими двумя равенствами.
Вводя на 5 ортогональную криволинейную систему координат ил, и2і можно 

записать

(16) Et=-ZnH2, E2=Z22H1 на5.

Здесь ЕІ9 E2(Hl9 H2) - проекции вектора E(H) на направления касательных 
к линиям u2 =const и ux =const соответственно; предполагаем, что орты /ь 
i 2,Я образуют правую тройку.

Учитывая (3), соотношения (16) можно переписать в виде

(17) £?+£[=-гп(Я?+ЯП, FS+FI = Z22(^+HO.

Разрешая эти равенства относительного иг22, получим

E° + Е{

Нй2 +Hi ’

E§ +E7

Н° + H(
(18) Z22 - на 5.

Поскольку поля известны, формулы (18) определяют искомуюимпедансную 

матрицу.
Покажем теперь, что импедансы (18) обеспечивают единственность решения 

задачи дифракции первичной волны Е°, HQ на поверхности 5 с краевым усло
вием (1). Как известно, необходимым и достаточным условием единственности 
решения последней задачи является неположительность потока ваттной мощности 
полного поля через поверхность 5 наружу, т.е.

(19) Re/ [(£о+£г)(Я°+Яг)*]Л<0.

W
Перемножая выражение под интегралом, получим

Re/[EO^°*]^+Re/ {[£°ЯГ*] +

(S) (S)
+ [£ГЯ°*Ц ds+Re/ [ErHr']ds<0

(S) 
или, поскольку первый член здесь равен нулю,

(20) Re/ [Er#r*]ds<-Re/ {[£o^r*]+[£r^o*]}ds.
(5) (5)

Учитывая (5), введем обозначения

(21) Е* = Ег!а9 H* = Hrja9

где а - та же константа, что и в формуле (5). Очевидно, что £н, Ян, так же как 
и£°, Я°,не зависят от а.

Пус?сь a = a + іа \ т&е а и а - действитеганые числа. Неравенство (20) при 

этом можно переписать так:
(22) |a|2ReJ[E"tfH‘]ds<-a'Re/ |[ІГО^"*]+[Е,,^О‘]}<Й-

(S) (S) •
-a"fan f {[Е°ЯНЧ - [ЕНЯ°‘Ц <Ts.

(S)
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Поскольку интегралы в (22) не зависят от а и а", эти константы всегда могут 
быть выбраны так, чтобы неравенство (22) выполнялось. Действительно, если 

множитель при а в правой части отличен от нуля, то полагая а - 0 и выбирая 
у а соответствующий знак и значение |а'| достаточно малым, удовлетворим 
неравенству (22). Аналогично, если множитель у а в правой части отличен от 
нуля, то полагая a = 0 и выбирая у а соответствующий знак и | а | достаточно 
малым, удовлетворим (22).

Возможны и другие варианты выбора величин а и а , обеспечивающие выпол- 
нениенеравенства (22).

Таким образом, константа а в формуле (5) должна быть задана в соответст
вии со сказанным выше. При этом рассматриваемая задача имеет единственное 
решение. Соответствующая ему диаграмма рассеянной волны совпадает с задан
ной aF(0,ip).

Вместо необходимого и достаточного условия (19) можно ограничиться в ряде 

случаев только достаточным условием:

(23) Rez„ > 0, Rez22 > 0.

В этом легко убедиться, преобразовав (19) припомощисоотношений (16) и (3). 
В результате получим

(24) Ref(zll\H2\2+z22\Hl\2)ds>0,
(S)

откуда сразу следует, что условия (23) достаточны (но не необходимы) для 
выполнения неравенства (24).Учитывая (21),выражения (18) можнопереписать:

(25)
Е° + аЕ” _ E2 + аЕ2
Н2+аН2 Z“~ H^+aH*

Выбирая а, можно обеспечить выполнение условий (23), если области значе

ний а, при которых вещественные части (25) на S неотрицательны, пересекаются.

5. СИНТЕЗ АНИЗОТРОПНОГО ИМПЕДАНСА НА ЗАМКНУТОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ ПО ДВУМ ЗАДАННЫМ ДИАГРАММАМ РАССЕЯНИЯ, 

СООТВЕТСТВУЮЩИМ ДВУМ НАПРАВЛЕНИЯМ ПАДЕНИЯ 
ПЕРВИЧНОЙ ВОЛНЫ

В отличие от формулы (2) здесь предполагаем, что импеданс-матрица имеет 

все четыре элемента, неравные нулю, т.е.

(26)
z 11

Z21

Z22

Z22

Пусть заданы две диаграммы^ассеяния: с^Г1, a2F2, соответствующие двум 
первичным полям E01, Я01 и £02, Я02, облучающим рассматриваемое тело с 

поверхностью S.
Повторяя выкладки разд. 2, придем к двум уравнениям, аналогичным урав

нению (7) :

(27)

fK^Qlds= ~ fF^\e,^T„(O,^dn,
(s) к2 (Я)

fK^Qt.ds= 77 f F^Xe,<p)7n(e,^dn.
(s) к2 (Я)

Здесь, как и в разд. 2, s - вспомогательная геометрическая поверхность, про
веденная внутри 5 (или совпадающая с ней), К1'2 - вспомогательные токи, 
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распределенные на s и реализующие заданные диаграммы: 

а12^1,2, Ф£ = lim E^ на s,
’ R^°° 1

где E^ - электрический вектор, создаваемый поверхностным током плотностью

_+ exv(ikR) _> 
К» = --------------- in(O,V),

R

распределенным на сфере радиусом R; интегрирование справа в (27) приводим 
по единичной сфере Q.

ВеличинуК1,2 определяемприпомощи равенств (27) однимиздвухметодов, 

указанных в разд. 2. Зная эти токи на s, найдем по известным формулам поля 
Ег1, НГ1 и Ег2, Нг2, возбуждаемые этими токами. Полные поля E1, Н1 иЕ^2\ 
H^ исходнойзадачиравны

(28) £ь2=£и’2 + Е01’2, Я1’2 =Яг1’2 + Я01’2.

Как и выше (см. (1)), на поверхности S рассматриваемого тела должны выпол
няться условия

(29) £f(1) = Z[n^(1)] и E<2) = Z[ntf(2>],

где n - наружная нормаль к 5.
Если иІ9 и2 - ортогональная криволинейная система координат_на S, орты 

которых образуют с n правую тройку, а Аг, А2 — проекции вектора А на направ
ления касательных к линиям ulf и2, то уравнения (29) с учетом (26) можно 
записать так:

fp) = -Zn^*) +Zntfp), ^p) = -ZnWp)+ZnHf2),

E^ = -z2lH^+z22H^\ E^=-z^H^ +znHp^

на S.
Так как все компоненты полей в (30) известны, эту систему уравнений можно 

использовать для определения матрицы-импеданса Z. Действительно, разрешая
(30), найдем

Е1(1)Я1(2) +Е1(2)Я1(1) E^H^-E^H^
2п = ^)tfp) -н~^н^ ’ 212 = T^H^-H^H^

(31)
E^H^-E^H^ Е2(1)Я2(2)-£’2(2)Я2(1)

Z21 =
Н^Н^-Н^Н™ ’ Z22= H^H^-H^H™

на S.
Постоянные at и а2 - множители при заданных диаграммах - задаются так, 

чтобы обеспечить единственность решения задачи дифракции у поверхности S 
с краевыми условиями (29). Эти постоянные следует выбирать в соответствии 
с неравенством (19) и соображениями, приведенными после него. При этом опять 
необходимоввести поля,не зависящие от постоянных Oi и а2, при помощи формул

£ні = J_ £гі? яні = _L нп

^i <*і

£Н2 = J_ £Г2 fjH2 = J_ ЯГ2

«2 0=2

Задачу определения импеданса упростим, если вместо необходимых и доста

точных условий типа (19) используем для определения Qj и а2 достаточные 
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условия [4]

(32) Rezn > 0, 4ReznRez22 >ki2 +^2il2-

Если рассматриваемая поверхность S рэлеевская, то задача нахождения рас
сеянного поля может быть упрощена, как это сделано в разд. 3.

Таким образом, задав два первичных поля, т.е. два направления падения квази
плоской волны на рассматриваемое тело, и две соответствующие им диаграммы 
рассеяния, можно определить по формулам (31) все четыре элемента матрицы 

импеданса Z.

6. ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ФИЗИЧЕСКОЙ РЕАЛИЗУЕМОСТИ
МАТРИЧНОГО ИМПЕДАНСА

Рассмотрим плоскую поверхность 5, на которой следует создать некоторый 
матричный импеданс % типа (2). Будем вначале полагать Z = const на S.

Реализовать такой импеданс можно, например, при помощи волноводов дли
ной I с прямоугольным поперечным сечением a X b, открытые концы которых 
доходят до поверхности S. Противоположные концы волноводов закорочены 
металлической поверхностью $і (рисунок).

Волноводы примыкают друг к другу, образуя подобие сот, и заполнены средой 
с потерями, имеющей комплексные параметры e и д. Предполагаем, что при 
возбуждении волноводов со стороны открытых концов в них могут распростра
няться магнитные волны типа {{Н10» и <(#Оі»-

Вводя декартову систему координат x, у, z с плоскостью z = 0, совпадающей 
с S и с осями x и у, параллельными сторонам а и b волноводов, получим для 
интересующих нас компонент поля в волноводах следующие очевидные выра
жения:

7T
Ey = ^sin( - x) { exp(z^!oz) - exp(-/7z10(z + 2/10)) I , 

а

й10 я
Hx = ------- y4sin( - x) J exp(ZA10z) + exp(-z7z10(z + 2Z1O))J,

сод а

hiQ=^oo^eii^ir^Ja^, Refclo>0

для волны H10 в центральном волноводе и

7Г
Ex =^sin( - у) lexp(z7ioiz) - exp(-zhOi(z + 2ZOi))l ,

. b

^oi я
Ну = ---------- i4sin( - у) jexp(z^oiz) + exp(-z^Oi(z + 2ZOi))} ,

сод b

hQi = Ѵ<^2вд - 7r2/Z>2 , ReAoi > 0

для волны Яоі- При этом учтено, что волноводы закорочены при z = -/ и имеют 
различную длину: / = /10 и lQl цдя волн Ню и HQl соответственно. Как это осу
ществить одновременно, указано ниже. В остальных волноводах будут сущест
вовать аналогичные поля.

Учитывая записанные выражения для полей и формулы (16), где следует 
полагать

Ь\=ЕХ, Е2=Еу и Н.=НХ, Н2 = Ну,
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найдем импеданс в плоскости S (z = 0)t

сод сод
Zn=i —tg(A01Z01), z22=f — tg(^loZio).

hot й10

Можно показать, что для этих величин Rezn > 0 и Rez22 > 0. Очевидно, что если 
поверхность S криволинейна и ее радиусы кривизны велики по сравнению с 
длиной волны, то, располагая ниже S подобные волноводы, примыкающие к 5 
открытыми концами, обеспечим на S соответствующий матричный импеданс (2). 
Меняя вдоль 5 размеры волноводов a, b и Z10, ZOi, а также параметры e и д сред, 
которые их заполняют, можно получить необходимый закон изменения матрицы 
импеданса на 5 в соответствии с формулами (18).

Если при этом окажется, что Z10>Z0, товволноводахследуетпоставить при 
z - -Zoi решетку из параллельных осих тонких проводов, которые будут, прак
тически, свободно пропускаіь волну Я10 и полностью отражать волну ЯОі- Ана

логично, если Z10 < Z0], то провода должны быть параллельны оси у и распола
гаться в сечениях z = -Z10. Таким образом, можно одновременно получить раз

личную длину закороченных волноводов для волн Н {0 иНО1.
Отметим работы [5-7], где рассмотрены близкие значения иными методами, 

в том числе определение формы рассеивателя.
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Плоские двумерные щелевые решетки
Я.Н. Фельд ^

Исследуются двумерные плоские решетки щелевых излучателей, прорезанные в ме
таллическом экране; рассмотрены бесконечные и конечные решетки; учитываются 
краевые эффекты.

Цель работы —рассмотретьразличныеметодырасчетабесконечыхи 
конечных плоских щелевых решеток.
Бесконечная решетка щелевых излучателей. Рассмотрим бесконечную ре
шетку прямоугольных щелей размером Zxt/, прорезанных в бесконечном 
плоском идеальном экране, совпадающем с плоскостью z « 0 (x, у, z — декар
това система координат). Большие стороны щелей длиной 1 параллельны оси 
x, периоды решетки равны dx и dy (рис. 1). Щели возбуждаются соответству
ющими линиями, например; волноводами. Введем сферическую систему ко
ординат r, ѳ, <р с центром и осью, совпадающими с центром и осью z декар
товой системы. Пусть щели возбуждаются с одинаковыми амплитудами и 
сдвигами фаз между соседними щелями, равными ах вдоль оси x и ау вдоль 

оси у. Тогда компоненты волнового вектора k, соответствующего сдвигам фаз 
«х , ау, равны kx = a/dx, ky = a/dy. Справедливы также соотношения

Рис. 1

kx= ксо$ѲТх = £cosy>rsiner, 

ky= kcos0y = tsinersiny>r.

Здесь Ѳх , Ѳу — углы, образованные вектором k с осями x и у, а ѳг, у>г — углы, 

определяющие направление k в сферической системе координат. Распределе

Радиотехника, 1992, №9, стр.70-81.
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ние касательной составлящей электрического вектора E в плоскости z » 0 за
дадим с учетом теоремы Флоке формулами:

^^=е-^-^Дх,»; Ех=0, (1)

где f(x,y) — периодическая функция с периодами dx и dy по соответствую
щим координатам. Предположение Ех ■ 0 справедливо с высокой точностью 
для узких щелей, а также для широких щелей, возбуждаемых, например, 
волной Н10 прямоугольного волновода.

Очевидно

/<«>-2 8;„,е‘"?“Ч"Л. ®
пт

где &пт — постоянные.

Подставляя (2) в (1), найдем

(3)

Здесь
, . 2лп . . 2лт . ax t ау
^xn = kx+ (~J ) ’ кут = ку+ (~d ) ’ кх = ~7Г ’ кУ = j" • 

ux uy x у

Для определения постоянных &пт умножим (3) на exp(i^x+ ікуту) и 

проинтегрируем по прямоугольнику периодов. Тогда получаем

^^dxdy. (4)

Здесь интегрирование производится по щели, так как ^на металле равно ну

лю.
Оставив пока вопрос о распределении %>на щели, найдем поле в полу

пространстве z £ 0. Уравнениям поля и краевым условиям при z = 0 удовлет
ворим, положив

Ey = S ^>е "‘ (*-x+W+V>, Ex - 0 , (5)

пт
W *nm = ^^-^xn-^ym I Re*nm й 0 «Iwnm s 0 •

Из уравнений Максвелла следует

ая, , дгЕѵ
-'"^-*V^-

Подставляя Еу из (5) и производя интегрирование по z, имеем

",- S Si^ ?™е" '*-"*^"^ •* = »• «■'
" шгкптпт

Остальные компоненты поля не понадобятся. Выражения (5), (6) пред
ставляют собой суммы плоских волн, распространяющихся в направлениях, 
образующих с осями x, у, z углы, косинусы которых соответственно равны 
кхп/к. кут/к. кпт/к . При вещественном кпт — это распространяющиеся вол
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ны, при кпт = —il*nml — затухающие. Величина *QQ всегда вещественна и 

соответствует основному максимуму решетки

KQQ = ^k^- ^- ky = Acoseг.

Если решетка имеет побочные главные максимумы в действительной 
области, то существуют соответствующие им вещественные кпт , в против

ном случае все остальные кпт (кроме к^ — мнимые.

Найдем комплексную мощность W, излучаемую одной щелью (находя
щейся в решетке) в полупространство z > 0. Очевидно

W = |/ [EH* ]ds = - ^fEyH^ ds (7)

% sm

(* — знак комплексного сопряжения).
Подставив в (7) выражения (5) и (6), после интегрирования получим

^=^Л^Т^'^т'2’ (8>

пт2а>^кпт ^

Определение поля 87 в щели. Прежде всего необходимо конкретизировать 

внутреннюю часть устройства, расположенную в области z < 0 . Положим, 
что щели возбуждаются прямоугольными одномодовыми волноводами с вол
ной Н10, идеально согласованными с генераторами. Распределение напряже
ния вдоль щели определим в первом приближении, используя известное [1 ] 
дифференциальное уравнение, после чего поле &на (нулевой) щели можно 

аппроксимировать выражением

^=
Ур cos(lPx)

л Ѵ^^^У" (9)

где Ѵ0 — напряжение в середине щели, Л° = *//. Формулой (9) можно пользо

ваться при d < < Л и 1 £ Ѵг . Напомним, что x и у отсчитываются от центра 
нулевой щели (см. рис. 1). Постоянные %>шп найдем, подставив в (4) выраже

ние (9)

Произведя интегрирование, получим

(10)

Остается найти Ѵ0, которое зависит от угла качания, т.е. от сдвигов фаз 
ах и ау при фиксированной амплитуде падающей волны Н10 в питающих 

волноводах.
Для этого рассмотрим внутренюю задачу.

Возбуждение волновода, нагруженного щелью, падающей волной Н10 По
ле внутри центрального (нулевого n = m • 0) волновода

Е = Е° + Е',Н = Н° + Н',
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где E0, H0 — поле, возбуждаемое первичной падающей на апертуру волной 
HjQ, при условии, что щель металлизирована; Ех, H* — поле, возбуждаемое 
распределением & на щели, которое равно полю, создаваемому магнитным 

током, распределенным на металлизированной поверхности щели $щ с плот
ностью [2 ]

Кя= [І2Е].

Здесь і2 — единичный орт в направлении оси z. 
Интересующие нас составляющие поля Е0, H0:

P0 = ^ ’

H*y = 0 , H^ = sin 

' -i<1T<F ■

Рис. 2

0,Е°у =
Ѵ>о^ лх'
----- ^sin-----sinyz ;

(11)

где x' = x+ ^, У = y+ &2 (см. рис. 2).
Поле E*, H1 найдем, полагая (используя принцип зеркального 

изображения), что оно возбуждается в пустом бесконечном волноводе маг
нитным током 2K^ , распределенным на поверхности 5Щ [3 ].

Выпишем составляющую

ѵгі ъ (i2km л ,Улт(2п+1)„ ^ (2n+l)*x' 2тлу* jy z
Нх~Ъ l7^ ""* -------^-------Ч™------ ^-cos^-e^ ,

пт \ и /
z s 0.

Здесь Апту Впт — амплитуды электрических и магнитных волн. Волны дру
гих четностей по n и m не возбуждаются.

После несложных выкладок по известным [3 ] формулам найдем

где

0— 00

яІ=2

пт
ппРІП

(2n+l)^,
cos

2тл 
~Г~УГа b (12)

*(2ni)2 t (2n+l)2yn»t 

ynmb2 ка"

(-I)"*"% cos (^ffit/)/p (wtf)

[(2п+1)2^(2ш)2д[(ЛО)2-(2п+1)2[5)2]
(13)

В (II)—(13) и ниже

Ynm = *V1 - (2n+ i)V/(*a)2- ^тл/kb^ 2 ; Rey„„t > 0 , ІШу„т s 0.

В частном случае (при а « 0 (13) упрощается

^nm
k(2m)2 УОт
rom^2 + ka2

Слтж°п₽ип>0-

876



Для определения напряжения Ѵ0 и его зависимости от ах и ау использу

ем условие непрерывности составляющей Нх полного поля при переходе че
рез поверхность щели $щ. Очевидно должно выполняться равенство

Ях=Я^+я®на5щ, (14)

где составляющие полей находятся по (6), (12) и (11) соответственно. 
Поскольку в нашем распоряжении имеется только одна не определенная по
стоянная У0, то удовлетворить (14) можно только в среднем. Сделаем это, 
потребовав выполнения непрерывности комплексной мощности при переходе 
через щель.

Для этого перейдем к комплексно-сопряженному уравнению (14), ум
ножим его на ( - &/2) и результат проинтегрируем по поверхности щели $щ, 

после чего получим

4/wr,*-^-*-i/a^*.
$ s sщ щ щ

(15)

Так как Еу - &при z » 0, то (15) представляет собой условие непрерыв

ности комплексной мощности при пренебрежении составляющей Ех, что без
условно справедливо для узких щелей.

Воспользовавшись (8) для левой части (15) и подставляя в правую зна
чения (9),(11) и (12), после несложных вычислений найдем

dxdy у, к?- кхп
Ѵ° пт Mptfnm

COS(^^2a)
(^/а)2-(Л°)2

(16)

Подставив в (16) вместо &пт выражение (10), получим 
2*X „ а2-*2» ,;М J^4^L 
^yL -;.. °1 2 ) [(іѴ-ау2

+ . <-і>та^о^7>~»[(^^>й _ «*(^1

+ ^ пт /А2 ,%.nW /яч2 ,Aпт (* ) - (2rt+ 1) (-) (-) - (л :а а
Решая (17) относительно У0, найдем с учетом (14)

cos(S)4 (J/-(*V1 

2^(^-^n),2fM cos2(^2) С~
1 2 J [a°)2-4J F° ,,m

(17)

(18)^o=-
2
пт

»

_________ -- j^ 
kpofixdfntn

где

Г * пт

(- 1)"+т/О(^лу) cos [(2n + l)^J

[(*°)2-(2п+1)2ф2]
Как видно из (13), Сд^и0 не зависит от Ѵ0 Таким образом, (18) полностью оп

ределяет напряжение У0 в пучности щели. Вычислим коэффициент отраже-

877



ния R в центральном питающем волноводе для основной распространяющей
ся волны Н10, отнесенный к сечениюг«О. Учитывая (11) и (12), найдем

Диаграмма направленности одного излучателя в решетке. Диаграмма от
дельного излучателя — щели в решетке, когда остальные каналы идеально 
согласованы с нагрузками, а мощность по ним к щелям непосредственно не 
подводится, т.е. отсутствуют волны, идущие к апертуре, может быть найдена 
следующим образом.

При возбуждении всей решетки распределение падающего — первич
ного поля в плоскости щелей

(19)

Злесь

лри л,/ с °пт ’ 

прих.уе snm 

(Stun — сечение волновода с номером п, m).
Напомним, что x, у отсчитываются от центра сечения волновода с n » т = 0. 

Проинтегрируем равенство (19) по da*day в пределах от - л до + л

f pfa^-ff 2 W'*^^W*y = 4л2Уоо.

Таким образом,

W> = Aj /я>^у

и на основании принципа суперпозиции поле излучения решетки при воз
буждении только одного (центрального) элемента может быть найдено путем 
соответствующего интегрирования поля, создаваемого возбуждением Я* (см. 

(19)).
Учитывая сказанное и (5), найдем поле одного элемента в решетке 

аналогично для Яг1. Очевидно,
Л 1 7Г 7T

£Я ■ ^ - А/ I 2^те’'“-Х+М*>;Приг-0. <20>
JfL 1 . X J * *^ lllU

4л -л-л пт

Поле Eyi при z s* 0 можно записать также в виде:
Eyl = ^ffB(a,^-^^dadfi , 

4 л _oo

гае

у = ^а1+р1-к?, Rey > 0.

Очевидно (см. (20)),
^ = ^П^а^е-’С^)^,

(21)
— 00
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00
отсюда

В(а.Л) = ff ^e ~^ax+^dxdy. (22)
— 00

Подставляя в (22) выражение (20), запишем 
со Л
" іг^ЛѵЧ -- ~m -^k^x+ky^dax4ay dxdy^

-л пт
dxdyл dxdy

= ~~2 2 /J da*iay%nm f f dx'dy'e ‘ ^-кхП)х'^-кут)Ук
4л пт ~л 0 0

ху е 1 (a-kxn^dx+Wfl-kym^dy

ѵц

Здесь суммирование по v и ^ идет от - oo до + oo и использована замена пере- 
менныхх' = x-vdx,y = y-pdy.

Поскольку (см. выше) kxndx = ах+ 2лп , a kytndy = a^+ 2лт , справедли

вы равенства

•4x26(adx-a^6tfdy-ay) .

Используя их, найдем

при laJxl < л и \pdy\ < л ; (23)
B(a,P) « 0 при ladjl > л или I^Jyl > л .

Формула (21) с учетом (23) позволяет определить поле одного элемента в ре
шетке. Переходя в (21) к дальней зоне, когда r= Vx2+y?+ z2 ^ oo , найдем 

диаграмму одного элемента в решетке. Сделаем замену переменных — 
x = rsinecos^ у = rsin0sin^ , z = rcose . Тогда (21) перепишетСя так

— 00

(24)

Составляющая Exl, как и Ех, равна нулю при z г 0 , поскольку Ex = Ех1 ш 0 
при z = 0 (щель узкая), а в полупространстве z > 0 источников нет.

Переходя в (24) к дальней зоне (r * »), найдем

Здесь

В(£$іпѲсо$?> ,tsin0slny>) = 2^pQ(a^Ad*sinecos^ ,ay*Mysinesiny,) x

x /oHysinesinp
cos ^sinecosp)COS y(SinecOS¥>)

(£°)2- fc2sin2e cos^> ’

V0 = vo(ax»ауУ ~ определяется (18), где Сда/% дается формулой (13). 

Диаграмма направленности Fi одного элемента в решетке

Fj(Q ,y>) = COSeB(AslnOcos^ , 4sin6sinp) , (26)

(25)
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rAeB(bin6cos^ , ^sin0sin^) — находится по (25).
Расчет диаграмм направленности конечных двумерных решеток без учета 
краевых эффектов. В пренебрежении краевыми эффектами могут быть ис
пользованы два метода расчета диаграмм. Изложим их на примере щелевых 
решеток, щели которых прорезаны в плоском металлическом экране доста
точно большого размера (чтобы можно было применить принцип зеркального 
изображения) и возбуждаются соответствующими одномодовыми прямо
угольными волноводными каналами с волной типа Н10. Распределение на
пряжения вдоль всех щелей предполагается одинаковым, совпадает по амп
литуде и отличается пропорциональным ах и ау набегом фаз по соответству

ющим координатам. Такое распределение называется равномерным.
Предположим также, что генераторы, питающие волноводы, идеально 

согласованы с нагруженными щелями волноводами и волны, бегущие от ще
лей, от генераторов не отражаются.
1-й метод. Предполагается, что решетка бесконечная по обеим координа
там, но активно возбуждаются только N щелей по координате x и M щелей
по координате у (рис. 2), т.е. всего NM щелей. Это означает, что только по
волноводам, питающим NM щелей, волны бегут от генераторов к щелям. По
остальным волноводам волны бегут только от щелей. Пользуясь принципом
суперпозиции для источников (генераторов), активно возбуждающих конеч
ную решетку из указанных выше NM щелей, и равномерным распределени
ем источников, можно написать следующее выражение для диаграммы на
правленности

Ф(Ѳ , ^) = Fj(0 , Ю^Хл/ѳ »p ;«x, «р , (27)

где Fj — диаграмма одного элемента, находящегося в бесконечной решетке, 
определяемая (26); FNM — множитель решетки из NM ненаправленных из
лучателей, зависящий также от углов качания ѳг ,у>г , т.е. от сдвигов фаз 
ах, ау между соседними излучателями; ѳ , <р — углы точки наблюдения в 

сферической системе координат.
Формула (27) получена с помощью так называемой “теоремы умноже

ния диаграмм” [2 ]. В общем виде она формулируется следующим образом: 
диаграмма направленности решетки идентичных и одинаково ориентирован
ных (равномерно возбуждаемых) излучателей представляет собой произве
дение двух функций — диаграммы одиночного излучателя (в данном случае 
в системе) и диаграммы системы (в данном случае из NM) ненаправленных 
излучателей, возбуждаемых с комплексными амплитудами Л/р которые на
ходятся из условия Fn » AnF1 (ІЛПІ - 1) n « 1, 2, ..., NM (Fn — диаграмма n- 
го излучателя в решетке).

Применяя эту теорему дважды — один раз для нахождения диаграммы 
(по мощности) ряда из N ненаправленных излучателей, расположенных 
вдоль оси x, а затем из M излучателей, расположенных вдоль оси у, найдем 
[2] 

N,M ~ (28)

где^х= kdxCOSdx-ax, Vy = kdyCOS0y-ay> COS0X= sinecos^, cos0^= sin0sin^, 
Ѳх и Ѳу — углы между направлением на точку наблюдения и осями x и у соот

ветственно).
При этом диаграмма пронормирована на единицу путем деления на 

WM)2.
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Учитывая (27) и (28), получаем диаграмму решетки и Л^Мщелевых из
лучателей по мощности

(29)

2-й метод. Рассмотрим конечную решетку, состоящую из N щелей вдоль оси
x и M таких рядов вдоль оси у, прорезанных в бесконечном (практически до
статочно большом) плоском экране и питаемых соответствующими волново-
дами(см.выше).

Будем считать, что генераторы, питающие волноводы, обеспечивают 
равномерное распределение напряжения в щелях с одинаковыми амплитуда
ми и сдвигами фаз ах и ау между соседними щелями вдоль осей x и у соответ

ственно.
Тогда в соответствии с теоремой 1 первой граничной задачи электроди

намики [2 ] поле такой системы совпадает с полем магнитных токов, распре
деленных с плотностью [Е п ] (n — внешняя нормаль к экрану) на сплошном 
экране в местах, где ранее находились щели; напомним, что E — электриче
ский вектор в щелях.

Используя принцип зеркального изображения для магнитных токов 
над сплошным экраном, можно утверждать, что диаграмма и поле рассмат
риваемой решетки, совпадают с диаграммой и полем решетки магнитных то
ков, находящихся в свободном пространстве (без экрана) и распределенным с 
плотностью в плоскости z = 0

K^= 2[Еп ]. (30)

Ввиду идентичности этих излучателей и равномерности E , а значит и K^ , 
можно использовать “теорему умножения диаграмм” и определить диаграм
му конечной решетки щелей по формуле

ІФІ2= IFjl2 1^>л/12, (31)

где IFNм\2 — множитель решетки, определяемый (28), 

I F\ 12 = cos2 ( у costfJ /sin20x

— диаграмма (по мощности) одного магнитного тока (30). При этом для E ис
пользовали формулу (9).
Электрические силовые линии образуют кольца с осью x.
Формулы (29) и (31) отличаются только первыми множителями, так как 
F{ * F^ что объясняется различными математическими моделями в 1- и 2-м 

методах, аппроксимирующими реальную решетку. Обе формулы в рассмат
риваемом приближении приводят к одному и тому же результату. Это обус
ловлено тем, что:

1. Пренебрегать краевыми эффектами можно, когда решетка велика.
2. Основной и близкие к нему боковые лепестки определяются множи

телем решетки FN м, одинаковым для обеих формул.
3. Расхождение при расчетах по (29) и (31) начнется только для даль

них лепестков за счет различных Сдля этих углов) можителей Ft и F , однако 

там обе формулы несправедливы, поскольку на форму дальних лепестков су
щественно влияют краевые эффекты.

Из сказанного следует, что там, где это допустимо, можно пользоваться 
любой из формул (29) и (31).
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Формула (31) проще для практического применения. Ею следует пользовать
ся в тех случаях, когда распределение напряжения или тока в излучателях 
решетки слабо зависит от взаимного влияния последних. Это имеет место для 
резонансных излучателей, например, для полуволновых, а также более ко
ротких.
Конечная плоская двумерная решетка щелевых излучателей. Учет краевых 
эффектов. Рассмотрим конечную решетку щелей, прорезанных в достаточно 
большом плоском экране. Общее число щелей в решетке NM (N щелей в ряду 
и Mрядов). Все обозначения прежние. Как и выше, щели возбуждаются пря
моугольными одномодовыми волноводами. Первичные волны, распространя
ющиеся в них по направлению к щелям, заданы. Они имеют одинаковые ам
плитуды и сдвиг фаз между ними в соседних волноводах ряда равен ах , а 

между соседними рядами — ау.

Предполагается, что щели резонансные и распределение напряжения 
на щели номер n, m (n-я щель m-го рада)

^=^«W.

где x отсчитывается от середины рассматриваемой щели.
к Таким образом, комплексная постоянная Ѵ„т равна напряжению в 

пучности соответствующей щели. Задачей является определение этих посто
янных для всех щелей, после чего нахождение поля (а значит и диаграммы 
направленности) рассматриваемой решетки сведется к нахождению поля си
стемы эквивалентных магнитных токов, расположенных в свободном про
странстве (см. 2-й метод).
Найти уО ^лсгче всего методом наведенных МДС [1 ] в его простейшей фор

ме, когда закон распределения поля ^на поверхности щелей известен и тре

буется только определить масштаб кривых распределения, т.е. в нашем слу
чае V^ т . Следуя [1 ], можно получить систему алгебраических уравнений 

первой степени для напряжений V^ т

N M
2 2 Vn',m'Yn,m-,n',m' = Flnm ; 1 s n s N, 1 £ m £ M. (32)

n' = l m'=l

В дальнейшем для сокращения записи воспользуемся одноиндексной 
нумерацией щелей, заменяя всюду n, m одной буквой v = {п, т}. Тогда (32) 
примет вид

(33)

Здесь
= - J cos(jxltfj(e,JJx, 

W k >
Flv = J cos(yxj н ^dx.

(v) 1 /

(34)

В (34) интегрирование идет вдоль v щели по x, меняющимся от -Z/2 до 
+Z/2.

Величины H *{е VJ и H*{е VJ — x-e компоненты магнитных векторов.

Первая из них находится в результате решения 1-й краевой внутренней за
дачи для ѵ'-го волновода, когда на поверхности щели задана касательная со
ставляющая электрического вектора

882



(35)
COS I ~x| i v ,, .^^ "| /") y _^ s y s ^

V' яѴ(#г/-/ ’ -^2 S X S h. J 

на остальных поверхностях Et - 0.
Очевидно, У^у = 0, если v # v1.

Вторая находится из решения внешней краевой задачи для полупрост
ранства z £ 0 , когда на поверхности ѵ'-й щели задана касательная составля
ющая электрического вектора (35), а на остальной части плоскости z - 0, ог
раничивающей полупространство z > 0, Et - 0.

Решение этих краевых задач при одном и том же векторе e наѵ'-й щели 
обеспечивает непрерывность Et при переходе через нее.

Величина n^ , фигурирующая в (34), является х-й компонентой маг

нитного вектора поля, возбуждаемого в ѵ-м волноводе первичной волной при 
условии, что ѵ-я щель металлизирована. Это поле определяется формулами 
типа (11) с учетом фазового множителя, соответствующего ѵ-му волноводу.

Величины Y^y имеют размерность проводимостей и называются соот

ветственно внутренними и внешними, F* — внутренняя магнитодвижущая 

сила. ^
Таким образом, получена конечная система алгебраических уравнениЦ 

первой степени (33) (в которой число уравнений равно числу щелей) для оп
ределения напряжений V^ в пучности щелей. Коэффициенты Yv v. этих урав

нений и правые части F*v определяются формулами (34) и могут быть сравни

тельно просто вычислены (см. ниже). Для решения уравнений (33) может 
быть использована хорошо известная стандартная методика.
Расчет проводимости и магнитодвижущих сил. Начнем с расчета внешних 
проводимостей у£, (34). Фигурирующая в ней составляющая H^fc?,} совпа

дает с составляющей магнитного вектора поля, создаваемого магнитным то
ком 2К£ = 2 [е ѵл ] в свободном пространстве. Поэтому можно записать

tf,v' = f cos (ух) W^2K^)tfx = -2д J cos (ух) ЗДК v'}dx = ^ Ъ>у ,

где К ѵ» — электрический ток, численно равный К£ , EX{K VJ — компонента 

электрического вектора, создаваемого этим током в свободном пространст- 
Be,Zvy — взаимное сопротивление, наведенное током К ѵ, на ѵ-й вибратор и 

пересчитанное к пучности последнего.
Таким образом, получили формулу

. 2Ye — 7
w' ~ 2 ѵУ ’

P0

связывающую одностороннюю внешнюю наведенную проводимость двух ще
лей с полным наведенным сопротивлением двух соответствующих вибрато
ров. Она позволяет рассчитывать наведенные внешние проводимости щелей 
в плоском экране по известным таблицам и графикам В.В.Татаринова для 
полуволновых вибраторов [4 ]. ^
Так, легко убедиться, что Уѵу = ^fR2s+ iR2q) (Zv,v' « &2s+ lR2q),

PQ
где &2s и &2q нах°Дятся П0 таблицам или графикам В.В.Татаринова для соот
ветствующих смещений v- йѵ'-й щелей по оси x и у.
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Перейдем к определению внутренних проводимостей Y*v v,. Как отме
чалось выше, Ylvv- = 0 при v # v'. Остается определить У*г. Исходя из (34) 

запишем
yv.v = - f cos(yx) н *{e v}dx,

00 ' '

гдеЯд{е} определяется (12).

Проинтегрировав, найдем
О—»

= S^nm(-1)
пт

n+m cos[(2n+l)^] 
(2n+ l)^/^-V/

где Спт вычисляется по (13) с учетом (18). Таким образом, Ylv v не зависит 

от номера v волновода. Остается привести формулу для Flv . Используя (34) и 
выражение для H * из (11) и учитывая, что H ^ = H ^е”1 (^+“*у)

(v « {n, m}) , найдем
г/ _ 2c0S(*^2a) Л-І(па^+/ла.,)

* у “ _1 _Э ^* Х * •
^ л(/ -to э
^ Полученные формулы позволяют учесть краевые эффекты при расчете 

щелевых решеток.
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© Я.Н. ФЕЛЬД

ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 
НА МАГНИТОДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ТЕЛАХ

(Представлено академиком А.Ф. Богомоловым 2811992)

В работе [1] подобная задача решалась методом, при котором необходимо 

вычислять двумерные интегралы и решать первую краевую задачу электродина
мики для области, занимаемой телом. Здесь мы постараемся обобщить и развить 
методы, предложенные в работах [2, 3] для тел с нулевыми и импедансными крае

выми условиями, на магнитодиэлектрические тела.
T p e x м e p н а я з а д а ч а. Рассмотрим однородное тело с параметрами 

e, д, занимающее область 0*.  Поверхность, ограничивающую тело, обозначим бук

вой s и будем считать ее достаточно гладкой. Вся внешняя часть пространства Q~ 
однородна и ее параметры е0, До- Полное поле в области Q~ -запишем в виде 
E + E0, H + H0, где E0, H0 — падающая на тело первичная волна, а в области Q*  — 
в виде E, H. Введенное таким образом искомое поле E, H всюду удовлетворяет 
однородным уравнениями Максвелла, принципу излучения на бесконечности и крае
вым условиям

*Эти сферы могут, в частности, пересекаться.

(1) E/=E; + E°, H/ = Hf + Н? на s.

Здесь Ej и E/ — предельные значения тангенциальной составляющей E при стрем
лении к s со стороны областей Q*  и Q~ соответственно; аналогично для H.

Пусть внутри области 0+ могут быть размещены N точек таким образом, 
чтобы геометрические сферы с центрами в этих точках, целиком расположенные 
внутри тела*,  содержали все особенности рассеянного поля, аналитически продол
женного в область 2+ . Для краткости изложения ниже предполагается, что N = 2 
(обобщение на случай, когда N > 2 очевидны). Обозначим эти две точки буквами 
О. и О_ѵ и введем две системы сферических координат г1э dt, ірх и r_j, #_і, 
<р_і c центрами в этих точках. Оси Zi и z_{ этих систем будем считать параллель
ными, а углы ^! и ^_! отсчитывать от общей оси x, проходящей через точки Ох 
и О_х (рис. 1).

Введем теперь воспомогательные поля следующим образом.
1. Во внешнем пространстве Q’1 эти поля обозначим буквами Е<р\ Н^р^ 

и определим при помощи потенциалов Дебая типа

(2) V+ J = ѴяЛ0г±1/2Я<2+\l2(k0r±!)P'vm '(cos д±!) eim**1,

где v = 0, 1, 2, . . . , m = 0, ±1, ±2, . .., ±p, kQ = coV^oДо- B (2) индекс ”+1” от
носится к полям, возбуждаемым мультиполями, находящимися в точке О1ь а ин
декс ”-1 ” — в точке O_ x.
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2. В области 2+, занимаемой телом, вспомогательные поля e<p\ h^ на

ходятся при помощи потенциалов Дебая типа

(3) u±l = y/nkr±! /2 Jv+1/2(kr±!) Р'ѵт 1 (costf±!) eim**1,

где k = u^Jep,» = 0,1, 2,... , m = 0, ±1, ±2,. .. ,+p.
Поля E<p\ H^p) и e^p), h^p) находятся при помощи потенциалов (2) и

(3) соответственно по известным формулам [3, 4] для волн электрического и 
магнитного типов, которые мы не приводим. Предполагается, что все эти поля пе
ренумерованы при помощи одного индекса p, пробегающего целочисленные зна
чения, что всегда возможно, так как число этих полей счетно. Например, можно 
использовать для этого представление

p = 4(p + m) + 2p(p - 1)+ т/,

где р>0, ли>0, a Tj = 0,l,2,3.
Каждому заданному pQ>0 однозначно соответствуют отсюда значения р0, 

mQ и т?0. Индексу —pQ соответствуют величины Ро,-^о,т?о* Индексам т? = 0 и 
т? = 2 соответствуют при этом волны электрического и магнитного типов, возбуж
даемые мультиполем, находящимся в точке 6>х; индексам т? = 1 и т/ = 3 — волны 
электрического и магнитного типов от мультиполя в О_г. Применяя к полям E,H и Е(р\Н<р) лемму Лоренца в области Q”1 и к полям E, H ие^р\Ь^р^ в 
области 2+, найдем

f |[Е-Н<₽>] - [E<P>H-]|ds = 0,
<(4) <*>• /l[E+h(p)]-[e(p)H+]|ds = 0.(j)

Учитывая, что ds = nds, где n — внешняя нормаль к s, можно, исключив Е“ и Н~ из первого уравнения (4) при помощи условия (1), придать соотношениям (4) 
следующий вид:

J(E^Ap + н;в£)л= / 1[Е°Н<₽>] - [EO>H°]J ds,
(5) (,) (І)

/(Е;с; + н;о;)л = о.(«)
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Здесь

(6) А;=[Н<₽>п], в; = [Е(₽)п], c; = [h(p)n], D; = [e(₽)n],
где звездочка — знак комплексного сопряжения.

Каждое из этих четырех семейств векторч^ункций, касательных к s, линейно 
независимо и полно в L2(s) ; доказательство аналогично приведенному в [2]. Поэто
му равенства (5) можно использовать для нахождения Ej и Hj на s. Введем ска

лярное произведение

(7) (A,B) = /AB*ds,
(j)

где А и В — векторы, касательные к s, после чего равенства (5) можно записать в виде

(Е;,Ар)+аѵ,вр)=ар,
V (Ef*,Cp)+(H/,Dp) = 0.

Здесь

(8a) flp=/|[E°H(P>]-[E(₽>Ho]|ds.
(»)

Будем искать составляющие Ej и H^ на s при помощи рядов

(9) Е;= £ a,Aq, н;= £ 0,B,,

q=—oo q=—oo

где aq и Рд — искомые постоянные коэффициенты.
Подставляя эти ряды в (8), найдем

£ a,(Ag,Ap)+ £ ^(B,,Bp) = ap,
q=—oo q=—oo

£ a,(A,,Cp)+ £ 0,(B,,Dp) = O.
q=—oo q=—oo

Эту систему уравнений можно заменить следующей:

(10) S AqpXq=bp, -~<р<~. 
q=—oo

Здесь

(11)
«<7/2. fl = o,+2,i4,...,

Д(<7-1)/2. <7 = ±1,±3,±5,...,

Op/2. P = 0,+2,i4,...,

0, p = +l,+3,+5,...,

(Aq/2,Ap/j) при q = 0, ±2, ±4,..., p = 0, ±2, ±4,...,

(B(q-D/2,Bp/2) при<7 = ±1,±3,±5,..., р = 0,±2,+4,..., 

(Ag/2.C(p_i)/2) прид = 0,±2,±4,..., p = + l,+3,+5,..., 

(B(,-1)/2.D(p-1)/2) при<7 = ±1,+3,+5,..., р = ±1,+3,±5,...

В системе линейных алгебраических уравнений (10) постоянные Aqp и Ьр 
известны, и решая ее, найдем [Xq ] ,т.е.учитывая (11),поля (9) на$. Зная Ef, Н, и 

вследствие (1) поля E,, Hj на s, найдем искомое поле E, H в областях Q* и 0", 
используя ’’теорему эквивалентности”, по формулам Гюйгенса—Кирхгофа [5] 
(см. также [1]), после чего элементарно находится диаграмма направленности 

рассеянного поля [5]. Коэффициенты ар (а значит, и Ьр (см. (11))) можно найти 
также при помощи формул, следующих из леммы Лоренца, примененной к полям
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Е°,Н° и E(p) ,H^ в областях Q и 2+ соответственно,

(86) ap = -/E<p)j°du= f l[E°H(p)]-[E(p)H°]Jds.
(V0) (jj+J_j)

Здесь j0 - плотность тока, возбуждающего первичное поле, распределенного в объе

ме и0, находящемся в Q~. В последнем интеграле $! и s_t - сферы малого радиуса 
r€ с центрами в точках Oi и О_х. Задав, например, E0, H0 в виде плоской волны

(13) £° =Ez = exp[-zfc0rsin#cos(y?-^o)]»

найдем по второй формуле (86) значения арі тождественно совпадающие с данны
ми формул (23)-(24) pa6oTbi [3]; необходимо только заменить в последних m нар, 
n на m и к на kQ согласно обозначениям настоящей работы. Здесь r, #» ^ — сфе
рическая система координат с центром в точке 0, находящейся на оси x на равном 
расстоянии г0 от точек О\ и O_ i.

Д в у м e p н а я з а д а ч а. К ней мы приходим, рассматривая падение пер
вичной волны Е°, H0, не зависящей от координаты z, у которой E0 = Ez, на беско
нечно длинный магнитодиэлектрический цилиндр с осью z, контур £ поперечного 
сечения которого определяется уравнением

Я = р(<р).

Здесь R, ^, z — цилиндрическая система координат. Искомое поле E, H в областях 
Q+ и б“, которые теперь являются плоскими (Q+ — сечение цилиндра при z = 0, 
a Q~ — внешняя по отношению к Q* часть плоскости z = 0), также не зависит от 
z и его электрический вектор поляризован параллельно оси z (E = Ez). Поместим 
в Q+ две точки Оу и O_ls выбирая их из соображений, приведенных в предыду
щем разделе, и введем две полярные системы координат Ri, y^ и ^_lt <p_ j с цент
рами в этих точках.

Будем полагать, что углы ^?, ^1э ^_j отсчитываются от одной оси x, прохо
дящей через точки Ог и О_х, а начало основной системы координат R, у лежит 
на оси x между точками Ot и О_х так, что координаты этих точек в системе R, ^ 
равны

Я = Яо,^о и ^=^0,^ = 7T
соответственно.

Вспомогательные поля зададим при помощи равенств

(14) f(P)=F/P) = 

(14a) Я<р> = 1

/СОДо

дляобласти Q~ и

ЪЕ(р)

dR±i
HR± = - :-------------------------- ,

1 iwpoR+ j Э^+ j

(15) g(P) = eJP) =

' P \
/|р/2|(ЛЛі)ехр^ - ^! } при p = 0, ±2, ±4,..., 

4p-il/2(^-i)exp^-^y^_^ при р = ±1,±3,±5,...,

(15a) ЛЦ =

Я/р) = 0

'

ibjp dR±i
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для области 2+ . Формулы (4)-(12) сохраняются и для двумерной задачи с той 

только разницей, что в них интегрирование по s должно быть заменено интегри
рованием по контуру £.

Так, равенства (5) и (8a) приобретают вид

/(Е;А; + н;в;)д=Др,
(16) (£> р = 0,±1,±2,...,

f ^CJ + HjDJ)dl=O,
(£)

(16a) f |[E°H(P)]-[E<P>Ho]}nd/ = ap.

(£)
Здесь интегрирование идет по контуру £ рассматриваемого цилиндра, ле

жащего в сечении z - 0, dl — элемент дуги контура jC, n — наружная нормаль к 
поверхности цилиндра (т.е. к £). Векторы A*, В* и т.д. определяются формула
ми (6).

Учитывая поляризацию первичного поля и формулы (14), (15), видим, что 
векторы Е, , A*, C* параллельны оси z, а векторы Hj , B*, D* касательны к кон
туру £. Решения уравнений (16), как и в трехмерном случае, ищем в виде (9). 
Подставляя их в (16) и используя обозначение (7), где интегрирование по s за
менено интегрированием по <£, придем к системе уравнений типа (10), где все ве
личины определяются формулами (11), (12). Вычислим еще значениеяр, а значит, 

и bp (см. (11)); для этого в формуле (86) интегрирование по (sj + s_j) заменим 
интегрированием по окружностям £х и £_х малого радиуса R€, охватывающим 
источники-мультиполи, находящиеся в точках Ох и О_х. Учитывая (14), (14a) 
и определив первичное поле формулой

EQ =Ez =exp[-zfc0^cos(^-^o)L 

найдем для ар значения, тождественные приведенным в формуле (10) работы [3], 
гдеследуетзаменить n^p, к^к0.

Поступило 
28 I1992
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УДК 538.56 M A T E M A T И Ч E С К А Я Ф И 3 И К А

© Я.Н. ФЕЛЬД

ОБ ОДНОЙ КВАДРАТИЧНОЙ ЛЕММЕ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

(Представлено академиком Ю.В. Гуляевым 25II1992)

Наряду с известными квадратичными леммами типа леммы Лоренца [1] 
и сопряженной леммы [2] может быть сформулирована еще одна лемма подобно

го типа, которая, насколько нам известно, до сего времени в литературе отсутствует.
Переходя к выводу леммы, рассмотрим в одной и той же среде два поля 

Ei, Нх й Е2, Н2, возбуждаемые электрическими и магнитными токами с плотностя
ми j 1> ji и j21 j2 соответственно, одной и той же частоты со. Поля эти удовлетворяют 
следующим уравнениям Максвелла:

rotHi=JweEj+h,

rotEj =-ішцЯі -jf,
rot H2 = коеЕ2 + j2,

(2)
rotE2 = -/о)дН2 -j£.

Умножим первое уравнение системы (1) на Н2, а первое уравнение систе
мы (2) на Ht й вычтем из первого второе, после чего получим

H2 rot Hi - Hi rot H2 = zcoeEi H2 + H2j2 - KJ€E2Hi - Hij2

или

(3) div(H!H21 = ZG)e(E!H2-E2Hx) + H2h -Ни2.

Аналогично, умножив второе уравнение системы (1) на Е2, а второе уравне
ние системы (2) на Ei и вычтя из первого второе, найдем

(4) div[EiE2] =zotyz(EiH2 — E2Hi)— E2j^ + Eij£.

Разделив равенство (3) на e, а равенство (4) на д и вычитая из второго пер
вое, придем к следующей лемме:

(5) — divfoE,] - - divtHiH,] =(Ei7T-E2/n-+(Hi72-H2/! ) - .
Д e Д e
Этому равенству можно придать более удобную форму. Для этого умножим 

его на д и используем обозначение р0 = Ѵд/е, после чего оно примет следующий вид:

(6) div[EtЕ2] - pg div[Hx Н2 ] = (Et # - EJf) + pg^J2 - H2ji).

Как следует из вывода, лемма (6), а значит, и (5) справедливы также для
неоднородных сред, когда e и д являются функциями координат точки наблюдения.

Мы будем полагать, что р0 — волновое сопротивление среды — константа. 
Это справедливо и для неоднородных сред, когда их параметры связаны соотноше- 
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нием e = сд, где с - константа. В этом случае от дифференциальной формы лем
мы (6) можно перейти к интегральной.

Действительно, проинтегрируем равенство (6) по некоторой области V, 
ограниченной*  поверхностью^, после чего получим

*Поверхность s может ограничивать V как снаружи, так и изнутри
**Предполагается, что все TOKnj njM расположены на конечном расстоянии.

J ldiv(EiEd - pJ div(H!HdldK= f lBtjf - Ejr + pSO^h -HJj)ldr
(V) (F)

или, используя теорему Гаусса о преобразовании объемных интегралов в поверх

ностные,

(7) JttEiE21-pgIH!H211ds= JlEJ^-EjjppgOljh-^jOldK

(«) (П

Здесь ds я nds, где n - наружная по отношению к V иормаль к s.
Напомним, что лемма (7), в отличие от дифференциальной леммы (6),полу- 

чена при условии, что p0 = const. Представляет интерес частный случай леммы (7), 

когда V = Ис» — все бесконечное пространство, а ограничивающая его поверхность 
s - бесконечная сфера. При этом поверхностный интеграл в равенстве (7) обращает
ся в нуль, так как в дальней зоне**

Еі=Ро[Ніп], Е2=Ро[Н2п] и [£1E2]ds = Po[HiH2]ds,
а лемма (7) принимает вид

(8) ЛЕЛ2д-Е2#М(Ни2 -HJOldK=O.

(г«)

Полученную лемму (7) имеет смысл называть третьей квадратичной леммой 
электродинамики в отличие от известных - Лоренца и сопряженной.

Найденные леммы (7) и (8) могут быть использованы для нахождения новых 

теорем взаимности, решения краевых задач и т.п.
Так, например, рассмотрим два электрических диполя с моментами

1 1
Pi : Л<Иі> p2 “ 7 Л<н2,

zco ш

где Д, І2 - токи, a dli9 dl2 - их длины. Будем также предполагать, что p0 = const 
в К». Применив ко всему пространству Коо лемму (8), найдем

(9) Z2H1dl2=Z1H2dl1 или Р2Ні=РіН2.

Здесь Hj — магнитная напряженность, создаваемая первым диполем в точке нахожде
ния второго диполя, а Н2 — напряженность, создаваемая вторым в точке нахожде
ния первого. Если ввести понятия наведенных магнитодвижущих сил, равных

(10) af = Hjdii, *̂  = н^ц,

то теорему взаимности (9) можно записать в виде

(9a) /2&^=/j&f,'

Подчеркнем, что токи здесь относятся к соответствующим диполям в режиме 
передачи, а наведенные магнитодвижущие силы - в режиме приема.

Теорема взаимности в форме (9a) справедлива также для любых конечных 
антенн, если фигурирующие в ней токи и наведенные магнитодвижущие силы счи
тать отнесенными к клеммам соответствующих антенн.
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Аналогично, для двух магнитных диполей с магнитными моментами n^ 
и ш2 из леммы (8) следует:

(11) m2Ei=mjE2.

Если один из диполей, например, первый электрический с моментом pj, а
второй магнитный с моментом m2, то из леммы (8), получим:

(12) mjEi=pJpjHj,

где Ei - напряженность, создаваемая первым диполем в месте нахождения второ
го, а Н2 — напряженность, создаваемая вторым диполем в месте нахождения 
первого.

Применим еще лемму (7) для решения краевых задач. Рассмотрим внешнюю 
краевую задачу — нахождения поля E, H в бесконечной области Vе, ограниченной 
изнутри замкнутой поверхностью s, внутри которой находятся все источники поля 
E, H. В области Vе будем полагать p0 = const, а внутри s среда может иметь пара
метры ds Д являющимися любыми функциями координат. Введем еще вспомогатель
ное поле e, h, при расчете которого будем считать p0 = const во всем пространстве 
и равным Po заданному выше в области Vе. Источником поля e, h будем считать 
магнитный диполь с моментом m, расположенный в точке наблюдения q области Vе, 
Применим лемму (7) к полям E, H и e, h в области Vе. Так как в последней имеет
ся единственный источник — диполь в точке q, то из леммы (7) сразу следует:

(13) mE(^) = — f {[Ее] - pJ [Hh]} ds (Z*dl = zcjm).
ІО) (s)

Здесь ds направлено внутрь поверхности^. Поскольку направление вектора шможет 
быть любым, то формула (13) определяет вектор E в любой точке области Vе через 
значения тангенциальных составляющих E и H на s. Если при расчете поля e, h по
верхность s считать идеально проводящей, то формула (13) сведется к следующей:

Po(14) mE(fl) = -— J [Hh]ds,
ZCO (j)

так как [en] = 0 на s. Таким образом, формула (14) дает решение второй краевой 
задачи электродинамики [3]. Если при расчете поля e, h поверхность s полагать 
идеально магнитопроводящей, то формулу (13) можно записать как

(15) mEfa) = — f (EeJds,
lCD (s)

так как при этом [hn] = 0 на s и формула (15) давала бы решение первой краевой 
задачи [3]. Для нахождения вектора H нужно заменить магнитный диполь с момен

том m электрическим диполем с моментом p, после чего получим, используя лем
му (7), аналогичные формулы для H.

Можно также получить лемму, сопряженную с леммой (6), если полагать 

e и д вещественными. Для этого следует заменить систему (2) комплексно-сопря
женной с ней и, повторив все действия, проведенные выше при получении леммы (6), 
найдем, mut. mut.,

(16) divlEjEJ] +pSdiv(HiHn =(ЕиГ- EJjJ*) + pgOI2h - HJJ).

Здесь звездочка — знак комплексного сопряжения.

323

892



Как и выше, можно перейти к интегральной лемме типа (7), если в рассмат

риваемой области V волновое сопротивление среды p0 = const. Так, проинтегриро
вав равенство (16) по области V, ограниченной поверхностью s, получим

/HE,E'S) +p2(HtHJHds = /lEjr-Ejjf+pgOKji -HjnidK.
(S) (Г)

Поверхностный интеграл в этом равенстве не исчезает при стремлении s к бес
конечно удаленной сфере, поэтому лемма типа (8) в рассматриваемом случае не 

имеет места.

Поступило 
5 III 1992
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УДК621.396.67.01

© 1993 г. Я.Н. Фельд

ТЕОРЕМЫ И ЗАДАЧИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

Для нестационарных широкополосных процессов получены квадратичные лем
мы, аналогичные лемме Лоренца. Приведены теоремы взаимности для электричес
ких и магнитных диполей, а также для конечных антенн. Дано решение первой, 
второй и медленной граничночіачальной задач.

ВВЕДЕНИЕ

Роль и значение широкополосных сигналов в радиотехнике и электродинамике 
хорошо известны. Обычно такие процессы изучают путем сведения их к конечной 
или бесконечной сумме чисто гармонических колебаний. Прохождение каждого 
такого колебания через соответствующие устройства исследуют в отдельности с 
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последующим суммированием результатов. Однако представляет несомненный 
интерес получение общих теорем и методов решения краевых задач, применимых 
непосредственно к нестационарным, неустановившимся, негармоническимпроцес- 
сам, которымв последнее время посвящено большое число работ.

В данной работе изложены некоторые подобные теоремы и методы. При этом 
использованы неоднородные уравнения Максвелла.

1. КВАДРАТИЧНЫЕ ЛЕММЫ, ЯВЛЯЮЩИЕСЯ ОБОБЩЕНИЕМ
ЛЕММЫ ЛОРЕНЦА НА НЕГАРМОНИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ

Рассмотрим в одной и той же среде два различных электромагнитных поля, воз
буждаемых различными системами токов. В общем случае среду будем считать 
дисперсионной, изотропной и неоднородной. Все величины, относящиеся к перво
му полю, будем отмечать индзксом ”1”, а ко второму - индексом ”2” Мгновен
ные значения векторов полей удовлетворяют уравнения Максвелла.

Преобразованные по Фурье векторы поля обозначим теми же буквамр с тиль
дой. Так, например, преобразованный по Фурье электрический вектор£ обозна- 

A* .
чен черезУГ и связан с ним соотношением

(1) E=—fEe~ia}tdt.
2я «

—^
Если вектор E является функцией пространственных координат и времени t, то 

3.
вектор E - функция пространственных координат и угловой частоты со.

Обратное преобразование имеет вид

(2) E = f Ee^*du 

и выражает электромагнитный процесс с произвольной зависимостью от времени t 
через сумму чисто гармонических колебаний. Аналогичная связь имеет место и 
для всех остальных векторов поля. Умножив уравнения Максвелла, которым 
удовлетворяют векторы поля на е~іа)Т/2л и проинтегрировав nocfr в интервале 

-°°<Г<00, убедимся, что преобразованные по Фурье векторы поляудовлетворя- 
ют известным уравнениям Максвелла для гармонических колебаний частоты со. 
Важно отметить, что для гармонических полей связь между векторами индукций и 
напряженностями поля задается при помощи € и д, которые являются скалярны
ми величинами также для дисперсионных сред. Поэтому для таких полей выполня
ется хорошо известная лемма Лоренца [1]. Следовательно, на основании сказанно
го вышеонавыполняется также для преобразованных по Фурье векторов иимеет 
следующий вид:

(3)
^ 4 *> ± _+

f |[ЕЬ H^-lE,,H^ds 
(*)

r Ь Ь Ь ±
f (J,E2 -J2E,)dV 
(О

Здесь V — область, ограниченная замкнутой поверхностью s, a ds = nds, где n — 
единичный вектор (внешний по отношению к области V) нормали к s. При этом 
для сокращдния з^іиси мы ограничились только чисто электрическими токами 
плотностью/j и J2 для соответствующих полей. Обобщения на случай наличия 
также магнитных токов очевидны.

Перейдем от равенства (3), справедливого для преобразованных по Фурье ве
личин, к соответствующему равенству для мгновенных значений векторов поля и 
токов. Для этого умножим равенство (3) на eluJt а затем проинтегрируем по

1 Предполагаем, что все написанные ниже интегралы сходятся. 

39

896



dco от co = —°° до co = °°. В результате получим

(4) 7 f [ [Fl H2 ] - [Я H, ] I dseішЧь> =

-°° (s)

oo A^ A A A
= f f (Z^2 -^2Ex)dVe^d^.

-~(K)

Преобразуем один из входящих в это равенство членов, например первый, стоя
щий справа. Прежде всего поменяем в нем порядок интегрирования:

(5) 7 f \ E2 dVe^*du =

-» (Ю

= f dV f J^e^*dG2,
(Ю

А^ ->
а затем перейдем от вектора/х к Jx при помощи формулы типа (1), заменяя 

при этом в последней переменнуюинтегрирования t на т:

7 71Д e^dM = — 7 Z17 Кеіш(і-Т) x

_ oo 2я — °° — °°

1 7 ~* ~+
X dco \ dr =------- f Ji (т)Е2 (t - T)dr.

2я -oo

При этом мы опять поменяли порядок интегрирования по переменным со и т, 
использовали формулу типа (2) и явно обозначили зависимость мгновенных 

векторов от времени.
Подставляя полученное выражение в формулу (5), находим

(6) ffjJbdVe^*du=-fdVX
-»(Г) 2я (V)

X f Ji (т)Е2 (t - T)dr.
_ oo

Аналогичнбе преобразование можно провести и в остальныхчленах равенства (4), 

и вновь поменяв порядок интегрирования, получим

(7) f dr f {[£і (т)Я2 (t - г)] -
_ oo (*s)

- (F2(7)^(r-7)ll* = f dT f (J,(T) X

-oo (F)

X E2(t-T)-Z(r)Ex(t-T))dV.

Как легко видеть, в этой лемме можно поменять местами аргументы в каждом 
из членов.

Напомним, что всюду явно выписываем только зависимость векторов от вре
мени. Зависимость от пространственных координат предполагаем, но явно не от
мечаем.

Особый интерес представляет частный случай леммы (7), когда все источники
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полей включаются в конечный момент времени, например при t = 0. При этом

илемма (7) принимаетвид

(9) f dT f { [Д (Г)Я2 (Г - 7>] _ [Д (7)^ (Г -

0 (s)

— 7)]J ds = fdr f ^i(r)E2(t-T)-72(T)Ei(t-T))dV. 
О (Ю

Леммы (7) и (9), как следует из их вывода, справедливы для любой неоднород
ной, изотропной среды при наличии временной дисперсии, когда параметры среды 
являются также функциями частоты.

Уравнения Максвеллаинвариантны относительно замены

(10) E ^ H, H ^ -E, D + В, В ^ -D,
~^ ~^и ~^и ~~*J ^J*, J* + -J,

поэтому, проведя подобную замену, например в лемме (9), найдем

(11) f dT f { [Д (Т)Я2 (t - 7)] - [£2 (7)Я, (Г - 

о (j)

- 7)] I ds = - / dT f иЧ(т)Н2 (t - т) -
о (Ю

-J^(7)^(Z-7))dK

~^Lt ~^м
Здесь/у и J*i- плотности магнитных токов, возбуждающих соответствующие 
поля.

Уравнения Максвелла линейные, поэтому при наличии как электрических, так 
и магнитных токов в леммах (9) и (11) левые части сохраняются, аправые сос
тоят из суммы выражений, написанных справа в формулах (9) и (11) с соответ
ствующими пределами интегрирования по dr.

Леммы, аналогичные (9) и (11), впервые получены в работе [2].

Если под областью V понимать все бесконечное пространство Ко, то ограни
чивающей ее поверхностью s будет бесконечно удаленная сфера. Если все токи, 
возбуждающие поля, находятся на конечном расстоянии от начала координат и 
для них выполнены начальные условия (8), можно утверждать, что поля вне не
которой конечной сферы вследствие конечной скорости их распространения от
сутствуют при т < t. Поэтому, если V = К», поверхностные интегралы в леммах 
(9) и (11) пропадают и леммы принимают следующий вид:

(9a) f dT f (j\ (7)E2 (t - 7) -J2 (7)Ei (t - T))dV = 0
6 (И-)

И

(lla) fdT f (j^(T)H,(t-T)-jUr)H!(t-T))dy=O.
о (К«)
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2.ТЕОРЕМЫ  ВЗАИМНОСТИ ДЛЯ ДИПОЛЕЙ И КОНЕЧНЫХ АНТЕНН 
В СЛУЧАЕ НЕГАРМОНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ

Начнем рассмотрение с теоремы взаимности для двух электрических диполей с 
моментами pl и p^ ■ любым образом расположенных в пространстве и возбуждаю- 

—> “^ ““► -^
щих поля Ei, Hi и Е2, Н2 соответственно. Будем полагать, что эти поля и момен
ты удовлетворяют начальным условиям типа (8). Тогда, применив лемму (9a), 

получим

(i2) hA(T)E2a-r)jZi-/2(T)F!a-T)4iJT=o.

0

Здесь /х и І2 - полные токи диполей в режиме передачи, a dl{ и dl2 -ихдлины. 
^ ->■

Векторы Е2 и Ei следует брать в точках нахождения первого и второго дипо
лей соответственно. Если учесть очевидные соотношения

^ bpx ^> Эр2АЛі = т2- ; i2di2 = -— ,
07 07

то равенству (12) можнопридатьвид

f
0

Эрі(т)

Эт ’
£i (t - 7)d7.

Интегрируя его по частям, с учетом начальных условий типа (8) получим 

7- fPi (т)Ё2 (t - r)dr = ^-fP2 (r) Ё2 (t - r)dr. 

bt 0 bt 0

Отсюда сразу следует равенство

(13) f Pi (т)Ё2 (г - т) dr = f р2 (т) Ei (Z - т) dr,
0 0

где Е2 (£і) следует брать в точке нахождения первого (второго) диполя. Это и 
есть искомая теорема взаимности для электрических даполей при любыхзаконах 
изменениях их моментов во времени, удовлетворяющих начальным условиям 

P1(O = P2(O = 0 при t < 0.

Представляет интерес придать теореме взаимности (12) еще один вид. Для этого 

введем обозначение

(14) &^Xt) = Ej(t)dit и &W(t) = E^t)dh.

Здесь &(D(&(2))- ЭДС, наведенная вторым (первым) диполемнапервый (вто- 

рой), когда первый (второй) работает в режиме приема, а второй (первый) в ре
жиме передачи. Используя обозначение (14), придадим лемме (12) следующий 
вид.

t t
(15) //і(т)2(1)(г-т)г/т = J72(T)£<2)(Z-T)dT.

0 0

В таком виде теорема взаимности справедлива как для электрических диполей, 
так и для любых конечных антенн. В последнем случае токи и ЭДС измеряются 
на клеммах антенн, а сама теорема справедлива при любых сопротивлениях прием
ников и генераторов, подключаемых к антеннам в соответствующих режимах.

Подчеркнем, что в (15) нижние индексы ставим у величин, относящихся к ан
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теннам в режиме передачи, а верхние — в режиме приема. Прямое доказательство 
теоремы (15) для любых антенн дано в работе [3] и базируется на преобразова
ниях типа (8), примененных к теореме взаимности, справедливой для чисто гар
монических колебаний [4].

Теорема взаимности для двух магнитных диполей с моментами^ и т2 может 

быть получена в результате использования леммы (11) или путемприменения пе
рестановки (10) непосредственноклемме (13); в результате найдем

r _> t ^>
(16) fm^T)H2(t-T)dT= frn2(T)Hi(t-T)dT.

0 0

Если поле Ei, Н{ возбуждается электрическими токами, а поле Е2, Н2 - магнитны- 
ми,тоизлемм(9)и(11)приК=Коо следует

fdr f (J1(T)F2(t-T)^(T)^(t-T))dV=O.
0 (Ѵж)

Выбирая электрический ток в виде диполя с моментом pJ, а магнитный - в виде 

диполя с моментом т2, получим, учитывая размеры диполей и переходя от токов 
к моментам, следующую теорему:

(17) f Pi (т)Е2 (Г - т) dr = - f т2 (т)Нг (t - r)dr.
0 0

Все теоремы этого раздела справедливы для любых неоднородных изотропных 
сред при наличии временной дисперсии; в них под интегралами можно менять мес

тами и аргументы в сомножителях.

3. ГРАНИЧНО НАЧАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

Первой гранично-начальной задачей электродинамики (ГНЗЭ) [5] называется 

задача, при которой требуется определить для момента времени t = т (т - текущая 
координата времени, t — произвольное фиксированное время) электромагнитное 
поле в области К, ограниченной замкнутой геометрической поверхностью^, по сле

дующим данным.
1. На поверхности s задана тангенциальная составляющая электрического векто- 
^

раЕг дляО <т <Г.

2. В области V заданы значения вектров поля

(18) E = ^,H=Hz прит=0.

3. Если внутри V имеются источники поля, то они должны быть заданы.
4. Если область V простирается на бесконечность, то необходимо потребовать, 

чтобы все источники поля находились на конечном расстоянии и существовала для 
каждого момента времени t конечная сфера, вне которой поле отсутствует.

Аналогично формулируется также вторая ГНЗЭ с тем лишь отличием, что в п. 1 
фигурирует не электрический, а магнитный вектор.

—>•
И если на части sj поверхности s задана напряженность£г, а на остальной части 

^
s2 &MamHf' то эту задачу называют смешанной ГНЗЭ.

В данном разделе предполагаем, что дисперсия отсутствует и векторы индукции 
-> ->■ “^ ->• 

связаны с напряженностями поля соотношениями (18a) D = eE и В = дЯ, где e и 
Д могут зависеть от пространственных координат и не зависят от времени.

Эти задачи на основании теоремы единственности имеют однозначное решение.
Для решения указанных задач используем лемму типа (9), предварительно 

обобщив ее на случай начальных условий (18).
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Для этого рассмотримдваполя:Е,.А/и£’^1\Я'^1\возбуждаемыхэлектричес- 

кими токами J, J^ соответственно, изменяющимися по любому закону во вре

мени. В связи с отличием начальных условий (18) от нулевых условий (8) удоб
нее перейти от мгновенных значений векторов поля к преобразованным по Лапла
су, обозначая последние теми же буквами с тильдой. Так, например,

(19) E = f Ee~pTdr.
о

Обратное преобразование, как известно, имеет вид
__^ I a + i oo Д

(19a) E -—— f Eeprdp при т> 0,
2я/ а — і°°

где а выбираем так, чтобы все особые точки подынтегральной функции располага
лись левее прямой Rep = а. Аналогичная связь имеет место и для остальных векто
ров.

Уравнения для векторов с тильдой, которые называются изображениями, полу
чаем из уравнений Максвелла для мгновенных значений векторов поляпутемум- 
ножения последних на e~prdr с последующим интегрированием от 0 до °°. В pe- 
зульт^теимеем ^ л л л л

rot^ = -Do + pD+J', rotH^ = -D^+pD^+^^,

(20) , ^ ^ $ ^zn лн \п
[rot£' = Bo-pB;rotE<1)=B(J)-p^(1).

ЗдесьД),Л^Р иД),5ф -значениямгновениыхвекторовиндукцийприт=0, 

т.е. в начальный момент времени.
Из равенств (18a) и формул типа (19) следует аналогичные соотношения для 

изображений:
(20a) £ = е£ Z^) = eih1), І = дД %^=pti^.

Учитывая последние, из уравнений (20) можно получить подобно тому, как это 
сделано для гармонических колебаний, лемму типа Лоренца для изображений:

(21) div[Ftf(1)] - div[F(1)^]=JF(1)-J(1)£-Do^(1) +

+ D^E + BOH(V>-BO(V>H.

Интегрируя это равенство по области Ки используя теорему Гаусса-Остроградс- 
кого, найдем интегральную форму леммы для изображений:

(22) f |[£Я(1)] - [E(v>H}\ds = f (JE^-J^E-DoE^ +
(s) (V)

+ D^E +В,№ - B^H)dV.

Перейдем теперь от изображений к мгновенным значениям векторов поля. Для 

этого умножим равенство (22) на---------- ept dpn проинтегрируем от а — і°° до a +
2лг

+ z°°. Меняя местами порядок интегрирования и применяя теорему о свертке, по
лучим

(23) fdr f UE(t - т)Я(1)(т)] - 1£(1)(т)Я(г - т)]| ds =
о (5)

= Jdr J (J(r-r)/O(r)-y(^(r)/(r-r))dF+ / lD^E(t)-

0 (Ю (И

-DoE(i\t)+Bj^'\t)-BtyH(t)\dV.
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Поскольку EQ, tiQ заданы (см. (18)), то и векторы Д = eEQ, BQ = pHQ известны, 
это же Относится и к полю с индексом (1). Таким образом, полученная лемма
(23) учитывает ненулевые начальные условия типа (18) для обоих входящих в 

нее полей.
Подобная лемма в дифференциальной форме, найденная в результате перехода 

от равенства (21) для изображений к равенству для мгновенных значений полей, 

впервые получена в работе [5] в предположении, что в области V токи отсутству
ют.

Перейдем теперь к решению первой ГНЗЭ в области К, ограниченной поверх- 
~^ ~^ —^ (1 ^ ~^ (1 ^

ностью s. Искомое поле обозначим через E, H, а под E K), H UJ будем подразу
мевать вспомогательное поле, возбуждаемое электрическим диполем с моментом 
р\ помещенным в точку наблюдения q. Ориентация диполя не зависит от време

ни. Будем также предполагать, что поле E ^\ H^ и p^ удовлетворяют следую- 

шдл условиям:

1) E^ =H^ =0 при t =0 внутри V;

2} Et^1^ = 0 на s при t > 0,

здесьЕ (p — тангенциальная составляющая вектораЕ ^1^,

(1,т>0, ,
3) Р(т) = p (T)=6(r + 0),

( 0, т<0,
где 6 (т) — дельта-функция Дцрака.

^ —>
Искомое поле E, H будем считать удовлетворяющим начальным условиям 

(18), в которых векторы EQ, HQ заданы в области К, а тангенциальная составляю- 
-> ->

п ая Ef вектораЕ задана на поверхности s для интервала времени 0 <т <г.
Применим лемму (23) для только что введенных полей. Однако учитывая, что 

поле E (x \ H^ в точке q' областа V обращается в бесконечность, исключим пос

леднюю при помощи бесконечно малой сферы s0 с центром в q. Область внутри 
So обозначим через И0. Тогда, используя условия 1,2 дляполяЕ^1), H^ , прида

дим лемме (23) следующий вид:

(24) fdr f [E(t- r)H^(r)Jds - Jdr f {[£(/-
0 (j) 0 ($0 )

- т)Я(1)(т)]- [Е^\т)Н(і-т)]} ds =fdr f J(t-
o (И-Г0)

-T)E^(r)dV+ f lBoH<l4r)-Do£(1)(OW^.
(У-Ѵо)

Здесь в обоих поверхностных интегралах вектор ds направлен в сторону внешней 
по отношению к К и Ѵ0 нормали к поверхностям s и s0-

Переходя в равенстве (24) к пределу, когда сфера s0 стягивается к точке 
q', a V — К0 ~* К, найдем

(25) lim Jdr / П^(1)(^Я(Г-т)]-[/(Г-т)Я<1>(т)]|Л =

*o ^ Ч' о (JO )

= -fdrf [E(t- T)H^4T)lds + fdT fJ(t-T)E^(T)dV +
0 (f) 0 (К)

+ / lBo(t)H^Xt)-DoE^(t)ldV.
(Ю
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Здесь, как это слудет из вывода, объемные интегралы необходимо понимать в 
смысле ’’главного значения” Коши. Вычислим теперь предел интеграла, стоящего 
в левой части равенства (25). После несложных выкладок, при которыхисполь- 
зованы формулы для поля диполя в ближней зоне, а также соотношения типа 

f E^H^ds = fE^rode Ун^зіпѲг^ =

(So ) о о

= Trrlf E^(Jp + ^^)sin20d0,
0 ot

вытекающие из уравнений Максвелла (r0 — радиус сферы s0)^ получим (см. при
ложение)

(25a) lim fdrf |![£(1)(т)Я(Г-т)]-[Л(Г-т)Я(1)(т)]]Л =
$о ^4 о (г0)

= Ер (t, q') - ~~Ер (0, q') + ^- fjp(r, q')dr.

3 Зе о
f ~^ ~+

Здесь Ep(t^ q ) означает проекцию вектора E на направление момента p вспомо
гательного диполя, причем в отличие от остального изложения явно отмечена за
висимость Ер не только от времени, но и от точки наблюдения q\ такой же смысл 
имеет обозначение/р(т, q'Y При выводе использовано также условие 3. Подстав
ляя полученное значение предела в равенство (25), найдем

(26) Ep(t,q') = ]drS (^(*)(7)F(r_7))^+//j(r-

0 (s) 0 (К)

-7)/(*)(7)dK +^-Fp(O.Q')-2-Jjp(r,*7')dr +

3 Зе о

+ f lBoiF(1)(0-DoE(1)(t)|d7npHt>O.
(Ю

Заменив вспомогательный электрический диполь магнитным с моментом m и 
векторами создаваемого им поля Е&\ Н^2\ удовлетворяющими тем же ус

ловиям 1-3, что и в случае электрического диполя, аналогично предыдущему най
дем

(27) Hm (t, q') = f dT f [Е(і - 7)^<2>(7)] ds + ^-Нт (0, q') -

о (j) 3

-/d7 / "j(t-r)E^(T)dV-j \BoH^\t)-DoE^\t)\dV.
о (П (Ю

x 1 '
В формуле (27) отсутствует член типа------------SJp^^Q)dr. фигурирующий в

Зе о
(26), поскольку мы предположили, что в рассматриваемой области Котсутствуют 
магнитные токи,возбуждающие искомое поле.

Так как местонахождение вспомогательных диполей и направление их момен
тов могут быть любыми, формулы (26)и(27) дают решение задачи определения 

поля по заданным граничным и начальным условиям.
Метод решения второй и смешанной ГНЗЭ остается тем же с тем лишь отличи

ем, что в сручае второй задачи в граничном условии 1 вектор E^ заменяется 
векторомЯ*1).
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Поверхностный интеграл в формулах (26) и (27) при этом заменяется следую

щим:

±fdrf [E^’2\T)H(t-T)]ds,
о (!)

где ”+” соответствует формуле (26), а ”—” — формуле (27).

В случае смешанной задачи условие 1 заменяется следующим:
на части st поверхности 5 равна нулю напряженность Ё<}> , а на остальной час

ти s2 поверхности s (s = s i + s2) равна нулю H ф . Такой жв вид имеет условие 1 

дляполяУГ <2\ tf(2).

Условия 2 и 3 остаются прежними. При этом, как легко сообразить, поверхност
ный интеграл в формулах (26) и (27) заменяется следующим:

+ fdr(f [rf<1,2)(T)£(t-r)]ds + f [£^112\т) X 
о (Sj) (s2)

x #a-r)]j5i,

где ”+” соответствует формуле (26), а ”-” — формуле (27).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Вычислим прежде всего внутренний интеграл, стоящий в левой части форму
лы (25) :

(П.1) A=f UE<l>(T)H(t-T)]-[E(t-T)H<‘4T)Bds =
(іо)

= f {E 9> (т)Я/г _ т) _ Eg (t - т)Я<;) (т),} ds =
(*o)

= / Е^\т) [ /X(f - T) sin Ѳ . rod*]rode - f Я<;> (7) [ f*Ee(t - 

0 о 0 0

- r) sin Ѳ • rod^]rQde.

Здесь r, Ѳ, <p - сферическая система координат с центром в точке q' и осью, совпа
дающей с направлением момента диполя p.

Интегрирование проводим по поверхности бесконечно малой сферы s0 радиу
сом г0 с центром в точке q'. Поэтому, используя первое уравнение Максвелла и 
теорему Стокса, получим для внутреннихинтегралов последней формулы следую* 
щие выражения:

2тт
f H^t - 7)sinfl • rgdy = yp(t - 7) +D'p(t - 7))7T7o Sin20,
0

2я
/ Ed(t - r)sin0 -rQdip= -sin20£p(r - т)2яг0, 
о

где компоненты полей и тока, стоящие в правых частях, следует брать в точке q.
Подставляя эти значения в предыдущую формулу, найдем

(П.2) A = f Е^1)(т) [Jp(t - т) iD'p(t - т)\лг% sin20 dQ +
о

+ / ^^(T)f'p(r-T)2nrosi^0d0.
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Выпишем главные члены компонент Е^пН^з окрестноститочки?': 

(П.З) fF^^(r) = (1/4тге) (sin0/rg)p(r),

1H У * (т) = (1/4 7irl) sin0 p (т).

Члены порядка r"l и r"o в выражении для E ^1^ и порядка r"J для Я^^про- 

падут при переходе к пределу в формуле (25).
Подставляя значения (П.З) в равенство (П.2) и интегрируя пос?0,атакже учи

тывая, что все компоненты полей и тока относятся к точке q' и являются при этом 
постоянными, найдем

(П.4) A =p(T)/3eJ Jp(r - т) +Dp(t - т) }+(2/3)p'(t)Ep (r - т).

Интегрируя полученную формулу по dr от т = 0 до т = t и учитывая условие 3 
для p, имеем

Um /Лб?т=1/ЗеЬр(т>/7+Яр(0-(7з)Яр(0).

$0 ^Q' о 0

Таким образом, учитывая обозначение (П.1) равенство (25a) строгодоказано.
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА

1993 Вып. 7

Электродинамика и распространение радиоволн

УДК 621.396

Л.С. Бепепсон, Я.Н. Фельд

НЕКОТОРЫЕ НОВЫЕ КВАДРАТИЧНЫЕ ЛЕММЫ 
ДЛЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ

Приведен ряд новых квадратичных лемм, являющихся обобщением 
обычной и сопряженной лемм Лорентца на случай полей несовпадающих 
частот, возбуждаемых своими источниками в средах с различными мате
риальными параметрами, а также записанных для произведений одноимен
ных (а не разноименных, как обычно) векторов полей. Приведен ряд при
меров практического применения подобных лемм.

ВВЕДЕНИЕ

На практике широко применяются квадратичные соотношения, связывающие 
векторы двух электромагнитных полей. В частности, для установившихся гармо
нических процессов известны комплексная теорема Пойнтинга [1], лемма Лорент
ца [2] и сопряженная лемма [3]. Эти соотношения записаны для полей одинако
вых частот, возбуждаемых своими источниками в одной и той же среде. Послед
ние две леммы нетрудно обобщить на случай полей разных частот, заданных в 
средах с различными материальными параметрами. Приведем эти новые соотно
шения для изотропных сред при временной зависимости exp(/coz).

1. ОБОБЩЕННАЯ ЛЕММА ЛОРЕПЩА

Пусть поля ЕІ,Н1 частотой 0)j и Е2Н2 частотой со2 возбуждаются в средах 
соответственно с параметрами еьЦі и Е2, Ц2» в общем случае комплексными и 
изменяющимися от точки к точке. Записывая уравнения Максвелла для этих по

лей с источниками Jx, J^ и J2, J^2.

(la)

(16)

rot/7j = і^1г1Ё1 + 7И 
rotEj = — icOjp.jA/j — 7ц!;

(2a) гоШ2 =fco2E2E2+J2,

(26) r0tE2 — — /С02Ц?^2 — ^ц.2

иумножаяуравнение (la) на E2, (2a), на Elt (16) на Н2, (2a) на Н}, составим из
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полученных выражений комбинации вида Hi rotEk - Ek rolHi = div(E*7^J:

(За) div[Ej//2] — — (72Ej + ^1^2) — ^(cO2E2^1^2 + С0іШ^і^2),

(36) div[f2Wi ] = - (7^2 + 7g2/7i ) - /(WjEjEjEj + й)2Ц2^1^2)-

Интегрируя эти равенства по области V, ограниченной поверхностью S и вклю
чающей источники полей, получим интегральные соотношения

(4a) J [Efl^ds + I (72Д + 7и1/у2) dV =
5 V

= — і J (oo2£2EjE2 + С0іЩ//]7/2) dV, 
v

(46) J [Ё2Щ ] ds + f (JXE2 + \2Hx)dV =
S V
= - i j (co^E^ + W2H2^1^2)dV,

V
—> 

где ds = nds\ n - нормаль к S, внешняя по отношению к V.
Вычитая из равенства (4a) равенство (46), а также складывая их, получим два 

равноправных выражения:

(5a) f {[ЁХН2] - [Ё2НХ]} ds - J {(ЛЕ2 - J2E,)- 
s V

-U^-J^H,)} dV = Ix,

(56) J {[E^l + tE^D^+f {(7^2+7^) +
S V

где

+U^2+W1)) dV = I2,

(6a) h=if {(C01E1-W2E2)^1^2+(“2H2-W1y.i)W1W2)<(V,
V

(66) I2 = -i J ((WjE! + co2E2) Ё1Ё2 + (“1U1 + С02ц2) #A) dV.
V

Соотношения (4) и (5) специально записаны так, чтобы их левые части сохра
няли свой вид, независимо от частот полей и параметров среды. Равенство (5a) 
является обобщением известной леммы Лорентца и переходит в нее при C0j = 
= c02 = со, £] = е2 = £, Hi = Ц2 = Ц- Равенство (56) даже при этих же соотно

шениях, когда 72 = _2zco/ (&xE2+^HxH2)dV, досих пор не записывали.
v

Равенство Ц = 0 справедливо и в случае полей в невзаимных средах, если 
COj = С02» а элементы тензоров диэлектрической и магнитной проницаемостей 

(ik) (ki) (ik) (h) _._ _
связаны соотношениями e2 = e i > Ц 2 = P 1 [4]. Если же при Ei = £2 = £,

Hi = H2 =- ц имеем C0j * сэ2, то

(7a) Ц = i(^ - CO2) J ^ЁХЁ2 - »НХН2) dV,
v

(76) I2 =-z'(G)! +й)2) / {tExE2+^HxH2)dV.
v
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2. ОБОБЩЕННАЯ СОПРЯЖЕННАЯ ЛЕММА

Сопряженную лемму, обобщенную на случаи «! / од2, ^ * е2, ц1 ^ ц2> полу

чим, умножая равенства (la) и (16) на E^H^ а равенства, комплексно-сопря

женные равенствам (2a) и (26), - на Ех и Нх соответственно. После аналогичных 
преобразований, как и выше, получим

(8a) J [Дя^] ds + j (Г2ЁХ + J^Hz) dV = 
s v

= i J (а2г2ЁхЁ2 -^xiixH2)dV,
V

(85) f [£’/<] ds + f (^Ё’ + J*2Hx)dV =
S V

= —zJ (й)|£і^|^2—&2^2HxH2)dV,
v

а также

(9a) J {[Дя’1 + [Ёг’М ds+ J {(Л*Ё2* + Л’Д) + 
s v

+(J^+J^H,))dV = I,,

где

h = i J {(w2E2 - WjE,) Ё]Ё2 + (СО2Ц2 - ®іИі) WjWj) dV, 
v

(96) / {[Д Н2] - [Ёг’Яі]} ds- J {(ЛЁ2 - Л‘Д) -
s v

-(/цЛ’-У^і)} dV = I4,

где

Ц = i J {(»2^2 + ^і)ЕхЕ2 - (CO2U2 + ©1Ц1)Я1«2) dV.
V

„ • ст • ан
При Еід = £ ~ i-------» Ui,2 ~ Ц “1------- и o)2 * ©1 имеем

Ш1.2 ’ wl,2
(10a) /3 = і(со2 - £0і) f (£ЁіЁ2 + цДя2) dV - 

v

-2J &ExE2+<sHxH2)dV,
v

(Юб) Ц = і(со2 + coJ J №ХЁ2 -^НХН2) dV,
v

а если, кроме того, co2 = й)і = со и, следовательно, e2 = Еі» Нг = Ці> то

(На) /3 = -2 J (аЁхЁ2 + 0 HXH2) dV,
V

(116) /4 = 2/со J (еД^-цЯ^*) dv-
v
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Если же в последнем случае о = оц = 0, т.е. потери в среде отсутствуют, то 
/3 = 0 и равенство (9a) принимает вид обычной сопряженной леммы. Равенство 
(96) даже в простейшем варианте (т.е. при /4 в виде (116)), так же как и (56^
ранее не записывали.

3. БАЛАНС ВЗАИМНЫХ МОЩНОСТЕЙ ДВУХ ПОЛЕЙ

Если комплексную теорему Пойнтинга записать для суперпозиции двух полем: 

E - Ex + E2, H = ^i + Нг (считая при этом, что CDi = co2 = ^, £i = £2 = £, Hi = 

= ц2 = И» a потери в среде отсутствуют), то получим соотношение (см. [2]) 

(12) J {[Ё& ] + [Ё2н[ ]} ds+ J {(Л*Е2 + Г2ЁХ) +
s v

+(7Ц1Я2 + ^И2^Г)) dV = 2uoRe J (eE^2 ~V^HxH2)dV
v

или, отделяя вещественные и мнимые части, два равенства:

(13a) ReJRE^l + &H^ds =
s

= - Re J {(Л*Е2 + KE) + (7gl/72‘ + 7И2^Г)) dV, 
v

(136) ImJ aEj^*l + tE^JJ^ = -ImJKJfEj + J^O +
5 V

+ (7Ц1Я2 + 7g2tff)) dV + 2coRe J (£ЁгЁ2 -рЯ^) <*Ѵ,
v

которые можно назвать балансами активных (13a) и реактивных (136) взаимных 
мощностей двух полей. Учитывая, что

RetE^i 1 = Re[E2Hf], Re(7jE2 + J*2Hr) = Re(7fE2 + ^2^1*)»

Im[E24] = - Im[E2^], Re(7^ + J*2H,) = - Im(7;E2 + J^), 

видим, что соотношения (9) при o^ = co2 = и» £i = £2 = е» Hi = Ц2 = Ц> a = аи = 0 
и (13) совпадают, т.е. сопряженная лемма (9) также дает балансы взаимных 
активных и реактивных мощностей. В то же время Im от (9a) и Re от (96) дают 
два дополнительных новых соотношения:

(14a) Im J {[ЁХН2 ] - [Ё2Н*]} ds + Im J ((J^ - У*Ё2) +
5 v

+(7и1я2-7и2я;)) dv = imZ3,

(146) Re J [[ЁХН2] - [Ё2Н*]} ds - Re J {(J*E2 - J2EX) -
s v

-(7mH*-J,,X)) dV = Re/4.

. CF . ^LLПри 0)i = со2, еі =е2 = £-* — , H1 =Ц2 = Ц-* —со со
(15a) lmI3=-2\m\^ExE2+cVLHxH2)dV.

v

(156) Re/4 =-2Im j (гЁхЁ2-^НхН2) dV.
v
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4. ПРИМЕНЕНИЕ ОБОБЩЕННОЙ СОПРЯЖЕННОЙ ЛЕММЫ ПРИ РАСЧЕТЕ 
ВОЗБУЖДЕІІІПІ РЕЗОНАТОРОВ

Приведенные обобщенные леммы могут быть применены в различных слу
чаях; в частности, при решении задачи возбуждения резонаторов, когда поле, 
возбужденное в резонаторе, представлено в виде разложений по собственным мо
дам резонатора, которые, как известно, удовлетворяют уравнениям Максвелла 
на разных (резонансных) частотах. С целью иллюстрации приведем этот расчет, 
выполненный с использованием сопряженной леммы (8) (в [5] для этого приме
няли соотношения типа (4)). Рассмотрим сначала систему собственных мод резо
натора, полагая при этом параметры среды в резонаторе вещественными и оди
наковыми для всех мод и считая, что вырождение отсутствует. Так как на стен

ках резонатора Ex = 0, а источники у мод отсутствуют, равенства (8) для любых 
двух мод с co2 * ©і, принимают вид

(16a) co2J eEjE^V-tojJ p^^JV = O,
V V

(166) coJ гЁхЁ^Ѵ-^2\ ^HxH2dV = Q
V V

однородной системы с неравным нулю определителем 
со2
0)i

0)1

0)2
= (юІ-<о?)*0,

откуда следует условие ортогональности мод:

(17) JeEiE*JV=/ gtf/7*dV = 0.
V V

При 0)2 = 0)i имеем из (16) норму Nx соответствующей моды:

(18) Jel^fdV=Jgl^pdV = Nj
V V

фавную удвоенной средней запасенной энергии моды; как известно, энергии, за
пасаемые в электрическом и магнитном полях мод равны и переходят за период 
ВЧ-колебаний из одного вида в другой).

После E, H с частотой 0), возбуждаемое источниками 7, 7Ц в резонаторе, 

представим в виде разложений, учитывая при этом лишь ’’соленоидальную" 

часть возбужденного поля, для которого div(eE) = сПѵ(цЯ) = 0:

(19) Е = £А5Е5, H = YBSHS,
s s

коэффициенты которых As, Bs найдем при помощи равенств, полученных из (8) 

после подстановки в них выражений (19) для Ёх = E, Нг = H, а также Ё2 = Ё5, 

Я2 - "s > 7i = 7, 7иі = 7g, 72 = /ц2 = 0 и использовании условий ортогональности 

(17) и (18) и граничных условий Ёх = 0 на поверхности резонатора как для мод,

так и для поля E, H:

(20) щА3 - ш Bs = - iNs1 J J^HsdV,
V

-wAs + co,? Bs = -iN~'j jS*sdV,
v
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откуда

(21)

Из формул (21) на первый взгляд следует, что при со ^ со5 коэффициенты А$, В$ 
неограниченно возрастают. Фактически этого не будет, так как из-за неизбеж
ных потерь в стенках и средне-заполнителе резонатора (не учитываемых в при
веденном расчете) свободные моды будут затухающими, т.е. будут иметь 
временную зависимость вида ехр(/со$Оехр(-а$О (где а$ - коэффициенты 

затухания; со$ - собственные частоты), что можно истолковать как 

"комплексную" резонансную частоту со$ = со$ + іа$. Подставляя это выражение 

для со$ в формулу (21), видим, что величина со$ - со2 не обращается в нуль, так 

как со - вещественная величина.

5. ЛЕММЫ ДЛЯ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ОДНОИМЕННЫХ ВЕКТОРОВ

В приведенных леммах фигурируют произведения вида [Ё*Нк], [Е;Нк] разно

именных векторов. В работе [6] получены леммы с произведениями вида [EjEj]» 

[Ні^І одноименных векторов. При выводе одной из этих лемм равенства (la) и 

(2a) умножаем на Н2 и Hlt равенства (16) и (26) - на Е2 и Ех соответственно; 

полученные выражения с учетом тождеств H2rotHl-HxroiH2 = div[H1H2] и 

E2 rotEj - Ej rotE2 = divfEi^l преобразуем к виду 

(22a) div(H^2] = Zcoet(^Н2) - (Ё2НХ)] + (JXH2 - J2HX),

(226) сНѵЕЕД] = /copf(E^2)-(ВД)] + (7иі^і - J^

(принимая, что оба поля имеют одинаковую частоту и возбуждаются в одной и 
той же среде с параметрами £, ц).

Разделив равенство (22a) на £, а равенство (226) - на ц и вычитая затем из 
второго соотношения первое, получим дифференциальную форму новой леммы:

(23) divfEjEjl ~ Po divfA^^J= (^2^i “^1^2) + P0(^2^1 “Л^)’

где Po = ^/ц/£ - волновое сопротивление пространства.

Так же, как и обычная лемма Лорентца, эта лемма справедлива и в случае не
однородной среды.

Если pg - константа (например, если значение £ всюду пропорционально ц), то 
можно перейти и к интегральной форме леммы:

(24) J{[EjEj] - р^яД]} ds = J{(7^ - J&) + pg(72^ - J,H2)} dV.
S V
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В частном случае, когда V = Ѵ„ - все бесконечное пространство, S = S^ - сфера с 

бесконечным радиусом, а токи J и J^ расположены на конечном расстоянии, 

на 5«

Ёі=ро[«]П], Ё2 = р0[Я2л]и tEjEjlifc = PottfjHjJds,

интеграл по S^ обращается в нуль и лемма (24) принимает вид

(25) J {(7(1ІЁ1 - Jfy + faj2Hx - 7/72)) dV = 0.
Ко

Аналогичный вариант для сопряженной леммы найдем, заменив систему (2) комп
лексно-сопряженной и повторив преобразования, проведенные при выводе леммы 
(23). При этом получим

(26) divfEjEj*J + р§ аіѵ[Я]Я2 ] =

= (7и2Еі -7и1Ё2*) + Ро(Л^2-Л*Л).

а при р0 = const

(27) Н[£Л‘] + Ро[£Л*])^ =
S

= / l(^2^1 - ^1^2*) + Ро(Л^2 - Л‘Л )) dV
V

(величины E и Ц при этом считаем вещественными). Эти леммы можно обобщить 
на случаи o)j Ф o^, Ej ^ е2> щ ^ ц,2, а также на случай наличия потерь в среде, 
как это сделано выше. Полученные леммы можно использовать в различных це
лях; например, для нахождения новых вариантов теорем взаимности, решения 
краевых задач и задач возбуждения полей заданными токами. Так, новую тео
рему взаимности для двух электрических диполей длиной dlx и dl2 с токами 1\,Іг и

_ 1 ~* ^ 1 ~~*
моментами P\ = — Л ^і» P2 = ~Л^2» Расположенными в пространстве V^ с

Po = const, найдем при помощи леммы (24) в форме (25):

(28) /2Я] dl2 = ЦН2 dlx или p2Hx = ДЯ2,

где Нх - магнитное поле первого диполя в точке нахождения второго, а Н2 - 
поле второго в точке нахождения первого.

Вводя понятие наведенных магнитодвижущих сил (МДС)

(29) ЕИ1=Я2^, ги2 = Я^72,

перепишем теорему взаимности (28) в виде

(30) /2^2 = Л^і-

Здесь токи относятся к соответствующим диполям в режиме передачи, а наве
денные МДС - в режиме приема.

Теорема взаимности в форме (30) справедлива также и для любых конечных 
антенн, если фигурирующие в ней токи и наведенные МДС считать отнесенными 
к леммам соответствующих антенн.

2. Радиотехника и электроника, № 7 1185

912



Аналогично, для двух магнитных диполей с магнитными моментами тх и т2 
из леммы (29) следует

(31) т2Ёх=тхЁ2.

Если же один из диполей, например первый, электрический с моментом Р\ > а 
второй - магнитный с моментом fh2, то из леммы (25) получим

(32) т2Ёх=рІрхН2,

где Ёх - электрическое поле первого диполя в месте нахождения второго, а Н2 - 

магнитное поле второго диполя в месте нахождения первого.
Формулы (28), (30)-(32) альтернативны формулам (2.28), (2.28a), (2.29a) и 

(2.30a) из [2], полученным при помощи обычной леммы Лорентца.
Проиллюстрируем применение леммы (24) и для решения краевых задач. Рас

смотрим внешнюю краевую задачу нахождения поля E, H в бесконечной облас
ти Vе, ограниченной изнутри замкнутой поверхностью S, Пусть все источники 

поля Ё, H находятся внутри S. В области Vе полагаем p0 = const, а внутри 5 
параметры e, ц, среды могут быть любыми функциями координат. Введем вспо

могательное поле e, й, при расчете которого будем считать p0 = const во всем 
пространстве и равным значению р0, заданному выше в области Vе. Источником 

поля e, h будем считать магнитный диполь с моментом m, расположенный в 

точке наблюдения q области Vе. Применяя лемму (25) к полям E, H и e, h в 
области Vе, имеем

(33) ihE(q) = J- J {[£?] - р^[ЯЙ]} 7
lCO 5

—>
(/ц dl = zwm),

—>
где вектор ds направлен внутрь S. Так как вектор m может иметь любое на
правление, формула (33) определяет вектор Ё в любой точке области Vе через 
значения тангенциальных составляющих Ё и H на S. Если при расчете поля 

(?,й) поверхность S считать идеально проводящей, то [en] = 0 на S и формула
(33) принимает вид

(34) mE(q) = - — j[Hh]ds,
і<0 s

дающий решение второй краевой задачи электродинамики [2]. Если же при рас

чете поля (e, h) поверхность 5 считаем идеально магнитопроводящей, т.е. пола

гая [hn] = 0 на S, то формула (33) принимает вид

(35) wE(tf)=-J(EeJd7,
zco s

дающий решение первой граничной задачи электродинамики [2]. Для нахождения 
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внутри V2 вектора H нужно заменить магнитный диполь с моментом m элект

рическим диполем с моментом Р\ после чего, используя лемму (24), получим ана
логичные формулы и для H.
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О МИНИМИЗАЦИИ ИНТЕГРАЛЬНОГО ПОПЕРЕЧНИКА 
РАССЕЯНИЯ АПЕРТУРНЫХ АНТЕНН

Выводится формула, связывающая интегральный поперечник рассеяния 
с эффективной поглощающей поверхностью апертурной приемной антенны, 
и при помощи этой формулы находятся условия, при которых реализуются 
минимальные поперечники и их величина.

Любая апертурная антенна типа рупора, зеркала, открытого конца волновода 
состоит из металлической хорошо проводящей поверхности, которую будем считать 
идеально проводящей, а ее внешнюю поверхность обозначим s,, и апертуры, 
через которую происходит прием или излучение электромагнитной энергии. 
Поверхность апертуры обозначим s2. Полная (замкн^тая| поверхность антенны 
s = s, + s2. Путь на антенну падает первичная волна EQ, Н°, которую в пределах 
антенны будем считать плоской.

Полное поле вне s равно

(1) Е = ЕГ + Е°, H = H' + H*,
-^ -♦

где E',H' — поле, рассеянное антенной.
Полные рассеянная и принимаемая антенной мощности определяются 

формулами

(2) P, = ^ReJ [ErHr*]ds

L w

И

(3) Рл = -Re f I [EH*]ds.

(*2) “
—> —> _^

Здесь ds = nds, где n — нормаль, внешняя к s, a (*) — знак комплексного 
сопряжения.

Найдем прежде всего связь между мощностями Рг и Рп. Для этого, используя 
формулы (1), перепишем (2) в виде

(4) P, = yReJ [(Е-£0)(Я-Я°)*]7х = ^е/[£Я*]^-
2 w 2 w

- 5Re/ {[£Я°*1 + [£°Я*]}^
2 (0

или

(5) P, = -Рл - 4 Re f { [Е Н°* ] + [Е°Н * ]}<&.

2 w

При выводе этих формул учтено, что nojoK мощности первичного поля через 
замкнутую поверхность s равен нулю и Et = 0 на s,.

Для вычисления интеграла в формуле (5) используем приближенные краевые 
условия типа Кирхгофа на 5. Так, на s, будем полагать

(6) Et = 0 на s,, H( = 2HtQ на $|осв, Ht = 0 йа $|тен.
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Здесь sloCB и slTCH — соответственно освещенная и теневая части поверхности 5, 
<si = 5іѵсв + 5ітен)- На апертуре s2 будем полагать

(7) Et =- Et° и Ht = Н(° на s^; Et = Ht = 0 на $2тсн,

как на хорошо поглощающей и слабо отражающей («черной») поверхности. 
Заменяя Et и Я* в интеграле формулы (5) при помощи этих краевых условий, 

получим

(8) Pr + Pn=-Re/ [£°#o*]ds = 2sxIReS°l.
(JOCB)

Здесь 5° — вектор Пойнтинга первичной падающей волны, Sj^—площадь 
проекции поверхности s на плоскость, перпендикулярную вектору 5°.

Таким образом, окончательная формула, связывающая мощности, имеет вид

(9) Рг + Рл = 2sj_ IReS°l.

Левая часть этой формулы вычислена строго, а правая — с использованием 
приближения Кирхгсх^а (6), (7). _^

Разделив равенство (9) на I Re S01, найдем

(10) oz + <зл = 2s_L.

Здесь oz = Pr! I Re 5 01 — интегральный поперечник рассеяния, а зя = Pj I Re 5 01 — 
эффективная поглощающая поверхность приемной антенны.

Аналогичная формула получена в [1] при помощи других соображений.
Формула (10) приближенная и справедлива при не очень малых б2. Так, 

при б2 = 0 из нее следует бп = 2$х, в то время как истинное значение бл при 
этом равно нулю.

Для двух предельных случаев: когда вся поверхность s идеально проводящая 
и когда на ней выполнены условия черного тела, формула (10) дает правильные 
значения для б2 (если радиусы кривизны поверхности s достаточно велики), 
равные 2sj_ и $х соответственно.

Таким образом, из формулы (10) следует, что величина б2 (т. e. рассеяние) 
минимальна, когда значение бя (т. e. принимаемая антенной мощность) макси
мально, при фиксированной первичной волне.

Определим максимальное значение Pn, а следовательно, и блмакс при заданном 
первичном поле Е°, Н°.

Если в окружающей антенну среде отсутствуют потери, то, как известно [2 ], 
конечные максимумы этих величин не существуют; для их существования не
обходимо ставить добавочные условия, ограничивающие направленность антенны. 
Следуя работе [2 ], потребуем, чтобы геометрическая сфера 5 с центром в области 
расположения антенны находилась в дальней зоне рассматриваемой антенны. 
Тогда (см. [2])

(11)

Этот максимум реализуется при

(12)
а [иЯ0*] HaS^,,
0 на 5тен.

Здесь SOCB— освещенная первичными источниками, создающими поле EQ, Н\
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часть сферы 5; 5тен — затененная часть 5; предполагаем, что эти источники 
(T)fr) находятся вне 5 (рисунок). Вектор нормали лГ направлен внутрь S; Jf,
Ж— поле антенны в режиме передачи, когда вместо приемника включен генератор, 
возбуждающий в тракте основную волну, бегущую к антенне; а — константа, 
зависящая от мощности генератора. При выводе формул (11), (12) предполагали, 
что тракт антенны одномодовый (т. e. высшие моды затухающие) и в режиме 
приема идеально согласован как с приемником, так и с антенной.

Требование, чтобы сфера S находилась в дальней зоне антенны, ограничивает 
ее направленность, а следовательно, и КНД. Действительно, при росте КНД 
дальняя зона удаляется и требование, чтобы сфера 5 находилась в дальней зоне, 
эквивалентно ограничению направленности антенны.

Используя формулу (11), получим

(13)

Равенства (10) и (13) позволяют записать

(14)

Полученная формула определяет минимальный поперечник рассеяния апертурной 
антенны, реализуемый при выполнении условия (12).

Может представить интерес несколько иной метод расчета Рлмакс, когда по
верхность S совпадает с наружной поверхностью антенны s, и ее апертурой s2 
(рисунок). Тогда, пренебрегая токами, затекающими на s, в режиме передачи, 
и полагая тракт идеально согласованным с приемником и антенной, можно 
записать [2]

(15) РЯ(ИК = V» f I [2я«] - ТЕ?\г ^p.

(J2>

Этот максимум реализуется при
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(16) ^' = Re~Y { ("^°* 1 " ^** Ha S2’

где a— константа.
При выводе формул (15) и (16) предполагали, что касательные составляющие 

векторов поля на апертуре в режиме передачи связаны соотношением 

(17) [n^] = Y%, на s2, Re У>0.

Здесь Y — адмитанс, являющийся функцией координат точки на s2, который 
полагаем заданным.

Условия (17), так же как поставленное выше требование о нахождении 
сферы 5 в дальней зоне антенны, ограничивают направленность антенны 
и устраняют ее влияние на токи, создающие первичную волну Е°, Н°. При 
этом мощность, излучаемая последними, оказывается фикси-рованной.

Минимальный поперечник рассеяния приемной антенны в рассматриваемом 
случае, как это следует из (10), равен

<|8> *"-=^-r^'/'"*01-^1'^-
Рассмотрим иной подход к определению минимального поперечника 

рассеяния апертурной антенны, не требующий ограничения ее направленности. 
Его можно реализовать, если окружающая антенну среда имеет потери; для 
этого достаточно, чтобы проводимость среды была отлична от нуля. Используя 
результаты работы [3], выпишем два типа формул, определяющих макси
мальную принимаемую антенной мощность Рпмакс при падении на нее первичной 
волны EQ,H°.

Первый тип формул, полученный в [3], имеет вид

(19) ^м.кс = |(^МА

Этот максимум реализуется при

(20) F, = aM = аА~' ([пН°* ] - Л*Е0*) на S.

Здесь и ниже (x^ j^ — скалярное произведение в пространстве L2 (S), где S — 
сфера, окружающая антенну, на которой тангенциальные составляющие поля, 
^, ^t (см. выше) связаны соотношением

(21) [п%] = A%, на S.

A + Л*
В этих формулах А и Ar = —^— — линейные операторы; Л* — оператор, 

эрмитово-сопряженный с А; А~' — оператор, обратный Аг. Оператор А 
может быть найден в результате решения первой краевой задачи 
электродинамики: определения поля вне 5 по заданным на ней значениям 
$,; a — константа.

В данном разделе и ниже не требуется, чтобы сфера 5 находилась в дальней 
зоне антенны.

Учитывая формулы (10) и (19), можно записать

<22> °- = 2^-Г^Ыг(й'лА-
Второй тип формул. Из работы [3] следует также, что
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(23) РЯМ1К = Vi (A;' [nH°* ], [nH°* ]).

Этот максимум реализуется при

(24) %, = 2аА;' [пН°* ] на S.

В формулах (23) и (24), а также в (25) следует полагать Я° = 0 на 5тен , где 
5тен — затененная часть S при ее освещении первичными источниками, находя
щимися вне 5.

Аналогично формуле (22) для рассматриваемого варианта имеем

(25) ozмин = 2sx - ^ --"-ч>-- (А~' [пН°* ], [пН°* ]).
2 IReS°l

В данном разделе все обозначения те же, что и выше, Как уже отмечали, 
при вычислении по формулам (19) — (25) следует полагать е0 среды, окружающей 
антенну, а следовательно, и волновое число к комплексными.

Пример, где приводится определение оператора А, дан в работе [3].
Отметим, что найденные условия, реализующие минимальный поперечник 

рассеяния, одновременно обеспечивают прием антенной максимальной мощности. 
Напомним также, что исходное равенство (10) приближенное и выполняется 
только для не очень малых бх (порядка Sj_ и более). Это же относится и к 
°гмин» определяемым полученными выше формулами.
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Проблема уменьшения рассеяния весьма акту
альна для большинства приемных антенн, 
особенно самолетных. В настоящей работе рас
сматривается метод минимизации рассеяния при 
помощи подбора величины входного сопротив
ления приемника, подключаемого к антенне. Рас
сматривается минимизация интегрального рассе
яния, хотя предлагаемый прием пригоден также 
для минимизации рассеяния в определенном сек
торе углов или для некоторого направления. 
Метод базируется на предложенном автором в 
работе [1] приеме представления рассеянного ан
тенной поля в виде суммы двух полей:

1) поля E1, H1 - рассеянного рассматриваемой
антенной, когда клеммы ее закорочены, т.е. со
противление приемника равно нулю, и

2) поля, излученного ею, когда на ее клеммы
подано напряжение, равное взятому с обратным 
знаком падению напряжения на сопротивлении 
приемника в режиме приема.

Для дальнейшего удобно последнее поле пред
ставить в виде произведений аЕ(2), аН(2), где Е(2),
Н(2) - поле, излученное, когда на клеммы антенны 
подано единичное напряжение (1 вольт), a a = -Iz.
Здесь I - ток, протекающий через клеммы в ре
жиме приема, a z - входное сопротивление прием
ника. На основании сказанного, рассеянное ан
тенной в режиме приема поле Ег, Нг, когда на нее 
падает первичная волна E0, H0, равно

Ег = Е’ + аЕ(2), Нг = Н' + аН(2). (1)

Рассеянная антенной мощность определяется 
формулой

^r=^Re J [ErHr*]ds =

U)

= ^ReJ [(E’ + aE(2))(H’ + aH(2))*]ds. (2)

(J)

Центральный научно-исследовательский 
радиотехнический институт, Москва 

Здесь s - поверхность, окружающая антенну 
(рис. 1), ds = nds, где n - наружная нормаль к 5, а 
звездочка - знак комплексного сопряжения.

Принимаемая антенной мощность

Pn = -1 Re J [ (E0 + Ег) (H0 + НЭ* ] ds. (3) 

м

Предполагается, что среда, окружающая антен
ну, не имеет потерь.

Поскольку при минимизации рассеянного по
ля до нуля стремится к нулю и принимаемая ан
тенной мощность, имеет смысл рассматривать 
сформулированную выше задачу в следующей 
постановке:

найти min Рг при заданной Pn = p, где p - неко- 
- торая положительная величина.

Введем обозначение:
a = a. + ia,, a. = Re a = Re(-7z),

(4) 
a2 = Im a = Im(-/z)

и составим функцию
F = P, + XP, (5)

от трех независимых параметров o^, Oj, 1, где 1 - 
так называемый множитель Лагранжа. Указан
ные параметры, обеспечивающие решение по
ставленной задачи, находятся из следующих урав
нений [2]:

_dF 
dot] = 0, (6)

Если учесть формулы (1) - (5), то равенства (6) 
можно записать в виде

(l-X)Re j { [E’H(2)*] + [E(2)H'*] +

(*)

+ 2a, [Е(2)Н(2)*] } ds - XRe J { [Е(2)Н0*] +

U)
+ [E°H(2)*]}ds = 0, (7)
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606 ФЕЛЬД

(X-l)Re J {i[E'H<2)*]-i[E(2,H'*]-

(J)

-2a2 [E<2)H(2)*]}ds-XRe J/{[E(2)H0*] -
(i)

- [E°H(2)*]}ds = 0, (8)

~Re J [(E° + E’ + aE(2)) x
(J)

x (H° + H1 + aH<2)f‘]ds = p. (9)

Из уравнений (7), (8) следует, что X, так же как и 
a, и Оз, - вещественная величина.

Таким образом, получены три алгебраических 
уравнения, определяющие a,, a^ и X. Напомним, 
что векторы E0, Н°; E1, H1; Е(2), Н(2) не зависят от 
величин Oj, Oj, X. Разрешая уравнения (7), (8) от
носительно постоянных at и o^, найдем

«і =

X(l-X)"'ReJ {[Е(2)Н0*] + [E(0)H(2)*]}ds 
G0

2ReJ [E(2)H(2)*]ds
(J)

Re j { [E’H(2)*] + [E(2)H’*]}ds

------^------------------------- :--------------, (10) 
2ReJ [E(2>H(2)*]ds

(J)

Re J i{[E'H(2)*] - [E(2)H’*]}ds 

2ReJ [E(2)H(2)*]ds
(J)

X(l-X)-'Re j <{[E(2)H0*] - [E°H(2)*]}ds 

a =

f { [E(2)*H°] + [E°H(2)*]}ds
J^i__________________________
1-Х

2Rej [E(2)H(2)*]ds
(J)

j { [E*H(2)*] + [E(2)*H']}ds 
_w__________________________ (12)

2ReJ [E(2)H(2)*]ds
О)

Все выкладки могут быть существенно упро
щены, если в качестве поверхности s взять сферу 
с центром в области расположения антенны, на
ходящуюся в дальней зоне полей E1, H1 и Е(2), Н(2).

Поскольку в этой зоне электрический и маг
нитный векторы указанных полей связаны соот
ношением типа

н =Ді'.Е].

где Ія - радиальный орт, то, используя его, най
дем, после несложных вычислений

{^(H°H(2)*) + (Е°Е<2)*)}^

2j|E(2)|2Js
U)

f E'E(2)*<fc 
_м_________ > (13)

j|E(2)|2<fc
(J)

или, введя обозначения,

(14)

2Re j [E(2)H(2)*]ds
(J)

Из формул (10), (11) с учетом (4) следует

j E’E(2)*<fc 

B = ---------------,
J|E(2)|2J5
(i)
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О МИНИМИЗАЦИИ РАССЕЯНИЯ ПРИЕМНЫХ АНТЕНН 607

1а = т_^-в. (15)

Здесь А и В - известные величины, a X найдем из 
равенства (9), подставив туда значение а из фор
мулы (15), после чего получим

X* + cX, + D = 0, (16)

где

х' = тЫх = А)- (16а>

Рис. 1.

с =

F^ и F^, то, дифференцируя их, найдем

(16b)
^a,a,= (l-X)ReJ [E(2)H(2)*]ds,

(J)
__H „I* л
F — F — 0 аіО2 Г«2а1 U’ (18)

Re Jfi*E°E(2)*ds-2J|p

_w_________________ (16c)

|A|2J|E(2)|2J5
(j)

Квадратное уравнение (16) имеет два корня, и для 
выбора одного из них следует убедиться, при ка
ком из них достигается условный минимум Рг при 
условии Pn = p. Как известно [2], он имеет место 
при выполнении неравенств 

(17)

для значений cq, Оз, X, удовлетворяющих уравне
ниям (7) - (9). Поскольку левые части равенств
(7),  (8) равны удвоенному значению производных

^a,= d-X)Rej [E(2)H<2)*]ds.
(j)

Отсюда легко видеть, что оба неравенства (17) 
выполняются, если

Х<1, (19)

так как выражения, стоящие множителями при 
(1 - X) в формулах (18), равны удвоенной ваттной 
мощности, излученной антенной в режиме пере
дачи, когда на ее клеммы подано единичное на
пряжение, а эта мощность, как известно, положи
тельна.

Из (19) и (16а) следует, что

-1<Хр (19а)

Таким образом, из двух корней уравнения (16) 
следует выбрать удовлетворяющий неравенству 
(19а), при этом мощность рассеяния Рг будет 
иметь условный минимум.

Вернемся теперь к определению входного со
противления приемника z, обеспечивающего реа
лизацию вышеуказанного условного минимума 
рассеяния.
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Учитывая, что ток I на клеммах (в режиме 
приема) определяется формулой [3]

E°F°
Л(г + гА) ’

найдем, учитывая (3),

zE°F°
Л (г + Zx) ‘

(20)

В этих формулах E0 - электрический вектор ло
кально плоской первичной волны у антенны в 
центре сферы 5,

F°//A - 1 J Ке'*рсО5Ѳ^
%)

есть вектор излучения антенны в режиме переда
чи, приведенный к единичному току на клеммах; 
он вычисляется для направления, соответствую
щего приходу волны E0, Н°; К - плотность поверх
ностного тока на поверхности антенны s0, £ - вол
новое число, p - радиус-вектор точки интегриро
вания, а Ѳ - угол между p и радиусом-вектором R 
точки наблюдения, оба последних вектора отсчи
тываются от центра сферы 5; zA - входное сопро
тивление антенны.

Разрешая равенство (20) относительно z, полу
чим

azA
Z = - - - - тг^- - - - - - - - • (21)

(E°F°//J - a
Здесь a определяется формулой (15), а вектор 
F°//x не зависит от ІА (ток на клеммах в режиме 
передачи), поскольку F0 пропорционален ІА. Фор

мула (21)определяет сопротивление приемника z,
обеспечивающего условный минимум рассеянной 
мощности.

Отметим также, что это значение z не зависит 
от амплитуды первичной волны, так как в (21) 
числитель и знаменатель пропорциональны E0. 
Действительно, a пропорционально E0, а zA и 
F°//A от первичной волны не зависят. Однако z за
висит от направления прихода и поляризации по
следней. Учитывая это, в случае остронаправлен
ных антенн следует определять z для направле
ния, соответствующего главному максимуму 
диаграммы антенны. Если требуется минимизи
ровать рассеяние в некотором секторе углов, то в 
написанных формулах интегралы следует брать 
не по всей сфере s, а по интересующему нас сек
тору. Наконец, величину задаваемой принимае
мой мощности p (см. (6)) следует выбирать не 
большей, чем максимальные мощности, приве
денные в работе [4].

В заключение отметим, что в работе [5] для 
полуволнового вибратора (путем перебора) нахо
дятся принимаемая мощность и поперечник рас
сеяния для различных z.
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СИНТЕЗ ТОКОВ В ЗАДАННОМ ОБЪЕМЕ ПО ДИАГРАММЕ 
НАПРАВЛЕННОСТИ

Решена задача синтеза тока в некотором объеме по заданной диаграмме 
направленности. Получено решение в виде ряда, сходящегося по норме 
пространства £2 (К). Найдено условие реализуемости диаграмм токами плотно
стью J G Z? (V). Приведен пример.

ж Рассмотрим задачу нахождения распределения плотност^электрических токов 
J в объеме V по заданной диаграмме направленности F (Ѳ, ф), где r, Ѳ, ф — 
сферическая система координат с центром в объеме V и осью z (рисунок). Поле,

z 
/ 

/ 
I 
I 
\
\ 
\
\

создаваемое томами J, обозначим E, H, Поскольку токи J излучают конечную 
мощность, то ^(Ѳ, ф) G L2 (Q), где Q — единичная сфера.

Аналогично работе [1 ] зададим на сфере S с радиусом г0, лежащей в дальней 
зрне поля Б, H, семейство вспомогательных повец^ностных токов с плотностью 
Kn (n = 1, 2^. . . ,J. Поле, возбуждаемое током_Кп в^свободном пространстве, 
обозначим Е(п), Н{п} и, применив к полям E, H и £(л), Н(п) лемму Лоренца, 
найдем

(1) $E^7dV=$EKnds.

(Ю (5)

В дальней зоне

-^ р~^г ->(2) Е = ^£(Ѳ,ф),

где k — волновое число.
Запишем аналогично вспомогательные токи на S:

(3) Хя = ^Ѵ(Ѳ,<р), n=l,2,...
'o

Семейство {jn} будем считать линейно независимым, принадлежащим 
пространству L2 (Q) и полным в нем. В рассматриваемом случае пространство
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L2 (Q) состоит из векторных функций, заданных на Q, касательных к ней и
интегрируемых с квадратом. Подставляя (3) в (1) и учитывая (2), найдем

(4) f TE^dV = f F (Ѳ, Ф) Тп (Ѳ, ф) JQ.
(Ю (П)

Здесь JQ = sin 0d0dq).
Для дальнейшего нам понадобится пространство Z2 (V). Для его определения 

введем прежде подпространство £2О(У), состоящее из неизлучающих 
распределений токов пространства L2 (V), т. e. токов, поля которых вне области 
V равны нулю. Тогда L2 (V) = L2 (К) “ ^20 (Ю состоит из распределений токов 
в области У, каждо£ из которых создает вне V поле, отличное от нуля.

Будем искать J в пространстве L2 (V) со скалярным произведением

(5) (X В) = f AB*dV,

(Ю

где * — знак комплексного сопряжения.
Введя обозначение

(6) ал = /?(Ѳ,ф)Д(Ѳ,ф)ЛЙ
(О)

и используя (5), перепишем (4) в следующем виде:
(7) (Z^-) = a,, n = 1,2,.,.

Здесь постоянные {ая} и вектор-функции E^' известны, причем последние 
принадлежат пространству L2 (V). Система уравненцр (7) может быть использована 
для нахождения неизвестного распределения^тока J в объеме V. Для этого прежде 
всего необходимо доказать, что семейство {ТГ^^полно в L2 (V). Это имеет место, 
если из условий

(8) (Л, Е^>') = 0 при n = 1, 2, . . . ,
“^ ^ч, ~^

где A G Lr (V), следует A = 0 в объеме У.
Перепишем (8), учитывая (5), в виде

(8') f AE^dV=0, n = 1, 2, . . .
(Ю

Из леммы Лоренца следует равенство

(9) / AE^dV = f K„E{A; V}dV.
(Ю (*)

Здесь E {Л; ^) — электрический вектор поля, возбуждаемого электрическим током 
плотностью Л, распределенным в V. Для этого вектора в дальней зоне справедлива 
формула, аналогичная (2):

(10) £{Л;Ѵ}=^Г(Ѳ,ф),

■н>> ~>
где F — диаграмма направленности тока Л.

Используя (10), а также формулу (3), придадим равенству (9) следующий 
вид:

(9') /ЛВ">^=/?(е,фШ9,ф)сК2.
(Ю (О)

Цри этом учтено, что сфера S лежит в дальней зоне поля, создаваемого током 
Л, распределенным в объеме У.
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Полученная формула (9') позволяет переписать условия (8'), следующим
образом:

(11) /^'(Ѳ,ф)Л(Ѳ,ф)^й = О при n=l,2,...
(П)

Ввиду полноты семейства {£j в пространстве L1 (Q) и того, что 

F'(0,q))GL2(Q), из (11) следует ^‘(Ѳ,щ) = О на Q. Отсюда на основании 
теоремы Реллиха [2] непринадлежности А пространству L2(V), само поле и 
возбуждающий его ток А радны нулю.

ж Таким образом, полнота Е(п)* в L1 (V) доказана. Покажем еще, что семейство 
Е(п)* линейно независимо, т. e. что из условия

v х
(12) ^ а„Е(п)' = 0 внутри V,

Л=І

где N — любое положительное целое число, следует равенство an = 0 при 
n=l,2,...,JV.

Переходя QT равенства (11) к комплексно-сопряженному, умножая последнее 
скалярно на А и интегрируя по V, найдем

(12') ^a*fAE^dV=0.
л=І (И

Здесь под А понимается любой произвольно заданный внутри V ток. 
Используя лемму Лоренца, можно написать

J AE'W = J K„E{A; V}ds = J ^F'd&.
(И (5) (Я)

Последнее в этой цепи равенств получено при использовании (3) и (10), поскольку 
сфера 5 лежит в дальней зоне полей, создаваемых токами, распределенными 
внутри V.

Используя последнее равенство, перепишем (12') следующим образом:

2 < f^F'dQ = f F1 І orfdV = 0.

л=І (Q) (Q) л=І

—>
> Так как распределение тока А внутри V произвольно, то и его диаграмма

F1 (Ѳ, ф) может быть в значительной мере любой, и потому записанное выше
равенство выполняется только при условии

Х<Л = О на Q.
Л=І

Отсюда вследствие линейной независимости {/л} по определению вытекает 
a* = ая =JO при n = 1, 2, . . . , N. Таким образом, линейная независимость се
мейства Е(п> доказана.

Вецремся теперь к основной системе уравнений (7) для искрмого распределения 
тока J в объеме V, реализующего заданную диаграмму ^(Ѳ,ф). Ее решение 
может быть проведено различными способами [1, 3, 4].

Используем зде^> метод ортогонализации. Д^я этого перейдем от исходной 
системы функций E(п^ к ортонормированной {Вп} при помощи равенств

(13) B„ = ^a”J^',n=\,2,...,

ЛІ=І
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где постоянные а”т находятся из условий (Вл, Bm) = 6пт одним из известных 
методов. Будем искать решение для тока при помощи ряда

(14) / = icA,

fl=l
-^

где вследствие ортонормированности семейства Вп

cn = (Z Л).

Постоянные С„ легко определить. Действительно, заменив в C7) индекс n на 
m и умножив это равенство на a%, просуммировав его после этого по m от 1 
до n, найдем

(i4') (Zij = 5^c = c,.
m=l

» Ряд (14) сходится по шщме пространства L2 (V), так как исходное семейство
£(я)’, а следовательно, и {Вя}полны в L2(V).

Рассеянное поле при этом определяется стандартными методами, поскольку 
ток, возбуждающий его, найден. Получающийся для поля ряд сходитсядэавномерно.

Существует только одно дешенцр системы (7), принадлежащее L2 (V). Если 
бы их было два, например /-(,) и /(2), то для каждого из них выполнялось бы 
рдвенстдо _*(14'). Вычитая из одного равенства jpyroe^ получим 
Cf(,) -_J(2)» ^J = 0’ n ~ 1’ 2» • • • ’ и вследствие полноты {Вя} в L2 (P) имеем 
j(0 = J^. Определим еще класс функццй, которому должна принадлежать диа
грамма F (Ѳ, ф), чтобы создающий ее ток J G L2 (V). Любая реализуемая диаграмма 
F G L2 (Q), так как создающий ее ток излучает конечную мощность. Кроме того, 

00
ряд ^ICJ2, где СЯ = (/,ВЯ)— коэффициенты Фурье искомого тока, должен 

Л=І
сходиться вследствие равенства Парсеваля [5 ]. Поэтому при выполнении условия

(15) ІіСлІг<«

Л=1

из теоремы Рисса—Фишера [5] следует, что существует функция /GL2(V) с 
коэффициентами Фурье {Ся} определяемая рядом (14).

Таким образом, в качестве реализуемой диаграммы можно использовать 
любую вектор—функцию из L2(Q), удовлетворяющую условию (15).

Учитывая формулы (14') и (6) для Ся и ая, придадим условию (15) следующий 
вид:

<16> iji^jZ(e,qOjZ(9,T)dQl^oo,
л=І m=l (Q)

из которого явно видна зависимость от заданной диаграммы F(6, ф).
Критерий (16) внешне совпадает с аналогичнык^ критерием для диаграмм, 

реализуемых поверхностными токами плотностью К, распределенными на ко
нечных замкнутых или разомкнутых поверхностях s и принадлежащих 
пространствам XGL^(s) [1, 3, 4]. Различие заключается только в том, что 
п]эи цеализации диаграмм токами J G L2 (V) постоянные апт находятся из условий 
£ВЯ, Bm) = дл/п (см. (13)), где скалярное произведение характериз^ет_пространство 
L2 (V), а при реализации токами К G L2 (s) — из условий (Вя, В/я) = дяж, где 
скалярное произведение определяется для пространства L2(s) [1, 3]. Как и в
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случае синтеза токов на поверхности [1], критерий (16) можно упростить, если
семейство {/^выбрано так, что множество {Е(л)*}ортогональное, т. e.

(17) (E^\ E(m)') = 0 при n * m.

При этом anm = 0, если m < n и

(17') l^l2 = (£(л)\ E^'Y' = і£(лНГ2.

Здесь в отличие от [1, 3] интегрирование в скалярном произведении проводится 
по объему У, а не по поверхности s.

Учитывая (17) в (17'), придадим критерию (16) следующий вид:

(18)
00

2
Л = 1

f F (ѳ- ф) h (ѳ> <P) dQ. 
Lffil-----------  -------------------

ІЙ(Л)’ІІ2 < 00.

Введя обозначение

^ = //(Ѳ, Ф)Л(Ѳ, Ч>) dQ,

W
перепишем (18) в виде

” ltAJ2
(!«•) E^W<“-

Если семейство {д} ортонормировано в L2 (Q), то dn является коэффициентами 

Фурье диаграммы F(6, ф) по функциям J^ (Ѳ, ф).

При выполнении соотношений (17) решение уравнений (7) можно записать 
следующим образом:

(19) J = £ CJ^*,
m= I

где

(19') Cm = ат/\ІЕ™'\?.

Рассмотрим пример, когда объем V представляет собой бесконечный вдоль 
оси z круговой цилиндр радиусом а, внутри которого распределен электрический 
ток с плотностью J = /х, зависящий только от двух цилиндрических координат 
r и ф (двухмерная задача). Диаграмма F = Fz зависит от одной координаты ф и 
принадлежит пространству L2 (0 - 2л), a dQ = dq. В рассматриваемом примере 
роль сферы S играет цилиндр радиусом г0. Зададим на нем семейство вспомо
гательных токов:

(20) Kn = K„ = ^д (Ф), n = 0, ± 1, ±2, . . . ,

'О

где

(20') Л = 7^'-

Определим электрический вектор поля, возбуждаемого током (20) внутри 
объема V (r < а). Несложный расчет позволяет получить

(21) £<")• = £<")• = - ^_ е-' (=и/2+«/4) Jn Qcf) e-*r при r < г0.

Здесь Jn — функция Бесселя.
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Приведенные здесь вспомогательные токи Кп и возбуждаемые ими поля Е(л)
тождественны используемым при синтезе токов на поверхности цилиндра [1, 6].

Семейство полей {£5л)е}ортогонально, т. e. удовлетворяет условиям (17), где 
в скалярном произведении (5) интегрирование проводится по площади сечения 
цилиндра 0 < r < а, 0 < ф < 2л, z = cohst. Учитывая сказанное, в качестве 
критерия реализуемости можно использовать неравенство (18). В рассматриваемом 
примере оно имеет вид

» I f p (ф) e**^p 12

(22) 2 ^-------------------------< 00 ’
"—" J 'AW2^

0

так как

llE^")*lP = j J E^’E^rdydr.

0 0

Используя асимптотическую формулу для Jn (kr) при n •+ «, найдем

f
0

а2
4лп (n 4- 1)

eka \ 2л
2n ) ’ П ^ oo.

Применяя записанную формулу, убеждаемся, что ряд (22) сходится при 
выполнении условия

(23)
1

Ѵ2л
/ F (ф) e**dq
0

1
lnl 4- 1) lnl

г eka п Ы \
L2lnlJ Г= 0

где е>0. Диаграмма ^(ф), имеющая коэффициенты Фурье, убывающие в со
ответствии с формулой (23), реализуема током JGL2(V), распределенным 
внутри цилиндра радиусом а. Сравнивая условие (23) с соответствующим условием 
(30) из [1 ], убеждаемся, что в рассматриваемом случае условие реализации
диаграмм (23) требует более резкого убывания коэффициентов Фурье, чем в
случае поверхностных токов, распределенных на поверхности цилиндра того же
радиуса.

Распределение плотности тока J = Jz внутри цилиндра по заданной диаграмме 
F = Fz определяется рядом (19), где суммирование по m проводится от — оо до 
4-oo, &m)' = F%"^ находится по формуле (21), а постоянные Ст и ат — по формулам
(19') и (6) соответственно. В последней формуле при этом подынтегральное
выражение зависит только от координаты ф, JQ = dq и интегрирование проводится 
по ф от 0 до 2л, а «ток» jn задается выражением (20').

В случае трехмерной задачи, когд^ V — конечный трехмерный объем, а 5 — 
сфера, в качестве вектор-функций {>7} используются

^j 7*ze^T d ^i^,i z лх
К = Іѳ^Г^ѳРл (cos0) “

_ T* md"* p\ml (cos 9)
г* b? sin Ѳ

При этом предполагается, что заданные диаграммы являются при r + оо асим
птотиками полей, состоящих из волн электрического типа. В случае магнитных 
волн следует использовать функции

“* ~* ime^ • i ~* е™Т d , ^
^ = "1* ^ЙГѳp- (cos Ѳ) + ^ ~d^ je ^ <cos Ѳ)-
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В последних двух формулах постоянные b% и d„ выбираем из условия 
нормировки указанных семейств на сфере Q; іе и лр — единичные орты. Если 
диаграммы создаются электрическими и магнитными волнами, то следует ис
пользовать оба семейства.

Отметим, что в отличие от рассмотренной выше задачи: синтеза тока в 
заданном объеме V и определения класса диаграмм, реализуемых такими токами, 
представляет значительный интерес задача определения формы и наименьшей 
величины объема V по заданной диаграмме.
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ВОЗБУЖДЕНИЕ ЗАДАННЫМИ ТОКАМИ МЕТАЛЛИЧЕСКОГО КОНУСА, 
РАСПОЛОЖЕННОГО НАД МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ ПЛОСКОСТЬЮ

Методом вариации постоянных решена задача о возбуждении металличе
ского конуса, расположенного над металлической плоскостью, произвольной 
заданной системой электрических и магнитных токов. Построены две системы 
парциальных электрических и магнитных волн. Искомое поле представлено 
рядом по этим волнам с коэффициентами, зависящими от одной сферической 
координаты r.

ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим хорошо проводящий конус, поверхность которого задается соот
ношениями

(1)

конус расположен над хорошо проводящей плоскостью: 

(2)

и (2) r, Ѳ> ф — сферическая система координат с осью z, совпадающей сВ (1)
осью конуса (рисунок).

Полное поле E, H, возбуждаемое заданными токами в присутствии рассматри
ваемых металлических поверхностей, должно удовлетворять на последних 
краевому условию 

(3) Et = 0

и принципу излучения при r + oo.
Для решения поставленной задачи применим «метод вариации постоянных» 

[1—3]. Искомое поле при этом выражается рядом по парциальным волнам с 
коэффициентами, зависящими от одной «выделенной» координаты. В качестве 
последней выберем r. Парциальные волны внутри интервала 0 < r < oo должны 
удовлетворять однородным уравнениям Максвелла, краевому условию (3) на 
металлических поверхностях, и на одном конце интервала должны выполняться 
для них краевые условия задачи, а на другом конце — находиться источники, 
возбуждающие эту волну. Следует учитывать волны, источники которых находятся 
как у одного конца интервала, так и у другого. Ниже используется практическая 
система единиц и зависимость от времени в виде exp (-zo)/).
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1. ПАРЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТИПА

Составляющие векторов поля для этих волн имеют следующий вид [4 ]:

(4)
*=(іИ* 1 

r sin Ѳ

Н' °’ Яѳ pr sin Ѳ дф ’ 

p = Vp7e, к = о) V^qi.

ik дѴ 
pr ЭѲ ’

д2Ѵ 
дгду ’

cos ЛИф, 
sin mq),

Здесь V — потенциал Дебая, который в соответствии со сказанным во введении, 
определяется выражением

(5) V = ^ (кг) [Р; (- cos Ѳ) - p; (cos Ѳ) ]

где t* (x) = Ѵлх/2 Я[+1/2 (x), а числа v — корни уравнения

(5') Р? (- cos Ѳ0) - Р? (cos Ѳ0) = 0.

При этом соответствующие парциальные волны (4) удовлетворяют принципу 
излучения при r ^ oo, краевому условию (3) на всех металлических поверхностях 
и имеют источники в точке r = 0. Волны, источники которых находятся на 
бесконечности r = <», определяются потенциалами

(6) V = фѵ {кг) [P7 (- cos Ѳ) - Р? (cos Ѳ) ]{ “s ™F

(x), a v — корни уравнения (5'). При этом также

выполняются условия (3) на всех металлических поверхностях и условия Мей- 
кснера в точке r = 0. В формулах (5) и (6) используются только корни с 
Re v > 0.
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2. ПАРЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ МАГНИТНОГО ТИПА

{cos тф, 
Sin АМф,

Составляющие векторов поля для этих волн имеют следующий вид [4 ]: 

р - A F - ikP 9U F - _ ikP dU 
^r - V, £Ѳ - r sin 0 Э(р , Щ - г д0 , 

m М£**)"'д-4 ’̂

1 дги 
* r sin Ѳ дгдф ’

Потенциалы Дебая определяются формулами

(8) U = ^ (kr) [Р? (- cos Ѳ) + Р? (cos Ѳ) ]{ ™S ™J

где x — корни уравнения 

(8') [Р?' (- cos Ѳ0) - P7' (cos Ѳ0) ] sin Ѳ0 = О,

а также

(9) U = ^x (kr) [P; (- cos Ѳ) 4- P; (cos Ѳ) ]

где x — корни уравнения (8').
Магнитные волны, определяемые потенциалами (8) и (9), удовлетворяют 

краевому условию (3) на всех металлических поверхностях; при этом первые 
из них имеют источники в точке r = 0 и удовлетворяют принципу излучения 
при r^ oo, а вторые, с потенциалами (9), имеют источники на бесконечности 
r = oo и удовлетворяют условиям Мейкснера при r = 0. В формулах (8) и (9) 
используются только корни с Re x > 0.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПАРЦИАЛЬНЫХ ВОЛН

Поскольку в формулах (5) — (9) индекс tn может принимать только не
отрицательные целочисленные значения, а число корней v и x счетное, введенные 
выше парциальные волны можно перенумеровать при помощи одного индекса 
p, пробегающего все целочисленные значения кроме нуля. Сделаем это при 
условии, что парциальные волны Ef, Нр при p > 0 определяются потенциалами 
типа (5) и (8), а щэи_£<0^-потенциалами (6) и (9). Одновременно будем 
полагать, что волны Ef, Нр и E~p, H~p (p > 0) однотипны (т. e. обе электрические 
или обе магнитные) и различаются только заменой £ѵ (£г)(£х (£г)) на ^)ѵ (Лг) 
(ѵрх (^г)) в выражениях для соответствующих потенциалов. Корни v и x, фи
гурирующие в выражениях для потенциалов, определяющих электрические и 
магнитные парциальные волны,_будем также нумеровать при помощи индекса 
p. Таким образом, для волн Ef. Нр и Е~р, Н~р, если они электрические,
vp = ѵ_р, а если магнитные, то xp = х_р.

Обозначим s (r) часть поверхности сферы радиусом r, для которой 
Ѳ0 < Ѳ < л/2. Тогда условие ортогональности для парциальных волн имеет вид

(10) / [Ef, rf] dT= 0 при p # ±q,
s(r)

~^> -+ ~>
Доказательство проведем, применяя лемму Лоренца к полям Ef, H и Е\

H* в области, ограниченной поверхностями s (r) и s (r,) (r, < r), частью конуса
Ѳ = Ѳ0 и частью плоскости Ѳ = л/2.
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Учитывая, что эти поля удовлетворяют условию (3) на этих конусе и плоскости, 
получим

(11) /(i^,^i-u^tf'i)jr=J((^,tf4-l^,tf'l)d^
j(r) J(q)

Рассмотрим следующие возможные случаи.
1. Индексы p и q одного знака и соответствуют либо электрическим, либо

магнитным волнам. При этом равенство (11) сводится к следующему:

(12) f (E", H^Jds = i [Е?, Hp}ds.
s(r) Л(г)

Для р<0 и q<0 это равенство следует из (11), поскольку при r,^0 эти 
поля удовлетворяют условиям Мейкснера в точке r, = 0. Если р>0 и q>0, то 
правая часть (11) равна постоянной, не зависящей от r, а левая, как это следует 
из формул (4)—(9), равна некоторой функции от r. Устремляя r ^ oo, убеждаемся, 
что левая чаСть (11) стремится к нулю, так как оба поля удовлетворяют принципу 
излучения. Таким образом, доказано, что левая часть равна нулю при любом r.

В свою очередь, если p *■ q, то правая и левая части (12) равны различным 
функциям от r, умноженным на константы, что возможно, если последние равны 
нулю. Исключением являются случаи, когда p * q, только потому, что в соот
ветствующих выражениях для потенциалов у волны p стоит cos тф, а у волны 
q стоит sin тф или наоборот. Однако и в этих случаях левая и правая части
(12) равны нулю вследствие ортогональности указанных функций на интервале
0-2л.

2. Индексы p и q различных знаков и соответствуют либо электрическим,
либо магнитным волнам. В этом случае, согласно разд. 1,

(13) f lEfH"*jdT=0 при p# -q.
s(r)

Если в этом равенстве заменить —q на q, то в формуле для соответствующего 
потенциала изменится только множитель, зависящий от r (см. (5), (6) и (8), 
(9)). Следовательно, изменится только множитель, зависящий от r, содержащийся 
в левой части (13) вне интеграла, а само равенство не нарушится. Таким 
образом, и

(14) J [£*#*] dT= 0 при p * -q.
s(r)

3. Индексу p соответствует электрическая, a q — магнитная волна или наоборот.
Так, если p < 0 и q < 0 или p > 0 и q > 0, то доказательство аналогично приведенному 
в разд. 1, а если p < 0 и q > 0 или наоборот, то доказательство совпадает с 
приведенным в разд. 2.

4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА МЕТОДОМ ВАРИАЦИИ 
ПОСТОЯННЫХ С ВЫДЕЛЕННОЙ КООРДИНАТОЙ r

Это решение тождественно приведенному в разд. 7 работы [4]. Различие 
заключается только в том, что парциальные волны имеют другой вид, поскольку 
потенциалы определяются теперь формулами (5), (6) и (8), (9), отличающимися 
от соответствующих формул [4]. Не повторяя всех выкладок, приведем только 
окончательные формулы.

Уравнения Максвелла, которым удовлетворяет полное поле E, H, имеют вид

(15) rot H = — E + Z rot E = ikpH - 7,
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где /,/и— заданные плотности электрических и магнитных токов,
распределенные в области

ra < r < Гр, Ѳ0 < Ѳ < л/2, 0 < ф < 2л.

Решение уравнений (15) ищем в виде

(16) E = ^C,(r)Ef + F,
p

н = S с₽ (г) ”P + т
p

Здесь Ff, Нр — парциальные волны, введенные выше, a Cp (r), F и f— искомые 
величины.

Подставляя решение (16) в уравнения (15) и следуя работе [4], найдем

(17)
± J $Е Р - ? H ₽} dv

c₽ (r)" /{(Ія-]-[2-^]}</7 ’
±

Здесь знак «+» соответствует положительным p, а знак «—» — отрицательным; 
ѵ+ — область, ограниченная поверхностями 5 (ra), s (r), частью конуса Ѳ = Ѳ0 
и частью плоскости Ѳ = л/2, а ѵ“ — область, ограниченная поверхностями 
s (r), s (fp), частью конуса Ѳ = Ѳ0 и частью плоскости Ѳ = л/2. При этом r 
может принимать любые положительные значения; t*— радиальные единичные 
орты.

Как следует из равенства (11), знаменатель в формуле (17) для Ср(г) 
постоянен и не зависит от r. Из определения величиі^ѵ+ и v следует при учете 
также области распределения заданных токов /, 7 й, что при г>гр и р<0, 
коэффициенты Cp (r) = 0 и C_p (r) = const, а при r < га и p > 0, коэффициенты 
Cp (r) = 0 и C_p (r) = const. В области ra < r < гр коэффициенты Cp (r) могут быть 
отличны от нуля как при положительных, так и при отрицательных значениях 
p и зависеть от координаты r. ^

Полученное решение (16), так же как и величины F, f и Cp (r), определяемые 
формулами (17), формально совпадают с аналогичным решением разд. 7 работы 
[4 ]. Различие заключается только в существенно ином определении парциальных 
волн Ef, Н? и величин s (r), ѵ+ и v, входящих в найденное выше решение.

Пример. Пусть рассматриваемая система возбуждается кольцевым 
электрическим током /, ось которого описывается равенствами r = гр 
Ѳ = 0! (л/2 > Ѳ, > Ѳ0), 0 < ф < 2л; величина тока I остается постоянной вдоль 
кольца. Искомое поле, определяемое формулами (16), в рассматриваемом примере 
имеет в области г>гр следующий вид:

(18) Е = ^СрЕ?, H = ^C,H'

Поскольку возбуждающий ток не зависит от угла ф, то и поле £*, H не
зависит от ф. Поэтому в рассматриваемом примере потенциалы (5) и (8),
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определяющие парциальные волны, фигурирующие в решении (18), имеют вид

(19) V = £v (kr) [Pv (-cos Ѳ) - Pv (cos Ѳ) ]; Pv (-cos Ѳ0) - Pv (cos Ѳ0) = 0,

(20) U = Cx (MІЛ (“Cos Ѳ) + Px (cos Ѳ) ]; Px (-cos Ѳ0) - Px' (cos Ѳ0) = 0. 

Корни v и x будем нумеровать в соответствии с возрастанием их модулей. 
Причем корни v, как и соответствующие им электрические волны, будем ну
меровать при помощи положительных нечетных значений p, а корни x, как и 
соответствующие им магнитные волны, — при помощи положительных четных. 
Таким образом,

lv_l - Іѵо+ІІ и l*J - 1*„+2І-p p+l p р+2

Для нахождения коэффициентов Ср в решении (18) нам понадобятся также 
парциальные волны, определяемые потенциалами (6) и (9), нумеруемыми 
отрицательными значениями индекса p (см. разд. 3), которые в рассматриваемом 
примере принимают вид

(21) V = фѵ (кг) [Pv (-cos Ѳ) - Pv (cos Ѳ) ];

Pv (-cos Ѳ0) - Pv (cos Ѳ0) = 0,

(22) U = ф, (кг) [Р, (-cos Ѳ) + P, (cos Ѳ) ];

p; (-cos ѳ0) - p; (cos ѳ0) = о.

Корни v в (21) нумеруются отрицательными нечетными значениями индекса 
p, а корни x в (22) — отрицательными четными, хотя, как отмечено выше, 
Vn = V п И Xn = X п.p -p p -p

Напомним, что потенциалы (19) и (21) используются для определения 
электрических волн (4), а потенциалы (20) и (22) —для магнитных (7).

Используя написанные выше выражения (19) — (22), а также формулу (17) 
учитывая (4) и (7), найдем

Cp = 0 при p = 1, 3, 5, ... ,

-iI sin2 Ѳ(фх (кгЛ [Рх' (-cos Ѳ,) - Рх' (cos Ѳ.) ]

2 Радиотехника и электроника, № 1

/О _ _________________ P_____________ P________________________ P______________
^p COS Ѳд

к f [Рх' (-x) - Рх' (x) ]2(1 - x2) dx
0 р р

при p = 2, 4, 6, . . . При выводе формулы (24) учтено, что xp = х_р. 
Для области r < гх полное поле определяется выражениями

— 00 —00

E=^C,E', н=^срнр,
р=-\ р=-\

где коэффициенты Ср постоянны и находятся при помощи формулы (17).
Отметим, что полученные в данной работе формулы пригодны также для 

нахождения поля при возбуждении рассматриваемой системы через отверстия, 
прорезанные в поверхности конуса Ѳ = Ѳ0 или плоскости Ѳ = л/2. Для этого 
следует только задать распределение касательной составляющей электрического 
вектора Et в возбуждающих отъерстиях и определить затем эквивалентные 
поверхностные магнитные токи К? = [£, n ] на поверхности отверстий, которые 
при этом считаются металлизированными [5 ]. Здесь n — единичный вектор 
внешней нормали к поверхности отверстий.

^ р’

(23)

(24)
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Заменив затем ток /и в формуле (17) поверхностным током Xй и объемный
интеграл — поверхностным, получим искомое решение.
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Рассмотрим систему из двух идеально проводя
щих бесконечно тонких пластин s и $! шириной 2b,
находящихся на расстоянии 2a друг от друга, цен
тры которых смещены на расстояние 25 (см. рис. 1). 
Вдоль оси z обе пластины бесконечны. Ось у пер
пендикулярна плоскости пластин, а ось x парал
лельна. Во введенной системе координат положе
ние пластин характеризуется соотношениями 

-b + 5 < x < b + 5, у = а (пластина 5),
-b - 5 < x < b - 5, у = -а (пластина Sj).

Пусть на эту систему падает первичное поле, 
электрический вектор которого £° = Е® не зависит 
от координаты z. Тогда вторичное, рассеянное, по
ле E = Ez также не зависит от z, удовлетворяет од
нородному уравнению Гельмгольца, принципу из
лучения на бесконечности и краевым условиям

E - -Е?(х, а) на s,
^ W

E = -Er(x,-a) на sy
Здесь использовано обозначение £° = £°(х, у). Эта 
задача может быть сведена к решению двух ана
логичных задач, отличающихся только краевыми 
условиями на пластинах 5 и 5j. Так, одна из них ре
шается при краевых условиях

„ e/ ч Е°(х,а) + Е°(-х,-а)
E = ^(x) =-------------------------------- на s,

E = ^(-x) на Sj,
а другая при краевых условиях

-E°(x, a) + Е°(-х, -а)
E = т|(х) =-------------- ------------ на s,

(2)

(3)
Е = -Т|(-х) на Sj.

Сумма решений этих двух задач является решени
ем исходной, так как сумма соответствующих ус
ловий (2) и (3) совпадает с условиями (1). Обо
значая суммарное (двухстороннее) распределе
ние поверхностной плотности тока буквами J(x) 
на 5 и Ji(x) на sH легко сообразить, что в задаче

Центральный научно-исследовательский 
радиотехнический институт, Москва 

с условиями (2) имеет место равенство
J(x) = Ji(-x) при -Z? + 5 < x < b + 5, (4)

а в задаче с условиями (3)
J(x) = -Jj(-x) при -b + 5 < x < b + 5. (5)

Очевидно, плотности токов имеют одну z-ю ком
поненту

J = Jz, J\ — J\z.

Решение последних двух задач проведем мето
дом, предложенным нами в [1]. Для этого допол
ним пластину 5 до полной плоскости у = а при по
мощи геометрической поверхности E (рис. 1) и 
выведем функциональное уравнение для плот
ности тока J(x) на 5 и электрической напряжен
ности E(x) на E. Искомое вторичное поле можно 
записать в полупространстве у > а при помощи 
следующих двух очевидных выражений:

Г 3GE= E^-dx, 50 = s + E,
(■'■o’ У (6)

E = a f JHQ2\kr)dx + a f JfHg2\kr)dx.

Ю (',)

У\

Рис. 1.
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РАССЕЯНИЕ ВОЛН СИСТЕМОЙ 619

Здесь к - волновое число, а

Gfo tf) = ^. lH^(kr) - H^(kr*)} , (7)

где r(r*) - расстояние между точками p и q (p и q*),
q и q* - точки, зеркальные относительно плос
кости у = а (это функция Грина для области у > а, 
обращающаяся в нуль при у = а); в формулах (6) 
p(x, у) - точка интегрирования, a q(x', y') ^' > а) - 
точка наблюдения;

a = -соц/4. (8)
Приравнивая два выражения (6), найдем

I
■'•„)

dG
E^r-dx 

ду

= a j JH^ (kr)dx + a j J} H^ (kr)dx (9) 
(.V) (*j)

при -о© < x < «>, у > а.

Равенство (9) обеспечивает выполнение крае
вого условия на 5, а вследствие равенств (2) - (5) и 
на 5j (если, как это будет сделано в дальнейшем, в 
левом интеграле по s0 на его части 5 используется 
краевое условие (2) или (3) для соответствующих 
задач), а также требования, чтобы источниками 
поля были только поверхностные токи, текущие 
вдоль лент 5 и 5Р

Таким образом, выполняются все условия, 
обеспечивающие единственность решения рас
сматриваемых задач (см. также [1]).

Подставляя (7) в (9), получим

асимптотических формул в интеграле по E 
в (10) допустимо, так как поле E(x) резко убы
вает при |x| ^ oo и можно ввести некоторый ко
нечный эффективный размер системы вдоль 
оси x, для которого и определяется дальняя зо
на. Введем обозначение u = fccosy и преобразу
ем интеграл по 5! в формуле (11) с учетом соот
ношений (4) и (5). После элементарных преоб
разований получим

f J}(x)eiuxdx = ± f J(x)e~iuxdx.

(■’!> (0

Здесь и ниже верхний знак соответствует соотно
шению (4), т.е. задаче с краевыми условиями (2), а 
нижний знак - соотношению (5), т.е. условиям (3).

Используя это равенство, придадим соотноше
нию (11) следующий вид:

іІ J ВДе'“л =
('o)

= fj(x)eiuxdx±e-, 2l! j J(x)e~iuxdx,

5 (.v)
g = aJk2-u2,

или, складывая интегралы в правой части, деля 
на g!2aa и учитывая условия (2) и (3) на 5, получим

j E(x)e,uxdx = 

m

j EH^(kr)sinfidx =

(■и

2/а г /п\ 2/ot г (ъ\= — J JH(o2\kr)dx+— J J^(kr)dx, (10) 
(.V) (.Vj)

где p - угол между г и осью x. Помещая точку на
блюдения q(x', у) в дальнюю зону и заменяя H^,

Hj(2), r и P их асимптотическими выражениями, 
превратим (10) в искомое функциональное урав
нение

siny J E(x)e,kxcosydx = — J J(x)etkxcosydx +

(*o) (*)

4aae~'x f cos(ux + g) 
g J /sin(ux + g) 

(0

^-JnwP'

(0 J

e,uxdx.

(12)

Здесь, как и выше, верхние строчки относятся 
к задаче с условиями (2), а нижние - с условия
ми (3). Это функциональное равенство опреде
ляет E на E и J на s, величины £ и Т| известны 
(см. (2) и (3)). Придадим равенству (12) несколь
ко другой вид. Для этого прежде всего разобьем 
его на два уравнения, в одно из которых входят 
только четные относительно u функции, а в 
другое - нечетные. Такое разбиение, очевидно, 
единственно и имеет вид

?П̂̂ -z2IdsinY
те

j Jx(x)eikxcmydx. (11)
(.V,)

/вд
(X)

4aae ,g
cos(ux)dx =-------------

g

cosg 
i sin g

Jcos ux J(x)dx -

(0

Здесь у - угол между радиус-вектором, прове
денным из начала координат в точку наблюде
ния q, и осью x. Отметим, что использование

-I
(0

&0 

П(х)
cos ux dx,
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jE(x)
(!)

4a,iae ,g
smuxdx =-----------------

g

Г Sto
Jn(x)
(5) J

-sin#
icosg

sinux dx -

w

sin ux dx.

Разрешая первое из этих равенств относительно
J J(x)cos ихdx, а второе относительно i J J(x)sin их dx

(*) (О
и складывая результаты, найдем

Равенства (14) и (15) могут быть использованы 
для нахождения напряженности E(x) на поверхно
сти E и плотности тока J(x) на ленте s для обеих 
задач с краевыми условиями (2) и (3), а вследствие 
соответствующих им равенств (4) и (5) также и 
для токов Ji(x) на ленте 5,. Для этого следует при
менить метод последовательных приближений. 
Так, нумеруя последовательные приближения то
ков четными индексами F2^, а напряженностей - 
нечетными £<& + ,\ запишем равенства (14) и (15) 
следующим образом:

ge's

2aa sin(2g)

j J(x)e'uxdx =

(s)

E(x)dx +

£(2л + І)(х) =

(17)

хе X,
sin(«x + #) 

-icos(ux + g)

I

L(X)

(13)

Равенства (12) и (13) полностью равнозначны. 
Первое из них удобно для выражения, в явном ви
де, E(x) через J(x), а второе - J(x) через E(x). Хотя 
эти равенства получены для и = &cosy, когдауиз- 
меняется в интервале 0 < у< л, однако они выпол
няются на всей вещественной оси переменного и, 
поскольку все члены, фигурирующие в них явля
ются аналитическими функциями переменного и.

Применив к (12) преобразование Фурье

g? = _L [ due~'ux,
х 2л J

найдем

E(x) = 4а^х ae ,g r COS(MX' + g)
-

■ J(x')dx'g J
L (.v)

isin(ux' +g)
_ (14)

хе 2.
Преобразование Фурье от последнего члена (12) 
обращается в нуль на Z на основании теоремы 
Винера-Пэйли, поскольку ^, т| e L2(s).

Правая часть (14) имеет смысл при любом 
J(x) е L(s). Разрешая (13) относительно J(x) и учи
тывая, что J(x) e L(s) (но не в L2(s)), найдем

J(x) = &,F(u), -b + S<x<b + b, (15) 
где F(u) - правая часть (13), т.е.

J(2n + 2\x) =

= д?хГ(2п + |)(м), -Ь + Ь<х<Ь + Ь. (18)

Здесь Р2"*1) определяется формулой (16), в пра
вой части которой вместо E(x) стоит ЕР" + 1Хх). 
Очевидно, если процесс сходится, то имеют место 
равенства

E(x) = 1ішЕ(2"+І)(х),
п ~+ 00

, (19)
J(x) = lim/2n)(x).

п ^ 00

В качестве нулевого приближения /О)(х) можно 
взять приближение Кирхгофа (физическая оптика). 
Напомним, что, как уже отмечалось выше, верхние 
строчки в формулах (16) - (18) относятся к задаче 
скраевыми условиями (2), а нижние - сусловия- 
ми (3). Найдя таким способом токи на лентах и на
пряженности E на поверхности E для обеих вспомо- 
гательньк задач с краевыми условиями (2) и (3), 
найдем эти же величины для исходной интересую
щей нас задачи с краевыми условиями (1), 
складывая соответствующие величины (как это от
мечалось в начале статьи), найденные для указан
ных выше двух вспомогательных задач.

Зная токи на лентах, создаваемое ими рассеян
ное поле E, H найдем по известным формулам [2]. 
В частности, можно использовать вторую из фор
мул (6), которая справедлива для всего простран
ства; при этом в ней под токами J(x) и J^ следует 
понимать плотности токов исходной задачи.

F(M) = ge'*

2aa sin(2g)
f

L(X)

sin(ux + g) 

-icos(ux + g)
E(x)dx +

+ J

(.V)

£(x)sin(«x + #) 
-rq(x) cos(ux + g) (16)
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Рассмотрим хорошо проводящий рупор, бес
конечный вдоль оси z, пересечение которого с 
плоскостью z = 0 изображено на рис. 1. Одна из 
его сторон /j образует угол ф0 с осью x и описыва
ется (в цилиндрической системе координат R, ф) 
соотношениями 0 < R < 1, ф = ф0, а вторая l_x - 0 < 
< R < /, ф = -ф(). Пусть на этот рупор падает пер
вичная волна с электрическим вектором E0 = E^, 
не зависящая от координаты z. Вторичное рассе
янное поле E = Е: также не будет зависеть от z. Та
ким образом, мы приходим к двумерной задаче, 
где напряженность E удовлетворяет уравнению 
Гельмгольца

Ѵ2Е + £2Е = 0 (1)
c краевыми условиями

Е = -Е°(Я,ф0) на /,,
(2) 

Е = -Ё\Д,-^п) на /_,;

к - волновое число. На бесконечности вторичное 
поле должно удовлетворять “условию излучения”.

Сведем эту задачу к двум вспомогательным со 
следующими краевыми условиями:

E = -1 [Е°(Я, Фо) + Е°(Я, -ф0)] ^ т(Я) на /,. (3)

E = x(R) на /_, (За)
для первой вспомогательной задачи и

E = -1 [E°(R, ф0) - E°(R, -ф0)] =p(R) на /„ (4)

E = -p(R) на /-, (4a)
для второй.

Решив последние две вспомогательные задачи 
и сложив их результаты, найдем решение исход
ной задачи с краевыми условиями (2). Таким об
разом, можно ограничиться рассмотрением задач 
с синфазными и противофазными условиями на 
сторонах рупора.

Государственный центральный 
научно-исследовательский радиотехнический 
институт, Москва

Обозначим поверхностную двухстороннюю 
плотность тока на сторонах рупора как J = Jz,
тогда для задачи с краевыми условиями (3), (За) 
будет справедливо равенство

J(R, ф0) = J(R, -ф0) при 0 < R < 1, (5)
а для задачи с условиями (4), (4a) равенство

J(R, ф0) = -J(R, -ф0) при 0 < R < 1. (6)
Прежде всего сформулируем два условия, од

нозначно определяющие рассеянное поле E для 
обеих задач.

1) E - поле, создаваемое токами, распределен
ными на сторонах рупора и удовлетворяющими 
условию (5) или (6) для соответствующих задач.

2) E - поле, удовлетворяющее на стороне Іх
краевому условию (3) или (4).

При одновременном выполнении этих двух ус
ловий рассеянное поле автоматически будет 
удовлетворять краевым условиям как на lx, так и 
на /_! для обеих вспомогательных задач.

Продлим сторону /j до бесконечной линии с 
помощью отрезков / < R < °°, ф = ф0 и 0 < R < °°, ф = 
= ф0 + я, которые обозначим букой E (рис. 1). Оп
ределим теперь поле E в области ф0 < ф < фо + К
R > 0 при помощи следующих двух выражений (в 
соответствии с вышеприведенными условиями):

E = - ^jj(R,%)H^(kr)dR-

i,

-^J(R,-yJHf4kr)dR, (7)

'-,

* ’ I ^-

1{ + ъ

Здесь и ниже £ - переменная, определенная на ли
нии /j + E следующим образом:

£ = R при ф = ф0, £ = -R при ф = ф0 + я, (7a) 
a G - функция Грина, равная

G = ^,{Н<2\кг)-Н<2\кг*)},
(8)
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где r - расстояние между точками g и q, a r* - меж
ду точками g и q*\ точки q и q* - зеркальные от
носительно линии Ц + E (см. рис. 1). В формулах 
(7) q - точка наблюдения, a g - точка интегрирова-

Э 
ния, поэтому G = 0, когда g лежит на 1, + Е; s----

дп
производная по нормали к Ц + E в точке g. При
равнивая два выражения (7) для E, найдем

J E^d^ = - ^Jj(R, %)H^(kr)dR -

il+i it

-^J(R,_tpjH^kr)dR (9)

f-1

при q(R, ф), где R > 0, ф0 < ф < я 4- ф0.
Равенство (9) обеспечивает выполнение краево

го условия на l{, а вследствие соотношений (3) - (6) 
и на /_j (если, как это будет сделано в дальнейшем, 
в левом интеграле по 1} + E на его части Іх исполь
зуются краевые условия (3), (За) или (4), (4a) для 
соответствующих задач), а также требование, 
чтобы источниками вторичного поля были толь
ко поверхностные токи, текущие вдоль сторон 
рупора /j и /_j.

Таким образом, выполняются все условия, 
обеспечивающие единственность решения рас
сматриваемых задач (см. также [1]).

Подставляя (8) в равенство (9), получим 
f EH^(kr)sinPd^ =

/,+I

= ^fj(R,%)H^kr)dR +

i,

+ Yt Д J W' -%)H^(kr)dR. (10)

ц

Здесь P - угол между направлением n и линией 
/i + E. Помещая точку наблюдения q в дальнюю 
зону и заменяя Hg2), н\1}, r и p их асимптотичес
кими выражениями, превратим равенство (10) в 
искомое функциональное уравнение, определяю
щее токи на /j и /_j и напряженность E на E,

siny J E(£)e'^COSYd£ =
Z,4-X 

= -2j|p^,<p0)^COSYdR- 
'> 

4jIp^-^''*"'"'"*2'^' (,1) 
'-!

\

’\

где у - угол между радиус-вектором, проведен
ным из начала координат в точку наблюдения q, 
и линией /] + E.

Отметим, что использование асимптотических 
формул в интеграле по E в формуле (10) допустимо, 
поскольку поле Е(£) резко убывает* при |£| ^ «> и 
можно ввести некоторый конечный эффектив
ный размер системы вдоль линии £, для которого и 
определяется дальняя зона. Преобразовав интег
рал по /_, в формуле (11) с учетом равенств (5), (6), 
найдем

\j{R,-^eikRcm^dR =

^

= +\j(R,^)eikRa,s^dR. (12)

'>

Здесь и ниже верхний знак соответствует соотно
шению (5), т.е. задаче с краевыми условиями (3), 
(За), а нижний знак - соотношению (6), т.е. задаче 
с условиями (4), (4a).

Используя соотношение (12), придадим равен
ству (11) следующий вид:

siny J E(^)e'*^^ =
/, +z

= _ljj(fl, Фо) {еІ^со57±е.^соз(Ѵ+2Фо)} dR (13) 

1'

Вводя обозначения

и = &cosy, v = Jk2 - и2 (14)

Для этого достаточно предположить, что среда обладает 
некоторыми потерями.
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(18)

и используя краевые условия (3), (4), придадим 
равенству(ІЗ) путем элементарных преобразова
ний следующий вид:

jE(^A^-^fj(K',^x
t 1,

x {^•±е'/г'(“СО52<Р"‘ѵ5Іп2,₽")}^'-

_fW j^ j^- (15)
] p(R')
‘1

где в интеграле по Z переменная интегрирования 
£ заменена £’, а в интегралах по /, переменная ин
тегрирования R заменена R\ что удобно для даль
нейшего изложения. Здесь, как и выше, верхние 
строчки относятся к задаче с краевыми условия
ми (3), (За), а нижние - к задаче с условиями (4), 
(4a). При этом мы учли также определение (7a). 
Полученное функциональное уравнение (15) оп
ределяет E на L и J на Ц, величины т(Я') и p(R') из
вестны (см. (3), (4)).

Перепишем равенство (15), придав ему следу
ющий вид:

'i *

jj(R\<po)eiuRdR’ =-^J^E(^')^X'T

2v £r x(R')

к NHJ p(R')
}e'uRdR'. (16)

Хотя равенства (15), (16) получены для и = &cosy, 
когда у изменяется в интервале 0 < у < я, однако 
они выполняются на всей вещественной оси пере
менного и, поскольку все члены, фигурирующие 
в них, являются аналитическими функциями пе
ременного и.

Применив к равенствам(15), (16) преобразова
ние Фурье

найдем

X• ^р(Я'.Ф«)

< 1\

(17)

при £ G Z И

ДЯ, ф0) = vjEGV"^'T

z

}eiuRdR'г W
/ pUV
1\

при £ = R G 1{.

Преобразование F^ от последнего члена (15) 
обращается в нуль на Z вследствие теоремы Ви- 
нера-Пэйли, поскольку т(Я'),р(Я’) G L2(Zj). Равен
ства (17), (18) могут быть использованы для на
хождения напряженности E на E и плотности тока 
J(R, ф0) на стороне рупора Іх для обеих задач с кра
евыми условиями (3), (За) и (4), (4a), а вследствие 
соответствующих им равенств (5), (6) также и для 
плотности тока J(R, -ф0) на стороне l_{.

Для этого можно применить метод последова
тельных приближений. Так, нумеруя последова
тельные приближения токов и напряженностей 
индексами J{n\ E{n\ n - 0, 1, 2, ..., запишем равен
ства (17) и (18) следующим образом:

X (^+^'^^^"-^"^J^- (19)

при £ G L и

(20)

при R G /j.
Эти два уравнения используются для нахожде

ния последовательных приближений. Подставляя 
в правую часть уравнения (19) л-е приближение 
для тока /(л), находим из этого же уравнения и-е 
приближение для напряженности Е(л); после чего, 
подставляя эти значения /(л) и Е(л) в правую часть 
уравнения (20), находим при помощи этого урав
нения следующее приближение для тока - /л + 1). 
Подставляя J(n + 0 в правую часть уравнения (19) и 
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продолжая этот процесс, определяем последую
щие приближения.

Очевидно, если этот процесс сходится, то име
ют место равенства

Е£)= limE(n)(^),
П ^ 00

(п) <21>
Жф0)= 1іт/л)(Я,ф0),

п ^ 00

после чего токи J(R, -ф0) для обеих вспомогатель
ных задач находятся при помощи соотношений 
(5) и (6).

В качестве нулевого приближения 7°(Я, ф0)
можно взять приближение Кирхгофа (физичес
кая оптика). Так, например, если первичная волна 
P\ Н° - плоская и движется в направлении k, т.е.

Е(0) = i:Ae~'kK, Hw = Д[^(0)],

где А - постоянное число (рис. 2), то

/O)^,q)o) = ?j|[n[Tk]]. (22)

Здесь т = -izT, величина т определяется форму
лой (3) для первой вспомогательной задачи.

Для второй вспомогательной задачи
JW(R, Фо) = ?Д[п [pk] ], p = -ij>, (23)

a p определяется формулой (4).
В обеих формулах (22) и (23) n - наружная нор

маль к /j (см. рис. 2), а к = соТ^Н-
Напомним, что верхние строчки (знаки) в фор

мулах (15) - (20) относятся к задаче с краевыми ус
ловиями (3), (За), а нижние - к задаче с условиями
(4),  (4a). Найдя при помощи соотношений(19) - (21) 
токи на сторонах рупора 1{ и 1_{ (на /_j, используя 
равенства (5), (6)) и напряженности E(^) при £ e Z

/

для обеих вспомогательных задач, найдем эти же 
величины для исходной интересующей нас задачи 
с краевыми условиями (2). Для этого сложим со
ответствующие величины (как это указывалось в 
начале статьи), найденные для указанных выше 
двух вспомогательных задач.

Зная токи на сторонах рупора, найдем рассеян
ное поле E, H, создаваемое ими, по известным 
формулам [2]. В частности, можно использовать 
первую из формул (7), которая справедлива для 
всего пространства; при этом в ней под плотнос
тями токов J(R, ф0) и J(R, -ф0) следует понимать 
токи исходной задачи.

Работа поддержана грантом № J4Z100 Меж
дународного научного фонда и Правительства 
России.
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Эта лемма может быть получена в результате 
обобщения соответствующей леммы, данной в 
работе [1] для чисто монохроматических процес
сов:

J ((E,(o)E2(o)J-po(H!(o)H2(o)J)ds =
(S)

= pE,(o)j2^o)-E2(w)jJ*(w) +
(V)

+ p^(H,(0))j2(O)-H2(W)j,(C0)) }dV. (1) 

Здесь V - некоторая область, ограниченная сна
ружи или изнутри поверхностью S, ds = nds, где 
n - внешняя по отношению к V нормаль к 5; p0 = 
= ТцТЁ = const - волновое сопротивление среды, 
заполняющей область V. Векторы Eb Ht и Е2, Н2 - 

поля, возбуждаемые электрическими и магнит
ными токами, распределенными с плотностями]], 
Ji и j2> J2 соответственно. Все эти токи и поля 
колеблются с одной и той же частотой со.

В рассматриваемом в настоящей работе об
щем случае токи и поля зависят от времени t про
извольным образом и могут быть представлены в 
виде суммы монохроматических гармоник. Так, 
например:

oo

E,(Z) = jE](©)e'“'Jco,

(2) OO

ji(0 = jji(co)e'“'Jco, 

аналогичные разложения могут быть написаны и 
для остальных рассматриваемых векторов.

Если предположить, как это делается ниже, что 
все токи и поля равны нулю при t < 0, то обратные 
преобразования Фурье позволяют написать

E,(w) = ^(Л

Z <3>

Государственный центральный 
научно-исследовательский радиотехнический 
институт, Москва

j>(®) = 2^Р,(')<?"'“'Л-

0
ит.д.

Поскольку уравнения Максвелла линейные и 
справедлив принцип суперпозиции, выполняется 
лемма (1) для каждой гармоники со в отдельности.

Перейдем от равенства (1), справедливого для 
преобразованных по Фурье величин (3), к соот
ветствующему равенству для мгновенных значе
ний векторов поля и токов. Для этого умножим 
равенство (1) на е'“' и проинтегрируем по Jco от 
co = —°° до co = °°:

oo 

jj((E!(co)E2(GJ)l-Po(H!(w)H2(co)J)ds^'jG) = 
^(S)

= j j{EI(Gj)j2P(co)-E2(w)j^(co) +

-(V)

+ Po(H|(®)j2(co) - H2(©)j](©)) }JVe'“'J®. (4)

Заменив в каждом члене полученного равенства 
один из сомножителей соответствующим ему 
“мгновенным” вектором при помощи формулы 
типа (3), меняя при этом в последней перемен
ную интегрирования t на т, а для второго сомно
жителя исгользуя формулу типа (2), найдем после 
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элементарных выкладок с изменением порядка 
интегрирования [2]

jJ((E!(T)E2(f-T)l-po^H,(T)H2(r-T)l)dsJT = 
0(5)

t

= J J (E!(T)K(r-T)-E2(x)ji*G-T) + 
0(V)

+ Po(H,(x)j2(z - т) - H2(t)j,(r - т)) }dVdx. (5)

При этом мы учли, что все векторы равны нулю 
при t £ 0. Отметим также, что все фигурирующие 
в формулах векторы зависят еще от пространст
венных координат, что явно не отмечается. Как 
следует из вывода, полученная лемма (5) справед
лива для неоднородных изотропных сред с вре
менной дисперсией при единственном условии, 
чтобы волновое сопротивление р0 не зависело от 
пространственных координат и частоты CD.

Представляет интерес частный случай леммы
(5),  когда областью V является все бесконечное 
пространство Ѵ„, а ограничивающая ее поверх
ность S совпадает со сферой бесконечного радиу
са. При этом, если все токи находятся на конеч
ном расстоянии, в лемме (1) обращается в нуль 
интеграл по поверхности 5 (см. [1], формула (8)), 
а следовательно (учитывая приведенный выше 
вывод), исчезает поверхностный интеграл в полу
ченной лемме (5), она приобретает вид

t

J J (E!(T)j2^-x)-E2(x)jr(r-T) + 
0(VJ

+ Po(H!(T)j2(r-T)-H2(T)j,(r-T))MVJi = 0.
(6)

В леммах (5) и (6) можно поменять местами аргу
менты в каждом из входящих туда членов. Ис
пользуем лемму (6) для получения теорем взаим
ности для диполей и конечных антенн.

Так, для двух электрических диполей с момен
тами Pi(r) и р2(0, удовлетворяющими условиям

Pi(0 = P2(O при t^0, (7)

любым образом расположенных в пространстве 
и возбуждающих поля Е(, Ht и Е2, Н2 соответст
венно, лемма (6) принимает вид

J(Ht(T)/2(r-T)dl2-H2(T)/,G-T)dl,)dT = 0. (8) 
0

Здесь Ц и І2 - полные токи диполей в режиме пе
редачи, a J/] и dl2 - их длины. Если учесть очевид
ные соотношения

J яі - Э₽1 1 яі - Ѳр2/ld,1 - ^-, /2dl2 - ЭР

то равенству (8) можно придать следующий вид:

N^* = N^*.

0 0

Учитывая начальные условия типа (7), можно за
писать его следующим образом:

t t

^ jH,(T)p2(r-t)JT = ^ |н2(т)р,а-т)Л.

0 0

Отсюда сразу получаем равенство
t t

jH,(T)p2(r-T)dt = jH2(T)P1(t-T)JT, (9) 
0 0

где Н1 (Н2) следует брать в точке нахождения вто
рого (первого) диполя. Это и есть искомая теоре
ма взаимности для электрических диполей при 
любых законах изменения их моментов во време
ни, удовлетворяющих начальным условиям (7).

Придадим теореме взаимности еще один вид. 
Для этого введем понятия наведенных магнито
движущих сил при помощи формул

%i = H2dllt Ъ2 = Hidh, (10)

после чего лемма (8) примет вид
t t

ft2(x)I2(t-x)dx = J*8j*(T)7jG-T)dT. (11)
0 0

Подчеркнем, что токи здесь относятся к соот
ветствующим диполям в режиме передачи, а на
веденные магнитодвижущие силы в режиме при
ема. Теорема (11) справедлива как для электриче
ских диполей, так и для любых конечных антенн. 
В последнем случае фигурирующие в ней токи и 
наведенные магнитодвижущие силы измеряются 
на клеммах соответствующих антенн, причем пер
вые в режиме передачи, а вторые в режиме при
ема. Эта теорема справедлива при любых сопро
тивлениях приемников и генераторов, подключае
мых к антеннам в соответствующих режимах.

Теорема взаимности для двух магнитных дипо
лей с моментами m,(f) и m2(r), удовлетворяющими 
условиям

Ш|(г) = m2(0 = 0 при tZO, (12) 
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может быть получена при помощи леммы (6) ана
логичным методом; в результате найдем

t t

jEj(T)m2(r-T)dT = |Е2(т)т](г-т)Л (13)
о о

или
/ t

fa(x)I^t-x)dx = pg,Cc)/J*(f-T)JT, (14) 
0 0

где

Ъ2 = Ejdl2, «! = E2dlj (15)

- наведенные электродвижущие силы в соответ
ствующих диполях в режиме приема, а /2 и I^ -

полные магнитные токи диполей в режиме переда
чи. Если поле Ej, Hj возбуждается электрическим 
диполем с моментом рь а поле Е2, Н2 - магнит
ным с моментом т2, то из леммы (6) следует

jE!(T)ni2(i-T)JT = pojH2(T)p,(f-T)dT (16) 
0 0

или
t t

^2(x)I^(t-x)dx = PoJ^J*(T)/j(l-T)JT. (17) 
0 0

В равенствах (13) и (16) Ej - напряженность, со
здаваемая первым диполем в месте нахождения 
второго, а Е^т) и Н2(т) - напряженности, создавае
мые вторым диполем в месте нахождения первого.

Теоремы взаимности (14) и (17) справедливы 
также для конечных антенн с магнитными тока
ми (теорема (14)) и электрическими и магнитны
ми (теорема (17)). При этом входящие в них вели
чины относятся к клеммам соответствующих ан
тенн, токи в режиме передачи, а электро- и 
магнитодвижущие силы в режиме приема.

Напомним, что все полученные теоремы спра
ведливы при po = const для рассматриваемых сред. 
Лемму (5) можно также использовать для реше
ния гранично-начальных задач электродинамики. 
Рассмотрим внешнюю задачу нахождения поля E, 
H в бесконечной области Vе, ограниченной изнут
ри замкнутой поверхностью 5, внутри которой 
находятся все источники (токи) поля E, H. В обла
сти Vе будем полагать p0 = const, а внутри S среда 
может иметь параметры e, ц, являющиеся любы
ми функциями пространственных координат. Ог
раничимся нулевыми начальными условиями для 
искомого поля внутри Vе типа

E(r) = H(r) = 0 при г<0. (18) 

Введем еще вспомогательное поле e, h, при расче
те которого будем считать p0 = const во всем про
странстве и равным р0, заданному выше в облас
ти Vе для рассматриваемой задачи. Источником 
поля e, h будем считать магнитный диполь с мо
ментом m(0, расположенный в точке наблюдения 
q в области Vе и удовлетворяющий начальным ус
ловиям вида

m(z) =
i^ при 1>0,
0 при 1<0,

m'(0 = 8(l + 0)i,, (19)

где 8(1) - дельта-функция Дирака, a iq - единич
ный вектор, не зависящий от t.

Применим лемму (5) к полям E, H и e, h в обла
сти Vе. Так как в последней имеется единствен
ный источник - диполь, то из нее сразу следует

t

jE(T)/g(r-T)dIJT =
0

t

= J J {[E(T)e(l-T)]-po2[H(T)h(l-T)]}dsJT. (20)
0(5)

Здесь P - полный ток вспомогательного магнит
ного диполя, a dl - его длина. Используя извест
ное соотношение

/**dl = ^-m(l) 
dt

и условия (19), придадим равенству (20) оконча
тельный вид

t

E(i)i, = ||{[Е(т)е(1-т)]-
0(5)

-PotH(T)h(l-T)J)dsdT, (21)

где ds направлено внутрь поверхности 5. По
скольку направление единичного вектора i^ мо
жет быть любым, то формула (21) определяет 
вектор E(r) в любой точке q области Vе через зна
чения тангенциальных составляющих векторов E 
и H на S. Если при расчете поля e, h поверхность 
5 полагать идеально магнитопроводящей, на ко
торой [hn] = 0, то формула (21) сведется к следу
ющей:

i,E(i) = J J [E(T)e(i-T)]dsJT, (22)
0(5) 
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дающей решение первой гранично-начальной за
дачи. Если при расчете поля e h считать поверх
ность 5 идеально электрически проводящей, на 
которой [en] = 0, то формула (21) принимает вид

t

i,E(r) = -poJ J tH(T)h(f - T)Jds dx (23) 
0(S)

и дает решение второй гранично-начальной зада
чи. Для нахождения вектора H(t) нужно заменить 
магнитный диполь с моментом m(r) вспомогатель
ным электрическим диполем с моментом p(f), по
сле чего получим, используя лемму (5), аналогич
ные формулы для H(r).

Для вывода формул, аналогичных полученным 
выше, в случае полей с ненулевыми начальны
ми условиями следует заменить преобразование 
Фурье преобразованием Лапласа для перехода от 
леммы (1) к соответствующей ей лемме для мгно
венных негармонических полей и токов так, как 
это сделано в работе [2].

Данная работа была поддержана Международ
ным научным фондом и правительством России 
(грант J4Z100).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Фельд Я.Н. H ДАН. 1992. T. 324. № 2. С. 321-323.
2. Фельд Я.Н. H Радиотехника и электроника. 1993.

T. 38. № 1. С. 38.

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 353 № 3 1997

948



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА, 1996, том 41, № 6, с. 651^,54

___________________ ЭЛЕКТРОДИНАМИКА ________________
И РАСПРОСТРАНЕНИЕ РАДИОВОЛН

УДК 621.371.332.4

ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ В ЗАДАЧАХ О РАССЕЯНИИ ВОЛН 
© 1996 г. Я, H. Фельд , H. Г. Пономарев

Поступила в редакцию 30.05.95 г.

При использовании обобщенного вариационного принципа получены стационарные формулы для 
диаграмм рассеяния металлических тел, вариация которых обращается в нуль для точных значений 
поверхностных токов, возбуждаемых на теле первичной падающей волной.

Рассеяние электромагнитных волн хорошо 
проводящими (металлическими) телами опреде
ляется поверхностными электрическими токами, 

+0
наведенными падающей первичной волной E ,
^0

H , на их поверхность 5. Последняя может быть 
замкнутой или разомкнутой (зеркало), а также 

^ 
многосвязной (группа тел). Плотность К поверх
ностного тока удовлетворяет уравнению

+ >()
¥>K = -Et на 5, (1)

где % - интегродифференциальный оператор:

% = (graddiv + к2), [ds'^7lkr\ (Г)J 4Tuwer
(.v)

Здесь индекс t указывает, что после операции 
(graddiv + F) результат следует спроектировать 
на плоскость, касательную к s в точке наблюде
ния q\ q - точка интегрирования; r - расстояние 
между точками q и q\ обе они лежат на 5.

Компоненты векторной диаграммы рассеяния 
^
F определяются известными формулами

F^ = iQ^Kexp(ikpcosy)ds',

м (2)
Э Г “^

£ф = іф ^exp(/&pcosy)d5,
(.v)

> >
где iQ и /ф -единичныеортысферическойсистемы 
координат R, Ѳ, ф в точке наблюдения g(R, Ѳ, ф), 
лежащей в дальней зоне; p - расстояние между 
началом этой системы координат и точкой инте
грирования q(R, Ѳ, ф); у-угол между направлени
ями на точки g и q, проведенными из начала коор
динат (рисунок).

Таким образом, F^, F^, іё и і$ являются 
функциями углов Ѳ, ф точки g, которые будем

> >
считать заданными параметрами. Орты іё и іф в 
любой точке q поверхности 5 можно разложить 
на касательную и нормальную к s составляющие, 
после чего их можно представить в виде следую
щих сумм:

> > > > ^ >
іѳ = iet(q) + idn(q), i<? = i^t(q) + i^n(q). (3)

С учетом этих выражений, формулы (2) мож
но переписать в виде

F*

Г ~^Fg = K7erexp(z&pcosy)ds,
(.v)

Г ~^ = Kiytexp(ikpcosy)ds.

w
Введем псевдоскалярное произведение

^ ^ г ~э ^
(A,B) = \ABdsy

(.v)

для которого оператор ^ симметричен, т.е.
f%A,B) = (A,&B)

(4)

(5)

(5')

- лемма Лоренца, А и В - векторы, касатель
ные к s.

q(R, Ѳ, ф)
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Тогда формулы (4) можно записать следую
щим образом:

->>
Fg = (Kiet&*p(ikpcosy)), (6)

^>
F? = (Xjjp,exp(f&pcosy)). (7)

Для расчета этих компонент диаграммы рассе
яния можно использовать функционалы [ 1, 2]

Y))
(8)

^>
(A'ijprexp(/&pcosy))

(9)

Эти функционалы стационарны при значении 
^ >ѳ >ф
К, удовлетворяющем уравнению (1), и I и I ,
являющихся решениями уравнений

^7 = ze/exp(z&pcosy) и
>ф >

e/ = z^exp(z&pcosy) на s1.
(10)

При этом, как легко видеть, выражения (8) и (9) 
совпадают соответственно с (6) и (7).

При подстановке в (8) и (9) приближенных зна- 
_> >ѳ >Ф

чений К, / и / получаются более точные зна
чения для Fg и Гф, чем при непосредственном ис
пользовании формул (2).

н> >ѳ
Найдем приближенные значения для К, I и 

>ф
I на s. Для этого используем приближение 
Кирхгофа, справедливое для поверхностей, ради
усы кривизны которых велики по сравнению с 
длиной волны:

К
на освещенной стороне s, (И)

. 0 в области тени,

^^
(2/p0)exp(z’&pcosy)[nz^]
на освещенной стороне 5,
0 в области тени.

(12)

Формула (12) получена в результате следую-
>

щих соображений. Величину z'eexp(z&pcosy) 
можно трактовать как электрический вектор 
первичной плоской волны, распространяющейся 

>
в направлении z>. В этом случае первое равенст- 

>ѳ
во (10) определяет плотность тока / , возбуждае
мого ею на идеально проводящей поверхности s'.

Вследствие сказанного выше приближение 
>ѳ

Кирхгофа для / на s определяется формулой ти
па (11). При этом необходимо учитывать, что ос
вещенная часть 5 определяется из направления 
распространения первичной волны, совпадающе- 

>
го с ортом - iR. С учетом выражения для электри
ческого вектора первичной волны, приведенного 
выше, в результате элементарных вычислений 
получаем формулу (12).

Аналогичные вычисления приводят к следую-
>ф 

щей формуле для / :

r > ^
>ф (2/p0)exp(zfcpcosY)n§n]
I =< наосвещеннойсторонел, (^) 

0 в области тени.

В формулах (12), (13) p0 = 7ц/£; n - вектор на
ружной нормали к s в точке, для которой находят
ся плотности токов. Последнее относится также к

> >. >
величинам p и у. Однако орты i%, іё, /ф относятся 
к точке g, находящейся в дальней зоне, для кото
рой определяется диаграмма рассеяния.

Рассмотрим частные случаи решения задачи.

Двухмерные задачи. В случае, когда тело пред
ставляет собой бесконечный вдоль оси z цилиндр 
произвольного сечения или бесконечную вдоль 
оси z металлическую разомкнутую поверхность, 
сечение которой плоскостью z = const не зависит 
от выбора z, все приведенные формулы сущест
венно упрощаются.

^0 _,0
Если первичное поле E , H не зависит от ко

ординаты z, то и рассеянное поле и ток на поверх
ности тела также не зависят от z, и мы приходим 
к двухмерной задаче. При рассмотрении послед
ней используется цилиндрическая система коор
динат R, ф, z и диаграмма рассеяния зависит толь
ко от одной координаты ф.
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Е-поляризация. Если вектор Ё поляризован 

параллельно оси z, т.е. E0 = E°z, то и вектор E

рассеянного поля, а следовательно, и диаграмма 
^ ^
F , и плотность тока К имеют одну z-компоненту 
(F = Fz, К = Kz). Формулы (4) при этом сводятся к 
следующей:

лежащая в плоскости z - 0 в точке s, для которой 
определяются плотности токов.

F= ^Kexp(ikpcosy)ds. (14)
(.v)

Здесь 5 - контур, образованный пересечением по
верхности тела с плоскостью z = 0; p - расстояние 
между осью z и точкой интегрирования q\ лежа
щей на этом контуре; у - угол между направлени
ями на точку наблюдения g (лежащую в плоскости 
z = 0) и точку q', проведенными из начала коорди
нат (ось z) и также лежащими в плоскости z = 0. 
Интегрирование по ds проводится вдоль контура 5. 
Если в определении (5) под 5 понимать указанный 
выше контур, то вместо (6) и (7) получим

F = Eexp(z&pcosy), (15)

а стационарные функционалы (8), (9) сведем к 
одному:

F _ (Eexp(f&pcosy))(-E0/)
” ^кТГ) ’

где К и 1 - решения уравнений

^K = -Е°; ¥>І = exp(/fcpcosy) на s,

Н-поляризация. При этой поляризации вектор 
^0
H первичного поля имеет одну z-компоненту 
Я° = H^z, а электрические векторы первичного и 
рассеянного полей ее не имеют. Очевидно также, 
что Kz = 0 на 5 и

Г = Еф(ф) = ^Kiqtexp(ikpcosy)ds'. (20)
(■V)

Здесь интегрирование проводится по контуру 5, ле- 
>

жащему в плоскости z = 0, i^t - векторная состав- 
>

ляющая орта /$ (взятого в точке наблюдения g),
касательная к контуру 5 в точке интегрирования q'.

Формулы (15) и (16) принимают теперь вид

F =

F =

^>

^>
Ki<pte*p(ikpcosy),

A^exp(z&pcosy)

(16)
&К,Ъ

(17)

(21)

(22)

^
Здесь К

%K =

> 
и I удовлетворяют уравнениям

^0 СР> >

-Et, &I = /ф/ехр(іЛрсо5у) на s, (23)

%=-^fds'H^2)(kr). (17')

(5)

Приближенные (по Кирхгофу) значения К и /, 
как это следует из формул(П), (12), имеют следу
ющий вид:

на освещенной стороне 5, (18)
0 в области тени,

где

^=_eZw(graddiv + *M ds'HW(kr^- <23’)
Gv)

Индекс t показывает, что после операции (graddiv + 
+ £2) результат следует спроектировать на линию, 
касательную к контуру в точке наблюдения q G s,

Плотности токов К и I определяются (в при
ближении Кирхгофа) формулами

> ^ >
(2/p0)exp(f&pcosy)[^n]iz
на освещенной стороне s,

0 в области тени.

(19)

>
Здесь іф - единичный орт цилиндрической систе-

^мы координат в точке g, a n - нормаль к контуру s,

на освещенной стороне 5,

w 0 в области тени,

^>
(2/p0)exp(f£pcosy)[nzz]
на освещенной стороне s,

0 в области тени.

(24)
^
К

(25)
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(28)

Рассеяние волн круговым цилиндром. Е-поля- 
ризация. Поскольку имеется точное решение для 
вычисления диаграммы рассеяния плоской волны 
круговым цилиндром, эта задача наиболее при
годна для проверки эффективности изложенных 
выше методов.

Пусть на такой цилиндр радиусом а падает 
плоская волна

£° = E^ = exp(-zA:^cosq)), (26)

т.е. она распространяется в направленииф = 0 
перпендикулярно оси z.

Компоненты магнитного вектора при этом 
равны

H°R = -(l/po)Ffsinq),

Н° = -(1/Po)^cos9, H°z = 0,

а формулы (18), (19) сводятся к следующим: 

-(2/p0)Efcos9

на освещенной стороне s,

К = К =J п 3
z I 2<<P<2K’

= Л=^I

0 в области тени, ~ < ф < ^,

<-(2/р0)сов(ф - ф)ехр(гЛасо8(ф - ф)),
- л л - 
Ф_2<Ф<2 + Ф’
А - 71 3

0, ф + — <ф<—л + ф.
ч.

Стационарный функционал (16) для диаграм
мы рассеяния при учете (17’) имеет вид

(29)

Зл/2 Ф + п/2

^(ф) =

J совфехр[(7:а[со8(ф-ф)-со8ф]]</ф J со8(ф-ф)ехрП&а[со8(ф-ф)-со8ф]]гйр

п/2_____________________________________________________ ф-тс/2______________________________________________________________
Ф + я/2 Зп/2

Ho^2&tfsin^^^^cos9*exp(zA:tfcos9')cos^ - ф)ехр(/£лсо8(ф - ф))Ар’Лр 

ф-я/2 я/2
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Методом вариации постоянных решена задача об излучении металлического хорошо проводящего 
биконуса, возбуждаемого генератором с заданной электродвижущей силой, включенным между ко
нусами. Решение для излученного поля дано в виде рядов по парциальным волнам с коэффициента
ми, зависящими от одной выделенной переменной. В качестве последней использованы сферичес
кие координаты: Ѳ или r.

ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим хорошо проводящий биконус, со

стоящий из верхнего конуса, поверхность которо
го задается соотношениями
Ѳ = Ѳ0 (Ѳ0<я/2), я<г<оо (я>0), 0<ф<2л,(1) 
а также

r = a, О<Ѳ<Ѳо, 0<ф<2л, (Г)
и нижнего конуса:

Ѳ = я-Ѳ0, а<г<°°, 0<ф<2л (2)
и

r = а, л - Ѳ0 < Ѳ < я, 0 < Ф < 2п (2')
(рис. 1). Здесь r, Ѳ, ф - сферическая система коор
динат с осью z, совпадающей с осью биконуса.

Будем полагать, что генератор, возбуждаю
щий биконус, имеет внутреннее сопротивление, 
равное нулю, и электродвижущую силу (ЭДС) ¥> 
(рис. 1).

Прежде всего перейдем от схемы, описанной 
выше (рис. 1), к эквивалентной схеме, изображен
ной на рис. 2, где поверхности (Г) и (2') вместе с 
генератором заменены идеально проводящей по
верхностью 5, описываемой соотношениями

r = a, Ѳ0<Ѳ<л-Ѳ0, 0<ф<2л, (3)
на которой распределены заданные магнитные 
токи с поверхностной плотностью, равной 

замены, т.е. перехода от схемы, изображенной на 
рис. 1, к схеме на рис. 2, очень просто.

Действительно, нарисовав картину силовых 
электрических линий, создаваемых генератором 
на геометрической поверхности (3) для схемы на 
рис. 1, при использовании теоремы 1 для первой 
граничной задачи электродинамики [1, с. 167] 
придем к эквивалентной схеме, изображенной на 
рис. 2. Последней схемой и будем пользоваться 
для расчета поля, излучаемого биконусом, воз
буждаемым генератором с ЭДС ^.

Поле, возбуждаемое токами (4), распределен
ными на поверхности (3), в присутствии биконуса, 

-^ ~^
обозначим E. H. Поскольку ток (4) кольцевой и 
по величине (но не по направлению) не зависят от

Здесь

_^ц г^ст> ‘ 
К = E іг (4)

% >.

а(л-2Ѳ0),Ѳ (4')

Рис. 1.

- единичные орты, направленные вдоль соответ
ствующих координатных линий сферической сис
темы координат. Доказать справедливость такой

V" 
E

> > >
/r, І0? ^ф
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угла ф, сферические компоненты поля E, H так
же не зависят от ф. Для нахождения этого поля 
используем “метод вариации постоянных” [2-4]. 
При этом решение строится в виде ряда по парци
альным волнам с коэффициентами, зависящими 
от одной “выделенной” переменной. В качестве 
последней следует использовать Ѳ при \ка\ > 1 (к -
волновое число) и r при \ка \ - 1 или меньше. Пар
циальные волны должны удовлетворять одно
родным условиям Максвелла внутри интервала 
изменения выделенной переменной, краевому ус
ловию задачи на проводящих поверхностях и на 
одном конце интервала, а на другом конце или за 
ним должны находиться источники, возбуждаю
щие эту волну. Следует учитывать волны, источ
ники которых находятся как у одного конца ин
тервала, так и у другого. Ниже используются 
практическая система единиц и зависимость от 
времени в виде exp(-zcor).

1. РЕШЕНИЕ С ВЫДЕЛЕННОЙ
КООРДИНАТОЙ Ѳ

Парциальные волны электрического типа в 
учетом независимости от угла ф имеют следую
щий вид:

HQ = 0,

1 э2ѵ 
гЭгЭѲ’ Еф = 0,

< Hr = 0,

к = соТёц.

- й^К
ф ” ргЭѲ’

(5)

В соответствии со сказанным во Введении потен
циалы Дебая определяются выражениями

V = C,v(kr)[Pv(-cosQ) + AvPv(cosQ)],

U*) = ^н'ѵ + М, (6)

где v и Av - корни уравнений

&(ka) = 0 и Pv(-cos(rc-0o)) + ^
+ AvPv(cos(n-0o)) = 0.

Учитываются только корни v, расположенные в 
первом квадранте комплексной плоскости. При 
этом соответствующие парциальные волны име
ют источники, находящиеся на полуоси Ѳ = 0, и 
удовлетворяют краевым условиям Еѳ = 0 на шаре 
r = а и Er = 0 на конусе Ѳ = n - Ѳ0.

Волны, источники которых расположены на 
полуоси Ѳ = я, определяются потенциалами

v= W[PK(cos0) + 5KPK(-cos0)], (8)
где к и ВК - корни уравнений

£к (ka) = 0, Рк( cos0o) + BKPK(-cos0o) = 0 (9) 

и учитываются только корни к, лежащие в первом 
квадранте. При этом выполняются краевые усло
вия Еѳ = 0 на шаре r = а и Er = 0 на конусе 0 = Ѳ0.

Парциальные волны магнитного типа опреде
ляются формулами

Er = 0, Еѳ = 0,
ikpdU

? r ЭѲ’
, _ 1 d2U

ѳ гЭгЭѲ’

(10)
Яф = 0.

Поскольку магнитный вектор не имеет ф-й со
ставляющей, а возбуждающий магнитный ток (4) 
имеет только одну ф-ю составляющую, волны 
магнитного типа не могут им возбуждаться и би- 
поль, изображенный на рис. 2, излучает только 
волны электрического типа (5).

Существует счетное множество подобных пар
циальных волн. Поэтому их можно перенумеро
вать при помощи индекса p, пробегающего все це
лочисленные значения кроме нуля. Сделаем это 

^(p) _>(р)
при условии, что йарциальные волны E , H
при p > 0 определяются потенциалами типа (6), а 
при p < 0 - потенциалами (8). Одновременно бу- 

^(p) _>(р) _>(-р> _>(-р)
дем полагать, что волны E , H и E , H

ty > 0) различаются только заменой [Pv(-cos0) + 
+ AVPV( cos 0)] на [Рк( cos 0) + BKPK(-cos 0)] в выра
жениях для соответствующих потенциалов.
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Обозначим 5(Ѳ) поверхность усеченного кону
са Ѳ = const, r > a, 0 < ф < 2n. Для введенных парци
альных волн электрического типа справедливы 
следующие условия ортогональности:

[E(p)HW]ds = 0 при p*+q
(И)

(Ѳ0<Ѳ<л-Ѳ0).

Доказательство практически не отличается от 
приведенных в [2, 3]. Применяя лемму Лоренца к 
области, ограниченной поверхностямиХѲі), ^(Ѳ2) 
(Ѳ0 < Ѳь< Ѳ2 < л - Ѳ0) и частью сферы r = а, получим

n^(^)_^(p)n

E H
r--^(p)_^(7)n

E H

ѵ(Ѳ,) k

r^(p)_^(7)n

E H

^
>ds

(12)
r_^)_^)n

E H >ds.

При этом учтено, что оба поля удовлетворяют ус
ловию E{p} - Е^ч} = 0 на сфере r = а.

Рассмотрим следующие возможные случаи.
1. Индексы p и q имеют один знак. В этом случае,

устремляя Ѳ) —► Ѳ0 (при p, q < 0) или Ѳ2 —► n - Ѳ0 
(при p, q > 0), приведем (12) к виду 

(13)

где индекс у Ѳ опущен. Если p Ф q, то, как следует 
из (5)-(8), левая и правая части (13) имеют в каче
стве множителей различные функции от Ѳ и, сле
довательно, должны быть равны нулю.

2. Индексы p и q имеют различные знаки. В этом
случае согласно п. 1

^(p)^

E H
(-4)n^

ds = 0 при p^-q. (14)

Если теперь в этом равенстве заменить -q на q, то 
изменится только множитель, зависящий от Ѳ, со
держащийся в левой части (14) (см. (5), (6)), а само 
равенство не нарушится. Таким образом, и

^(Л)_>(7)п^

E H ds = 0 при p^-q.

5(Ѳ)

Доказательство справедливости (11) закончено.

Искомое поле, создаваемое биполем, возбуж
даемым сторонней ЭДС, может быть представле
но в виде следующих рядов:

“^ x~i -^(P) ^ __., ^(p)
E = ^Ср(Ѳ)Е , H = ^СР(^Н . (15)

P p

^(p) ^(p)
Здесь E , H - введенные выше парциальные 
волны электрического типа, а Ср(Ѳ) - искомые не
известные функции Ѳ; суммирование проводится 
по индексу p, пробегающему значения ±1, ±2, ...

^ -^
Поле E, H в области Ѳ0 < Ѳ <л-Ѳ0, г>а должно 

удовлетворять уравнениям Максвелла вида

-^ -^ ^> ^ ^^ 
rotH = -/coeE, rotE = zcopH-J , (16)

где

^H ^H <£;
J = Ki(r-a-A)* ^ 5(r-a-A)(16')

£2{TC — 2vg)

- объемная плотность магнитного заданного воз
буждающего тока (согласно эквивалентной схе
ме, изображенной на рис. 2), распределенного у
поверхности Ѳ0 < Ѳ < л - Ѳ0, r = a + A; 3 - дельта
функция Дирака.

Решение системы (16) должно удовлетворять 
также краевым условиям

Er = 0 на поверхностях Ѳ = Ѳ0, r > a

и Ѳ = л-Ѳ0, r>a,
(17) Еѳ = 0 на поверхности r = a,

Ѳ0 < Ѳ < л - Ѳ0

и условию излучения при r —► °°. После построе
ния решения величину А следует устремить к нулю.

Следуя работе [2], подставим выражения (15) в 
уравнения (16) и найдем

__ Г ^(Р)“|Дѵс,, н = о. эН 
= -J . (18)

При этом учтено, что парциальные волны удов
летворяют однородным уравнениям Максвелла. 
Умножим первое равенство (18) скалярно на 

^(-ч) ^(-ч)
rE , второе - на rH , и результаты проинтег
рируем по поверхности 5(Ѳ) (Ѳ0 < Ѳ < л - Ѳ0).
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Учитывая условия ортогональности (11), по
лучим

^(-7)^(-^)q^ 
E H ds +

5(Ѳ)

ds = 0
,ѵ(Ѳ)

c4(W) =>

перепишем (20) в следующем виде:

г^(-?Чн
ІЯ К ds

s

_>(-^)^(7)п г^(7)_>(-7)-

e ^-ч^ѵ-
J H J rds.

5(6)

q > 0.

Здесь 5+ - часть поверхности сферы r = а, лежащая 
между параллелями 0 = Ѳ0 и 0. При выводе (21) ве
личина Д в формуле (19) устремлена к нулю.

При q < 0, интегрируя (19) от 0 до я - Ѳ0 (Ѳ0 < 0 < 
< я - Ѳ0) и учитывая, что1 С7(я - Ѳ0) = 0, найдем

Разрешая эту систему относительно неизвестных 
dCq!dQ и dC_JdQ, найдем

dC^ 
de

f ^H)^
J H J rds

2iej (19)

I
.ѵ(Ѳ) 1

r^(-^)^(^)n
E H

^(q)^(-q) 
E H

^ 
ds

(22)

Выражение для dC_q/dQ не выписываем, так как 
оно получается из (19) при замене q на -q.

Как следует из равенства (12), знаменатель в 
(19) - величина постоянная, не зависящая от Ѳ. Co-

*н
гласно формулам (3), (4) и (16'), ток J распреде
лен в области Ѳ0 < Ѳ < я - Ѳ0. Поэтому при q > 0, ин
тегрируя (19) от Ѳ0 до Ѳ, где Ѳ0 < Ѳ < я - Ѳ0, получим

где 5“ - часть поверхности сферы r = а, лежащей 
между параллелями 0 и 0 = я - Ѳ0. Формулы (15), 
(21), (22) и (4), (4') определяют поле, создаваемое 
биконусом, возбуждаемым генератором с ЭДС ^.

С.(Ѳ)-С.(Ѳ0) =

H^) ^ц
H J rdsdQ

(20)
Ѳр.ѵ(Ѳ)

Здесь С^(Ѳ0) = 0 (q > 0). Если бы эти величины бы
ли отличны от нуля, то, как следует из (15), ком- 

^ н>
плексная мощность поля E, H, проходящая через 
поверхность усеченного конуса 0 = Ѳ0, r > а, была 
бы конечна и направлена в сторону возрастания 
0, что абсурдно.

Учитывая сказанное, а также дельтообразный
*н

характер плотности магнитного тока J (см. (16*)),

2. РЕШЕНИЕ С ВЫДЕЛЕННОЙ
КООРДИНАТОЙ r

Это решение имеет вид

Э- X^ ^P) Ч> v^ ^P)
E = %Ср(г)Е , H = ^СР^Н ■ <23>

P p

^p) ^(p)
Здесь E , H - парциальные волны электриче
ского типа, отличающиеся от использованных 
выше. Они определяются следующим образом. 
Общие формулы (5) сохраняются, однако потен
циалы V теперь задаются выражением

V = Ufcr)[?v(cos0) + AvPv(-cosO)], (24) 
где v и Аѵ - корни уравнений

Pv(cos0o) + AvPv(-cos0o) = 0,
Рѵ(со8(я-Ѳ0)) + АѵРѵ(-со8(я-Ѳ0)) = 0. ( ^

Учитываются только корни v, лежащие в правой 
полуплоскости.

Потенциалы (24) определяют электрические 
волны. Эти волны удовлетворяют принципу излу-

1 Это доказывается методом, аналогичным приведенному 
выше для q > 0.
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ИЗЛУЧЕНИЕ БИКОНУСА 649

чения рри r —► ©о и краевому условию на поверх
ности биконуса. Источники этих волн находятся в 
точке r = 0. Рассмотренные волны нумеруются при 
помощи индекса p, пробегающего целочисленные 
положительные значения. Следует ввести еще пар
циальные волны электрического типа, источники 
которых находятся на бесконечности при r = °°. Эти 
волны определяются потенциалами 

x [Pv(cosO) + AvPv(-cos0)],

(26)

где уѵ(х) = Ѵлх/2 Jv + i/2W, a v и Av являются кор
нями уравнений (25), причем Rev > 0. Для волн, 
определяемых потенциалами (24) и (25), выпол
няется краевое условие на всей поверхности рас
сматриваемого тела. Эти волны нумеруются при 
помощи индекса p, пробегающего целочислен
ные отрицательные значения. Одновременно

^(p) _»(p) ^(-p)
будем полагать, что волны E , H и E ,
_^(-7^)
H различаются только заменой £ѵ(£г) на

Wv(kr) - ----- Cjjcr) в выражениях для соответ- 
C(*a)

ствующих потенциалов.
Обозначим s(r) часть поверхности сферы ра

диусом r, для которой Ѳ0 < 0 < л - Ѳ0 (r > а). При 
этом условие ортогональности для введенных 
парциальных волн имеет вид

п ^(/O_^(tf)q^
E H ds = 0 при p*'+q. (27)

s(r)

Доказательство проведем, как и выше, применяя
^(p) _>(p) ^(q) _>(д)

лемму Лоренца к полям E , H и E , H в 
области, ограниченной поверхностями s(r), s(a) и 
частью конусов 0 = Ѳ0 и 0 = п - Ѳ0. Учитывая, что 
эти поля удовлетворяют на конусах краевому yc- 

^(/>) ^(7)
ловию Et = Et = 0, получим

f fr-^(p)^(^)q r^(tf)^(p)ql^
J [£ H ]-[£ H ]* =

.v(r) 1 J

r fr_^p)_^)n r^)^(p)nl^
= j ^ E H - E H \ds.

s(a) ^ J

(28)

Рассмотрим следующие возможные случаи.

1. Индексы p и q имеют один знак. При этом
(28) сводится к следующему выражению:

^(p)_^)q^ - p^(7)^(p)q^
E H \ds = j E H ds. (29) 

.v(r) 5(r)
Для p < 0 и q < 0 это равенство следует из выполне
ния приведенного выше краевого условия также 
на s(a). Если p > 0 и q > 0, то правая часть (28) - кон
станта, а левая - равна некой функции от r, умно
женной на константу, что возможно, если эти кон
станты равны нулю. В свою очередь, если p * q, то 
левая и правая части (29) также равны различным 
функциям от r, умноженным на константы, что 
возможно, если последние равны нулю.

2. Индексы p и q имеют различные знаки.
В этом случае согласно доказанному в п. 1

^(p)_^(-^)q^
E H \ds = 0 при p*-q. (30)

-v(r)
Если теперь в этом равенстве заменить -q на q,
то в выражении для соответствующего потенци
ала изменится только множитель, зависящий от r
(см. (24), (26)). Следовательно, изменится только 
множитель, зависящий от r, содержащийся в ле
вой части (30), а само равенство не нарушится. Ta- 
киМ образом, и

^(р)_>(?)п^
E H \ds = 0 при p*-q.

5(Г)

Следовательно, справедливость равенства (27) 
установлена для всех интересующих нас парци
альных волн электрического типа. Определим 
коэффициенты Ср(г) в решении (23). Для этого 
подставим (23) в уравнение Максвелла (16), где

*н
магнитный ток J определяется выражением 
(16'), после чего получим равенства типа (18). Ум-

^(-?)
ножим первое из них скалярно на E , а второе - 

_^(-^)
на H , результаты проинтегрируем по поверх
ности s(r) (r > а). Учитывая условие ортогональ
ности (27), найдем

dC „ r r^(-*)^(-*)n^ dC„ r r^(-*)^h^^Н[£ " >+лШ£ " ? = °-
5(Г) .V(r)

w

5(Г)

^(-9)_,(^)q^ JC, e p(*4Hh^
" H Lfc + ^ j E H ds =

.v(r)
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Разрешая эти равенства относительно С'я (r), по
лучим

dCq = _

. _^(-^)^H

J"
*(f)

J ds

dr
r y_^(-9)_^)q p_^)_^(-tf)q
p E H -\Е H

.v(r)
L L

(31)

Как следует из (28), знаменатель в этой формуле - 
величина постоянная, не зависящая от r.

Учитывая закон распределения плотности 
магнитного тока (16'), проинтегрируем равенство 
(31) по dr от r = а до r (r > a + А), после чего найдем

Сч{г)-Сч(а) =

(32)

Полагая вначале Д > 0, получим для q > 0 следую- 
щее равенство: Cq(a} = 0. Доказательство анало
гично приведенному выше для С^(Ѳ0). Учитывая 
сказанное и переходя затем в (31) к пределу, уст
ремляя А —► 0, получим для С7(г) следующее вы
ражение:

._^(-v)_^
\Н К ds

Сч(г) = -----------------^----------------------------------

J {[E(-4}Hw]-[E(4)H(~4)]}ds

.v(r)

q > 0.

(33)

Здесь 5+ - часть поверхности сферы r = а, лежа
щая между параллелями Ѳ = Ѳ0 и Ѳ = л - Ѳ0. При 
выводе последней формулы использовано выра-

^ 
жение(16')для7 .

Коэффициенты Сч(г), определяемые форму
лой (33) постоянны при r > а, т.е.

Cq(r) = const при r > а и q > 0. (34)

Коэффициенты Сч(г) при q < 0 все равны нулю, т.е.

C^(r) = 0 при r > а и q < 0, (35)

что следует из принципа излучения, который не 
выполнялся бы, если хотя бы один из коэффици
ентов Cq(r) # 0 при q < 0. Действительно, при этом 
в решение (23) входили бы волны, имеющие ис
точники на бесконечности (r = °°).

В формуле (33), так же как и в (21), (22), поверх- 
^n

ностная плотность магнитного тока К выражает
ся через заданную ЭДС % генератора (рис. 1) при 
помощи соотношений (4) и (4').

Решение (15) хорошо сходится при ka > 1. 
При ka ~ 1 и меньше следует пользоваться реше
нием (23).

Данная работа поддержана грантом J4Z100 
Международного научного фонда.
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ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ, ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ 
И ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

(2 лекции) 
Я. H. ФЕЛЬД

§ 1. Основные уравнения электромагнитного поля

Ограничимся рассмотрением электромагнитных процессов, гар
монически изменяющихся во времени. Зависимость от времени t 
примем в виде eiait, где w — угловая частота. Будем пользоваться 
практической рационализированной системой единиц (МКС).

Основные уравнения электродинамики — уравнения Максвел
ла — имеют при этом следующий вид:

rotH=/o)eE + J,l ,-.
rotE = — Zu)^H. J

Здесь
Еи H — электрический и магнитный векторы поля;
e, p. — комплексные в общем случае диэлектрическая и магнит

ная проницаемости:

e=e'—Ze", р=иь' — ці"; e"^0, ^"^0. (la)

Последние неравенства вытекают из энергетических соображе
ний *.

* Вайнштейн Л. А. Электромагнитные волны. Изд. «Сов. радио», 1957, стр. 40.

Появление мнимых частей e", <і" обусловлено наличием джоуле
вых или диэлектрических и магнитных потерь в среде. При отсут
ствии последних

s"=^,^'-0. (16)

где а— объемная проводимость среды, a e', p' совпадают с обычны
ми диэлектрической и магнитной проницаемостями среды. В этом 
случае член /шеЕ в первом уравнении (I) равен сумме токов сме
щения iWE и проводимости oE. Что касается вектора J, фигуриру
ющего в (1), то он представляет собой плотность сторонних внесен

93

Прочитано на 1-й Всесоюзной школе по дифракции 
и распространению волн, 1965, Паланга, 

960



ных в срёду токов, являющихся йсточникаМй, воЗбуждающйми поле. 
Такое выделение токов J является несколько искусственным, так 
как они по своей физической сущности не отличаются от токов про
водимости <зЕ. Этим только подчеркивается, что в рассматриваемой 
задаче токи J являются заданными, в отличие от токов aE, для 
определения которых необходимо прежде найти E.

На границе раздела двух сред, обладающих различными пара
метрами, уравнения (I) теряют смысл* и должны быть дополнены 
граничными условиями, определяющими поведение тангенциальных 
составляющих векторов поля при переходе через поверхность раз
дела.

Если две области Ѵе и Vt с различными электромагнитными 
параметрами граничат вдоль некоторой поверхности s, то указан
ные граничные условия имеют вид

(n(H*-H*))=K,l1 ѵ п } на s
[п(Е'-Е*)]=0 /

(2)

Здесь К—поверхностная плотность электрического тока, текуще
го по поверхности s; n — единичная нормаль к s, направленная 
внутрь области Vi ; индексы «е>, и «і» означают, что E*, H* и Ez, H' 
являются предельными значениями векторов поля на поверхности s 
при стремлении к ней со стороны Ѵе и Vz соответственно.

Ток К может появиться на s в двух случаях:
1) если он привнесен извнеираспределен на геометрическойпо-

верхности s. В этом случае он также является сторонним источни
ком и должен быть задан;

2) если 5 или часть ее является идеально проводящей, бесконеч
но тонкой металлической поверхностью. При этом К возбуждается 
на s полем.

Если поверхностных токов на s нет, то тангенциальные составля
ющие векторов поля непрерывны при переходе через s и условия 
(2) принимают вид

(n(W-H*)l=0, j
(n(E'-E'))=0 /

(2a)

Пусть одна из сред, например Vi .обладает бесконечной прово
димостью (a=oo), тогда поле внутри Vi тождественно равно нулю 
(в противном случае там текли бы бесконечные токи и выделялась 
бесконечная мощность) и условия (2a) заменяются следующими:

[Неп]=К,1
(E*nJ=O )

на s.

Эти условия сохраняются и в случае, когда не вся область Vi, а 
только часть ее, примыкающая к s, обладает бесконечной проводи

(26)

94

Так как теряют смысл операции дифференцирования, входящие в (1).
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мостью. Очевидно, условйя (2) тем болёе справедливы в случае, 
когда г,рь остаются непрерывными при переходе от Vi к Ѵе.

Таким образом, граничные условия (2) выполняются на любой 
геометрической поверхности s, проведенной внутри произвольной 
среды, если на ней распределены поверхностные токи К. При K=0 
(2) переходитв (2a).

Из уравнений (I) легко получить закон сохранения энергии для
электромагнитного поля — комплексную теорему Пойнтинга. Для 
этого следует перейти от первого уравнения (1) к комплексно сопря
женному; умножить последнее скалярно на E, а второе уравнение 
(I) — скалярно на H* и вычесть одно из другого, после чего найдем

div(EH*J = -EJ*4 Ko(s*EE*-'xHH*) (3)

или в интегральной форме

- J (EH*Jds=- J EJ*rfV+io)J (е*ІЕГ2-И|Н|2)і/И, (За)
U) (Ю (Ю

где s — поверхность, ограничивающая некоторый объем V. Четкий 
физический смысл закона сохранения ваттной (средней за период) 
мощности имеет вещественная часть этих равенств.

Не останавливаясь на истолковании физического смысла отдель
ных членов, выпишем уравнение, получаемое приравниванием веще
ственных частец выражений, стоящих слева и справа в (За):

Ref (EH*)ds = Rej EJ*dV + wJ (е"|ЕІ»+ИНі2)гіѴ. (4)
('s) (И) (И

Здесь, как и в (За), ds направлено в сторону внутренней к V нор
мали.

Уравнение (4) понадобится ниже при доказательстве теоремы 
единственности.

Основные уравнения (I) иногда бывает удобно записать в сле
дующем, более симметричном виде:

rot H=i(oeE+J, 
rot E= --KopH-Jp..

Добавленную здесь величину Jp. можно истолковать как вектор 
плотности магнитного тока.

Магнитный ток, рассматриваемый как движение магнитных за
рядов, не существует, ибо в природе отсутствуют магнитные заряды. 
Однако несмотря на это его формальное введение иногда оказы
вается весьма полезным и ему можно придать вполне конкретный 
смысл. Так, например, хорошо известно, что элементарную рамку 
с электрическим током можно заменить эквивалентным магнитным 
током (диполем), направленным вдоль оси рамки. Можно также 
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ных в срёду токов, являЮщйхся йсточникаМи, воЗбуждающйми поле. 
Такое выделение токов J является несколько искусственным, так 
как они по своей физической сущности не отличаются от токов про
водимости <зЕ. Этим только подчеркивается, что в рассматриваемой 
задаче токи J являются заданными, в отличие от токов aE, для 
определения которых необходимо прежде найти E.

На границе раздела двух сред, обладающих различными пара
метрами, уравнения (I) теряют смысл * и должны быть дополнены 
граничными условиями, определяющими поведение тангенциальных 
составляющих векторов поля при переходе через поверхность раз
дела.

* Так как теряют смысл операции дифференцирования, входящие в (1).

Если две области Ѵе и Vi с различными электромагнитными 
параметрами граничат вдоль некоторой поверхности s, то указан
ные граничные условия имеют вид

[п(Н‘-Н')]=К,1
L k п 1 на s,
[п(Е'-Е')]=О /

(2)

Здесь К — поверхностная плотность электрического тока, текуще
го по поверхности s; n — единичная нормаль к s, направленная 
внутрь области Vi ; индексы «е>, и «і» означают, что E*,  Не и Ez, H' 
являются предельными значениями векторов поля на поверхности s 
при стремлении к ней со стороны Ѵе и Vz соответственно.

Ток К может появиться на s в двух случаях:
1) если он привнесен извнеираспределен на геометрическойпо-

верхности s. В этом случае он также является сторонним источни
ком и должен быть задан;

2) если s или часть ее является идеально проводящей, бесконеч
но тонкой металлической поверхностью. При этом К возбуждается 
на s полем.

Если поверхностных токов на s нет, то тангенциальные составля
ющие векторов поля непрерывны при переходе через s и условия 
(2) принимают вид

[п(Н'—Не)]=0, l 
fn(E'-E')J=O J (2a)

Пусть одна из сред, например V, .обладает бесконечной прово
димостью (a=oo), тогда поле внутри Ѵг- тождественно равно нулю 
(в противном случае там текли бы бесконечные токи и выделялась 
бесконечная мощность) и условия (2a) заменяются следующими:

(H*nJ==K,j
[Een]=0 I на s. (26)

Эти условия сохраняются и в случае, когда не вся область V/, а 
только часть ее, примыкающая к s, обладает бесконечной проводи
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мостью. Очевидно, условйя (2) тем болёе справедливы в случае, 
когда s,y. остаются непрерывными при переходе от Vt к Ѵе.

Таким образом, граничные условия (2) выполняются на любой 
геометрической поверхности s, проведенной внутри произвольной 
среды, если на ней распределены поверхностные токи К. При K=0 
(2) переходитв (2a).

Из уравнений (I) легко получить закон сохранения энергии для
электромагнитного поля — комплексную теорему Пойнтинга. Для 
этого следует перейти от первого уравнения (1) к комплексно сопря
женному; умножить последнее скалярно на E, а второе уравнение 
(I) — скалярно на H* и вычесть одно из другого, после чего найдем

div[EH*] =—EJ* 4 ico(e*EE*-txHH*) (3)

или в интегральной форме

-J [EH*]ds= — J EJW+iuj (e*IEI2—p|H|2)rfK, (За)
(5) (И) (И)

где s — поверхность, ограничивающая некоторый объем V. Четкий 
физический смысл закона сохранения ваттной (средней за период) 
мощности имеет вещественная часть этих равенств.

Не останавливаясь на истолковании физического смысла отдель
ных членов, выпишем уравнение, получаемое приравниванием веще
ственных частец выражений, стоящих слева и справа в (За):

Re f (EH*jds = Re f EJ*dV + » f (e,z|EI34-H"|Hi2)dV. (4)
(*s) (И) (И

Здесь, как и в (За), ds направлено в сторону внутренней к V нор
мали.

Уравнение (4) понадобится ниже при доказательстве теоремы 
единственности.

Основные уравнения (I) иногда бывает удобно записать в сле
дующем, более симметричном виде:

rot H=icoeE+J, 
rot E= —ноуН — Лр .

Добавленную здесь величину Jp. можно истолковать как вектор 
плотности магнитного тока.

Магнитный ток, рассматриваемый как движение магнитных за
рядов, не существует, ибо в природе отсутствуют магнитные заряды. 
Однако несмотря на это его формальное введение иногда оказы
вается весьма полезным и ему можно придать вполне конкретный 
смысл. Так, например, хорошо известно, что элементарную рамку 
с электрическим током можно заменить эквивалентным магнитным 
током (диполем), направленным вдоль оси рамки. Можно также 
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показать, что любую систему электрических токов можно заменить 
эквивалентными магнитными токами. Эквивалентными в том смыс
ле, что поля этих токов, рассчитываемые при помощи уравнений ти
па (5), будут одинаковыми.

К уравнениям (5) необходимо также добавить условия непре
рывности (2a) на поверхности раздела двух различных сред.

Если на указанной поверхности или на любой геометрической 
поверхности s распределены поверхностные электрические и маг
нитные токи К и Ku., то при переходе через s тангенциальные со
ставляющие терпят скачок, определяемый формулами (сравни с 
(2))

fn(H'-H01=K, I
[п(Е‘-Е*)]=-кЛ на s. (6)

На поверхности s проводника, обладающего бесконечной элек
трической проводимостью, сохраняются граничные условия (26), 
если мы принудительно не наносим магнитные токи Kp. на s.

В ряде случаев полезно вводить понятие магнитного проводни
ка, обладающего магнитной проводимостью среды аи. При этом 
можно связать магнитный ток с H при помощи «магнитного» закона 
Ома Ju, ^uH-

По аналогии с обычными проводниками можно рассматривать 
идеальные магнитные проводники, для которых Op = oo. Поле внут
ри такого проводника будет тождественно равно нулю, так как в 
противном случае Jp.= oo и выделялась бы бесконечная мощность. 
На поверхности s идеального магнитного проводника текут поверх
ностные магнитные токи КИ5 возбуждаемые полем, и выполняются 
условия типа (26)

lH'nJ=O, 1
[ЕеПр-----KJ

на s. (6a)

Область, занимаемая магнитным проводником, Vt. Вторая из 
этих формул определяет ток Kp. на s, а первая является граничным 
условием, которое нужно учитывать при интегрировании уравнений 
(5).

Может представить интерес следующий результат, вытекающий 
из сказанного выше.

Если при переходе через некоторую поверхность s тангенциаль
ная составляющая электрического (магнитного) вектора терпит 
разрыв непрерывности, то это означает, что на s распределены по
верхностные магнитные (электрические) токи, определяемые второй 
(первой) формулой (6).

Возвращаясь к основным уравнениям (5), легко заметить, что 
одно из них переходит в другое при перестановке

E^-H, e^p, J^Jjx, J
Н^—Е, p^«, Ju^-—J. j
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Это свойство системы (5) сохранять свой вид при перестановке (7) 
называется перестановочной инвариантностью. Оно позволяет со
кратить выкладки при решении уравнений (5). Так, например, в си
лу линейности этих уравнений, можно записать решение в виде

E=Ei+E2, H=Hi + H2, (8a)
—^ 

где Ej,Hj и Е2,Н2 удовлетворяют уравнениям

rot H1-zweE,=J, 1 „.
rotEi+iwp.Hj-Oj

и
rotH2-z®eE2=0, I (8б)
rot E2+zwpH2=—JpJ

Перестановка (7) преобразует систему (8a) в (86), и наоборот. 
Таким образом, достаточно проинтегрировать (8a), чтобы одновре
менно получить также решение системы (86), производя переста
новку типа (7) в найденных интегралах уравнений (8a).

Следует при этом помнить, что подстановка (7) должна также 
преобразовывать граничные условия при уравнениях (8a) в гранич
ные условия при (86). Это будет выполняться, например, при усло
виях типа (2a) или условиях на бесконечности, о которых будет 
сказано ниже. Последние условия всегда должны учитываться при 
интегрировании уравнений Максвелла в областях, простирающихся 
на бесконечность.

§ 2. Теорема единственности решений уравнений Максвелла
. для монохроматических колебаний (среда с потерями)*

* Я. H. Фельд. ЖЭТФ, 1938.

7 Зак. 77S

Теорема единственности имеет большое принципиальное и прак
тическое значение. Она показывает, как следует сформулировать 
ту или иную задачу электродинамики, т. e. какие условия должны 
быть заданы для того, чтобы задача имела единственное решение. 
Нельзя быть уверенным в корректности какой-либо теории, пока 
для нее не доказана соответствующая теорема единственности.

Неоднородные уравнения Максвелла

rotH=tu)sE+J, rotE=—z®pH—J|t, (9)

в которых сторонние токи J, J,x заданы и распределены на конеч
ном расстоянии, не могут иметь более одного решения, удовлетво
ряющего следующим условиям:

a) Ez и Hz непрерывны при переходе через повэрхности s,,
на которых s или p имеют разрыв непрерывности;
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б) на граничных поверхностях s,, ограничивающих простран
ство снаружи или изнутри, заданы Et или Hz или импедансные 

А 
граничные условия типа Ez= Z[nH], 
где Л

Z- I zn
I г2і

г12
Z22

, ?(к—Иік~^~іХікі Яп^0,

R^,4RxR^^\z^\

в) если область, для которой ищется решение уравнений (9), 
простирается на бесконечность, то поле должно убывать там так, 
чтобы

limrH=0, IimrE=0 (a^0).
Г~>ов Г->х'

Выясним физический смысл некоторых из перечисленных усло
вий. Если в пункте «б» имеют место импедансные граничные усло
вия, то неравенства

^11^0» ^22^0, ^^11^22?SlZ12H_Z2l|2 00)
обеспечивают отсутствие на «импедансной» поверхности источников 
энергии, точнее, потоков энергии через s2 внутрь рассматриваемой 
области, для которой ищется решение уравнений (9). Действитель
но, плотность потока мощности, проходящего через з2 внутрь рас
сматриваемой области, равна

P=4-Re(EH*b

(п—единичный вектор, направленный внутрь области).
Введя на s2 ортогональную систему координат хх и х2, образу

ющую с n правую тройку, запишем импедансное граничное условие 
пункта «б» в виде

2

£)■ ::г=^^£/л[пН]и, i=I,2.
«=і

Подставляя эти выражения в формулу для P, найдем

-2Р^П \нх 2+я2да2+ *Ц^ нхн* + -1^-2*1 ед. (i i)

Правая часть полученного равенства есть квадратичная эрмитова 
форма с матрицей

ii о 2іг+22і i!■ ^ii-2-!

I гіг+ 2« п
I 2 * ^22
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Она будет неотрицательна, еслинеотрицательны все главные мино
ры ее матрицы. Таким образом, неравенства (10) обеспечивают не- 
отрицательностьправойчасти (11) и.следовательно,

P-^Re[EH*]n<0, (12)

т. e. энергия может только вытекать через s2 из рассматриваемой 
области.

Условие «в» имеет также простой физический смысл. Оно озна
чает, что, благодаря наличию потерь, поле на бесконечности долж
но убывать быстрее, чем это обусловливается геометрией трехмер
ного пространства. При отсутствии потерь поле убывает как ^-. 

Смысл остальных условий не нуждается в пояснении.
Доказательство теоремы «единственности» базируется на сле

дующей лемме.
Однородные уравнения Максвелла

rotH=fwsE, rotE=-iwpH (13)
не имеют, отличного от нулевого, решения, удовлетворяющего усло
виям:

1) Ez и H, непрерывны при переходе через поверхности Sj
яа которых e или p имеют разрыв непрерывности;

2) на граничных поверхностях s2, ограничивающих простран
ство снаружи или изнутри, E,=0 или H,=0, или выполнены импе
дансные условия типа, указанного в пункте «б» предыдущей тео
ремы;

3) на бесконечности выполнены условия пункта «в».
Эта лемма следует из комплексной теоремы Пойнтинга (4), ко-

тораядля уравнений (13) принимаетвид

Re J (EH*Jds =«> j (e"|E!2+p"|H|2)dV. (14)
($,+$>+*») (V)

Здесь V — область, для которой ищется решение, a (з^+зг+з^ ) по
верхности, ограничивающие ее. В общем случае они состоят H3s(, 
охватывающих, как перчатка, поверхности разрыва Sj (см. пункт 1), 
з2, фигурирующих в пункте 2, и бесконечно удаленной сферы s« , 
если V простирается на бесконечность.

Далее необходимо различать два случая.
Если на s2Et=0 или Ht =0 (см. пункт 2), то, благодаря усло

виям 1 и 3, интеграл в левой части равенства (14) исчезает и 
оносводитсякследующему:

(e"|E|2+u"|H|2)dV=0. (15)
(V)
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ГІосколькуэ" и [і" неотрицательны (см. (la)), то, если $"#=6 и 
p''*Q, из (15) сразу следует, что

E==0 и H=0 (16)
всюду в области V. Если одна из величин e" или u" равна ну
лю, то равенства (16) следуют из (15) с учетом уравнений (13). 
Обе величины e" и ?" не могут равняться нулю, так как среда 
имеет потери.

Второй случай имеет место, когда на s2 выполняются импеданс
ные граничные условия. При этом исчезают интегралы только по 
поверхностям$( ns-, и (14) переходитв

)dV.

Однако, поскольку интеграл, стоящий слева, неположителен (см. 
(12)), а справа неотрицателен, то они порознь равны нулю. И мы 
опять приходим к равенству (15) и как следствию из него соотно
шениям (16), доказывающим лемму.

Из нее непосредственно следует теорема единственности для 
уравнений (9).

Действительно, рассуждая от обратного, предположим, что су
ществуют два решения уравнений (9), удовлетворяющие всем усло
виям «а», «б», «в». Тогда разность этих решений должна удовле
творять однородным уравнениям (13) и условиям 1, 2, 3. Поэтому 
на основании леммы эта разность тождественно равна нулю, и оба 
решения уравнения (9) совпадают.

Доказательство этой теоремы для сред без потерь несколько 
сложнее, и мы на нем останавливаться не будем, так как оно имеет 
скорее принципиальный, нежели практический интерес. Действи
тельно, при решении конкретных задач можно всегда вначале пред
положить, что в среде имеются некоторые потери, например о=#0, 
и воспользоваться доказанной теоремой, а в окончательном реше
нии перейти к пределу, когда a^0. Такой прием в ряде случаев по
зволяет также упростить ход решения. Отметим только, что для 
сред без потерь формулировка теоремы единственности сохраняет
ся прежней, за исключением условий на бесконечности (пункт «в»), 
которые заменяются условием изучения Зоммерфельда, состоящим 
в том, что на бесконечности поле должно иметь характер уходящей 
локально плоской волны с точностью до членов порядка о (r-1) 
и,крометого,Е=О(г_1) и H=O(r-1).

Отметим еще, что при о =0 теорема единственности может нару
шаться для внутренних граничных задач, если заданная частота <° 
совпадает с одной из резонансных частот рассматриваемой области. 
Более того, в ряде случаев для этих частот конечное решение может 
быть получено только тогда, когда источники (сторонние токи) 
«ортогональны» к собственным колебаниям, соответствующим рас
сматриваемой резонансной частоте.
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Следуегобратить внимание еще на одно обстоятельство, которое 
нужно иметь в виду при интегрировании уравнений Максвелла в 
областях, где находятся металлические кромки и острия. Поскольку 
последние не имеют касательной плоскости, то для них теряют 
смысл понятия тангенциальных составляющих векторов поля и 
пункт «б» теоремы «единственности» не определяет граничные ус
ловия на них. При этом может нарушаться теорема «единственно
сти». Для ее сохранения необходимо к условиям «а», «б», «в» доба
вить еще одно условие. Его можно сформулировать так:

г) на острых металлических кромках и остриях должны отсут
ствовать сторонние источники (стоки) энергии. Это условие ограни
чивает допустимый порядок стремления к бесконечности отдельных 
компонент поля при приближении к остриям и кромкам. Для его вы
полнения достаточно обращения в нуль потока энергии через по
верхность части сферы или цилиндра, охватывающих острие или 
кромку, при стремлении их радиусов к нулю.

Условие «г» можно было бы добавить к условиям «а», «б», «в» 
теоремы единственности. Ее доказательство, как легко видеть, оста
лось бы при этом почти без изменений. Однако мы не сделали этого 
для того, чтобы не перегружать изложения, а главное потому, что 
условие «г» неявно содержится в формулировке теоремы единствен
ности. Действительно, там сказано, что все сторонние источники— 
токи заданы, входят в сами уравнения Максвелла и, следователь
но, других источников нигде и в том числе на остриях и на кромках 
не должно быть.

Доказанная теорема единственности показывает, какие условия 
должны быть приняты во внимание для существования единствен
ного решения уравнений Максвелла. Однако этого недостаточно. 
Необходимо еще показать, что эти условия не противоречивы и что 
всегда существует (одно) решение уравнений Максвелла, удовле
творяющее им, т. e. необходимо доказать еще теорему существова
ния. Такая теорема доказана. Доказательство ее довольно сложно. 
Мы его здесь не приводим, отсылая интересующихся к соответству
ющей литературе *.

* С. Muller. Grundprobleme der Mathematischen theorie Electromagnetiacher 
schwingungen. Springer-verlag, 1957.

** Наличиетаких источников приведет только к переопределению граничного 
условия для E^ на $.

§ 3. Первая граничная задача электродинамики
(1-я ГЗЭ)

Внешняя задача сводится к определению поля E, H во внешнем 
пространстве Ѵе, ограниченном изнутри замкнутой геометрической 
поверхностью s, по заданным на ней значениям Ez =e. Не ограничи
вая общности, будем полагать, что в области Ѵе источников поля 
нет**.  Из теоремы «единственности» следует, что эта задача может 
иметь только одно решение.
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T e о p e M a I. Поле E, H в области Ve тождественно совпадает 
с полем Еь Нь возбуждаемым поверхностными магнитными то
ками

K^=-(en)
(n — внешняякѴ, нормаль), распределенными на внешней сторо
не s, которая при этом считается идеально проводящей.

Доказательство. Поля E,H и Е1,НІ не имеют источни
ков в Ne. Поэтому для того чтобы они совпадали в Ѵе, необхо
димо н достаточно, чтобы Ег--Е|,< на s. Последнее следует из 
того.что E^=e на s по условию задачи, а условие „скачка“для 
Ei,/ при переходе через s дает Ем=[КР.п] на s, так как Ех=0
внутри s (источники Ej, Hj находятся снаружи идеально про
водящей поверхности s). Подставляя значение К,, найдем 
Ei,/=(n(enjJ=e на s, и теорема доказана.

Первая ГЗЭ об определении поля по заданной E,_e на s све
дена, таким образом, к задаче о возбуждении идеально прово
дящей поверхности s заданными на ней магнитными токами 
К^=—[еп]. Аналогичныерезультаты имеют местои.для внут
ренней 1-й ГЗЭ с учетом замечанийонарушении однозначности, 
сделанных в конце § 2.

Лемма і. Если на замкнутой геометрической поверхности s 
распределен магнитный ток Кр.,то можно*  распределить на s та
кой электрический ток К, чтобы поле, создаваемое обоими токами, 
тождественно равнялось нулю снаружи (внутри) s.

* За исключением случая, когда среда внутри s не имеет потерь и частота
совпадает с одной из резонансных (см. конец § 2).

** То есть будем предполагать, что на s выполняются нулевые граничные 
условия для тангенциальной составляющей электрического вектора,

Доказательство. Для нахождения тока К будем времен
но считать геометрическую поверхность s идеально проводя
щей**,  а заданный ток Ки распределенным на ее внутренней 
(внешней) стороне. Таким образом, мы приходим к задаче о 
возбуждении замкнутой идеально проводящей поверхности s то
ком KpL, находящимся внутри (снаружи) ее. Задача эта имеет 
единственное решение*.

Полагая К равным поверхностному току, индуцированному на 
внутренней (внешней) стороне s током K^, получим систему 
из двух поверхностных токов Ku и К, распределенных на s, по
ле которых тождественно равно нулю снаружи (внутри) s.

Таким образом, любому распределению*  Kp. на s соответ
ствует К—£°{КИ} на«, полное поле которых равно нулювне 
(внутри) s.

Линейный оператор L0 находится из решения внутренней 
(внешней) задачи о возбуждении резонатора s.
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Лемма 2. Лемма I остаетсясправедливой, если в ней по
менять местами магнитный K^ и электрический К поверхностные 
токи.

Доказательствоследуетиз принципа .перестановочной 
двойственности“ и из леммы I.

Для нахождения К;) по заданному К достаточно решить за
дачу о возбуЖдении поверхности s током К, распределенным на 
ее внутренней (внешней) стороне.

s при этом считается обладающей идеальной магнитной, про
водимостью. Ток Kp.=<g°{K} равен магнитному току, индуциро
ванному на внутренней (внешней) стороне резонатора s.

§ 4. Сведение 1-й ГЗЭ к интегро-дифференциальным уравнениям
для токов на s

В этом разделе мы будем предполагать, что среда является одно
родной, а=#0. Для определенности рассмотрим внешнюю задачу.

Из теоремы 1 следует, что поле 1-й внешней ГЗЭ может быть 
выражено через магнитный ток К>-~—[еп], заданный на« и 
индуцированный им иа s электрический ток*  К=£°{Кр.} но хо
рошо известным формулам.

* s прц этом считается идеально проводящей. Здесь и ниже у линейных опе
раторов £° и $°снизу ставится индекс «е» или «і», в зависимости от того, из внеш
ней или внутренней, относительно s задачи онн вычисляются.

На основании леммы 1 к этим токам можно добавить систе
му токов К\ и K'=A°{KJ, не изменив поле вне s. Взяв K^ рав- 
ным—К|1( получим возможность определитьполетолькопри по
мощи электрических токов.

Аналогично, добавляя на основании леммы 2 к токам К.л и К 
систему токов К" и К”=$°{К"} и выбирая K"= —К, получим 
возможность определить поле вне s только при помощи магнит
ных токов.

Из предыдущего следует, что поле при решении 1-й ГЗЭ может 
быть выражено также через совокупность электрических и магнит
ных поверхностных токов, распределенных на s.

Таким образом, имеет место
T e о p e м а 2. При решении 1-й ГЗЭ искомое поле может быть 

выражено через следующие фиктивные (в общем случае) источни
ки, распределенные на рассматриваемой поверхности:

1) электрические поверхностные токи;
2) магнитные поверхностные токи;
3) те и другие.
Распределение этих источников может быть найдено из решения

следующих интегро-дифференциальных уравнений:

1) <g{K} = e; 2) ^.ДК.Д-е; 3) S(KJ+^(K^)"e на s.
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Здесь S и St>. — линейные операторы, которые, действуя на соот
ветствующие токи, определяют касательные составляющие электри
ческих векторов, возбуждаемых последними на s. Эти операторы 
легко написать для любых s при помощи электрического и магнит
ного векторов Герца.

Так как в уравнение 3 входят два неизвестных К и Кн> то оста
ется значительный произвол в их определении; им можно восполь
зоваться для упрощения решения. Так, можно добавить к 3-му лю
бое уравнение, не противоречащее ему, например:

K.=G(K)+b,
после чего токи К и КЛ определятся однозначно. Здесь G — некото
рый оператор; b — вектор-функция, касательная к s.

Все результаты последнего раздела сохраняются, как это легко 
видеть, и для внутренней 1-йГЗЭ.

С p e д а б e з п о т e p ь. 3 а м e ч а н и я к p e ш e н и ю
1-й ГЗЭ

При решении І-й внешней ГЗЭ с помошью электрических 
токов К последние нельзя определить однозначно,если w совпа
дает с одной из собственных частот* идеально проводящего 
резонатора s, хотя поле, как это следует из теоремы единствен
ности, определяется 1-й внешней ГЗЭ однозначно. Действитель
но к решению уравнения для тока К можно добавить выраже- 

N
ние типа ^ алКл, где ал—постоянные, а Кл—распределение то- 

Л==1
ка, соответствующего п-му собственному AZ-вырожденному ко
лебанию, удовлетворяющее уравнению <§{Кл)=0. Болеетого.при 
произвольном заданном E,(=e) на s внутренняя задача о воз
буждении резонатора током K,t= — [en] не имеет конечного ре
шения, а значит, на основании сказанного выще не имеет реше
ния и уравнение <§(К}=е, т. e. поле 1-й внешней ГЗЭ, не мо:
жет быть выражено при помощи только электрического тока, 
распределенного на s.

Для того чтобы существовало конечное решение внутренней за
дачи о возбуждении резонатора, на собственной частоте, магнитны
ми токами Kp,,a значит, и внешней ГЗЭ при помощи электрических 
токов, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 

j^H*ds = O, п=1,2,...Лг.

5

Здесь Нл — магнитный вектор п-го собственного ^вырожденно
го колебания резонатора s. Необходимость этих условий вытекает 
из следующего.
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Если существует решение E, H внутренней задачи о возбужде
нии резонатора s заданным током Kp. то, применяя к нему и к соб
ственному колебанию Ея, Н„ сопряженную лемму типа Лорёнца, 
найдем

J [E^HJds+J Kp. Н>=0.
Л S

Так как E„tt =0 на s, тоотсюда сразу получаются написанные 
выше условия. Физический смысл их состоит втом, что они обеспе
чивают «ортогональность» возбуждающих токов и собственных ко
лебаний, вследствие чего внешние силы не совершают работу и ко
лебания остаются конечными. Последнее можно рассматривать 
так же, как доказательство достаточности.

В случае, наиболее интересном для нас, KorAaKp=-(enJ, эти 
условия принимают вид

J[eH']ds-O, n=l,2,....y.
5

Покажем, что если e — электрический вектор падающего на s 
снаружи поля, то эти условия всегда выпоЛняются.

Пусть h — магнитный вектор этого поля; тогда, на основании 
«сопряженной леммы», примененной к области, находящейся внут
ри s, и полям e, h и Ея, Ня, получим

J[eH;|ds=-J[E;h|ds,
5 5

а так как Еп,/—0 на s, то наше утверждение доказано.
Из сказанного следует, что задача о дифракции падающей 

волны на идеально проводящем теле всегда может быть сведена к 
решению уравнения &{K}=—ez, а вторичное поле выражено через 
электрический ток, распределенный на поверхности тела. Это соот
ветствует физике процесса, при котором К является не фиктивным 
источником, а реально существующим током.

• Все замечания, сделанные здесь о сведении внешней 1-й ГЗЭ к
нахождению электрического тока К на s, могут быть распростране
ны с соответствующими изменениями и на случай сведения ее к на
хождению чисто магнитного тока на s.

На внутренней 1-й ГЗЭ при отсутствии потерь мы отдельно не 
останавливаемся, так как все исключения, которые здесь могут 
иметь место, очевидны из предыдущего.

§ 5. 2-я ГЗЭ и смешанная ГЗЭ
2-я ГЗЭ сводится к определению поля E, H во внешнем (внут

реннем) пространстве V,(Vv), ограниченном изнутри (снаружи) 
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замкнутой геометрической поверхностью s по заданным на нейзна- 
чениям Hz =h. Для этой задачи справедлива

T e o p e м а 3. Поле E, H в области Ve(V,) тождественно сов
падает с полем Е2, Н2, возбуждаемым поверхностными электриче
скими токами K=lhnl (n — внешняя к V нормаль), распределенны
ми на внешней (внутренней) стороне s, которая при этом считается 
обладающей идеальной магнитной проводимостью.

Введенные электрические токи К возбуждают магнитные токи 
на магнитно-проводящей поверхности s, совместным действием ко
торых и определяется поле Е2, Н2.

Полезно заметить, что поле Е2, Н2 так же, как и поле Еь Нь вве
денное в теореме 1, тождественно равно нулю в области, где распо
ложены источники, т. e. в области, внешней по отношению к рас
сматриваемой. Это следует сразу же из самого определения этих 
полей.

С м e ш а н н а я ГЗЭ. Она сводится к нахождению поля E, H 
в области V, ограниченной s, по заданным на ней составляющим

Et—e на Sj и H,=h на s2, Sj+Sj==5-
Эта задача может быть сведена к 1-й или 2-й ГЗЭ путем реше

ния некоторого интегродиференциального уравнения. Для нее мо
жет быть сформулирована теорема, аналогичная теоремам 1 и 2.

§ 6. Теорема эквивалентности
Из рассмотрения ГЗЭ и теоремы единственности следует, что 

поле в области V однозначно определяется заданием E, или H, на s,
ограничивающей V. Более того, одновременное задание Ez и Hz 
на s не может быть произвольным, так как одна из этих величин 
однозначно определяет другую. Несогласованное задание этих ве
личин может привести к противоречию в том смысле, что не суще
ствует поля, удовлетворяющего уравнениям Максвелда и принима
ющего на s заданные значения E, и H,.

Однако на практике нахождение поля в результате решения 
1-й или 2-й ГЗЭ является весьма затруднительным для более или
менее сложной области V. Задача резко упрощается н могут быть
легко написаны общие формулы для поля в произвольной области,
ограниченной s, если задать на s обе составляющие E, и H, одно
временно. Проще всего к таким формулам приводит

Теорема эквивалентности. Пусть геометрическая 
поверхность разбивает пространство на две области Vt и Ѵ2 и 
все источники, возбуждающие поле E, H, сосредоточены в об
ласти Ѵѵ Если Ez^=ewHz=h на s, то поле ЕІ( Н1( возбуждаемое 
распределенными на геометрической поверхности s токами 
K=(hnJ иКр.==—[еп] (п^-направлено внутрь VJ совпадает с 
полем E, H в области Ѵ2 и тождественно равно нулю в облас
ти Vp В частности, области Ѵ\ и Ѵ2 могут быть бесконечны
ми. Среда в общем случае неоднородна.
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Доказательство легко провести, исходя из 1-й или 2-й ГЗЭ.
Полезно отметить, что если среда в области Ѵ2 однородна, то при 

расчете Еь H! по токам К, Ки можно считать все пространство 
Уі+Ѵ2 однородным с параметрами среды Ѵ2. Фактическое наличие 
неоднородности в среде Vt не скажется, так как поле Ei, Hi там 
равно нулю.

§ 7. Формулытипа Гюйгенса—Кирхгофа
для электромагнитного поля

Определим поле E, H в области V, ограниченной (снаружи или 
изнутри) геометрической поверхностью s. Пусть это поле возбуж
дается источниками, расположенными как в области V, так и вне 
ее. Область V считается заполненной однородной средой с комплекс
ными параметрами г, у; вне V среда может быть неоднородной.

Источники—электрические и магнитные токи J и Ли внутри 
V и Ел H, на s считаются известными.

Поле E, H в области V будем искать в виде суммы Е=Е°4-ЕІ, 
H=fF+H1, где E0, Нс—первичное поле токов, расположенных 
внутри V, которое определим при помощи электрического и маг
нитного векторов Герца:

1 С о~ ІКГ 1 С п^іКГ"”“ *sdJ v- л' п;=та?и ^^
V V

Подчеркнем, что при расчете E0, H0 все пространство считается 
однородным (с e и p. такими же, как и в V).

Вторичное поле E1, H1 не имеет источников в области V, и его 
касательные составляющие на s равны

E*-E*-EJ, Н}=Н,-Н;
Введем обозначения

K*=K-K0, к'^к^-к;,
где К=[Ип], К°=(Н°п],

K.=^(EnJ, К’=—[Е°п].

Тогда на основании .теоремы эквивалентности* поле E1, H1 
в области V определяется токами КЧК* или, что то же самое, 
токами К, Кц, так как поле токов K0, К° равно нулю в облас
ти V. Последнее замечание § 6 позволяет определить поле E1, H1 
при помощи векторов Герца

1 [к е~ікг

4sfc*.J /^П1== ds,
s

Й7
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Полное поле в области V запишется так:
E—(graddiv+№)ri—/cou rot П,х, 
H—iu>srotn+(graddiv+K2)n^, 

где
П-П’+П1, n^n:+n'.

Это и есть искомые формулытипа Гюйгенса—Кирхгофа.
Если область V внешняя по отношению к s, то в дальней зоне 

справедливы асимптотические формулы
E“sC«-{/¥MFIJH|Kfy}- 

н“ /4 І'«Е1-

Здесь

F = j* [Нп]ЛF '* ds, F;>. = - f |En]e<K ? ** ds,

s s

где
р-радиус-вектор точки интегрирования;
R-радиус-вектор точки наблюдения;
п—внешняя (по отношению к V) нормаль к s.
При написании последних формул токи J, J;i в области V

положены равнЫми нулю. .
Большинство приведенных выше результатов может быть полу

чено непосредственно из леммы Лоренца без использования поня
тий металлизации и «магнетизации» геометрической поверхности s. 
Правда, изложение при этом стало бы менее наглядным. Покажем 
это на примере вывода формул типа Гюйгенса—Кирхгофа.

По-прежнему будем считать среду однородной внутри V, но ис
точники поля E, H — находящимися вне V.

Введем в рассмотрение в области Ѵ.кроме искомого поля E, H, 
еще два вспомогательных поля:

1) e', h' — поле электрического диполя с моментом p, располо
женного в точке наблюдения q;

2) e", h" — поле магнитного диполя с моментом m, расположен
ного в точке наблюдения q.

При расчете вспомогательных полей среда вне V может быть 
взята любой, в том числе отличной от реально существующей в рас
сматриваемой задаче.

Лемма Лоренца играет роль теоремы Грина для электромагнит
ных полей. Поэтому последовательно применяя ее к области V и 
полям E, H и e', h' или e", h" получим после несложных преобразо
ваний
108
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4jUEh'l-(e'HDds-
5

I pE(g) при 7G_V, 
1 0 при qqV;

^f((Eh"l-fe"HJ)ds = ( при q&V,

при qgV.

mH(<7)
0

Ввиду произвольности векторов p и m, эти формулыполностью 
определяют E и H внутри V. Они являются наиболее общими фор
мулами, определяющими поле внутри V через Е, и Hz, заданные 
на s. Общность эта обусловлена значительным произ&олом, допус
каемым при определении вспомогательных полей.

Если при расчетепоследних считать что все пространство запол
нено однородной срёдой с параметрами теми же, что и у V, то на
писанные формулы совпадут с формулами типа Гюйгенса—Кирхго- 
фа, выписанными ранее.

Полагая при расчете вспомогательных полей, что е'( = е”=0 на
s, получим решение І-й ГЗЭ. Вспомогательные поля при этом игра
ют роль векторных функций Грина.
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Классические результаты здесь принадлежат M.C. Нейману [I], 
который для линейной поляризации и локально плоского характера 
падающей волны дал полное решение задачи. Случай любой поляриза
ции рассмотрен в [23 . При произвольной конфигурации падающей вол
ны соответствующую формулу получил Э.Л. Бурштейн [З] и позднее 
Б.Ё. Кинбер [4]. При выводе они пользовались различными допущения
ми, хотя пришли к одному и тому же результату. В настоящей работе: 
мы выясним при каких условиях справедлива форцула Бурштейна - Кин- 
бера, учтем влияние рассогласования тракта с антенной и приемником, 
а также дадим другие, более простые, варианты формул для мощности, 
поступающей в приемник. При заданном падающем поле и некоторых до
бавочных условиях, обеспечивающих существование решения задачи о 
максицумепринимаемой мощности, найдем оптимальное распределение 
поля в апертуре антенны (в режиме передачи), обеспечивающее реали
зацию указанного максимума. Изложение ведется на примере зеркаль
ной антенны.

Рассмотрим зеркальную приемную антенну с облучателем в виде 
рупора, соединенного с приемником одномодовым во^оводным трактом 
(рис.І). Пусть на антенну падает первичная волна Е°,Н° произволь
ной конфигурации, возбуадаемая^электрическими и магнитными токами, 
распределенными с плотностью J и ^ в объеме '/o » расположенном 
вне антенной системы.

Обозначим полное поле, создаваемое токами J и J7* при нали
чии антенны буквами E,H. Введем еще в рассмотрение так же вспомо
гательное поле ^ , ^ , возбувдаемое этой же антенной в режиме пе

редачи, когда^вм^сто приемника включен генератор, возбущдающий в 
тракте волну E*,H*,6^ryngj) в_направлении к рупору. Применяя лем- 
му Лоренца к полям E,H и t f fy в бесконечном пространстве, огра
ниченном изнутри поверхностью ^ (совпадающей с поверхностью ан- 
тенж>фвдерной системы) и сечением d внутри тракта (рис.І), най
дем

(I)

При выводе этой формулы предположвн^ что поверхности зеркала, об
лучателя и тракта идеально проводящие. Поскольку тракт одномодо
вый, поля в его сечении d можно записать в виде суммы 2-х трак
товых волн, т.е 3
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(2)
Ц--(Е',И')+ЫЕ-',іГ) 1
tH--C-.(EtVR,e.^^ )

^> ^ ^ ^ 
Здесь Е1,Н* и E"*,H"* поля распространяющейся в тракте основной 
моды, бегущие соответственно к рупору и обратно. Амплитуда их 
нормированы любым фиксированным образом и они связаны соотноше
нием ^ , 2*. ^ 4 —E- E' Н” - - H' , (2()
где черта - здак^комплексного сопряжения; C_1 - амплитуда воэбу- 
вдения волны E ,H' , a R1 - коэффициент отражения ее _от ^дэиемни- 
ка в режиме приема; R_1 - коэффициент отражения волны E ,H от 
рупора. Подставляя (2) и (20 в левую часть (I), получим 

c,(i-R, к. ^[IWJ^’ff]}^, “-??>,

б 7 Ч>
или, разрешая это равенство относительно C_j 
L,nM*m

(3)P - 1
'1 ' 1-Ми 2&ЦЁ’ ІТ]ей

3
Определим теперь ваттную мощность,поглощаемую в режиме приема, т.е. 
поступающую в приемник (потерями пренебрегаем). Она, очевидно, 
равна ^ т* ~>P = i Ri ИьНІІз

Z 3

Подставляя сюда поле из второй формулы (2), найдем после элемен
тарных выкладок r ^

р..^±|С.,|1^ $ [ Е'І?]Й
2 3

Используя формулу (3), получим выражение для искомой мощности 
p iR,M ііДНМ 

^MJT Ri^rFTjdK 

4

(4)

4
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Формуле (4) можно придать несколько иной вид. Для этого окружим 
антеннон^идерную систему произвольной ^' геометрической поверхно
стью S (рцс.І) и применим к^бласти, находящейся снаружи ее лем
му Лоренца для полей t H и V,y Очевидно, будем иметь

HW-WtW
K^ . s

где oH -^cLi напраменр внутрь.^ (рис.І).
Лемма Лоренца для полей E , H и в % в области вне 2 дает

5 ЙІ-Г?>-.И[П]-[^]1Г5
Ѵ0 “^ "^в “* f^ j3 “^ ^ • ~~* *^ J*^*i ~^ ^

Если положить E = E +E f H*H + H , где E , И - рассеян

ное антенной поле, то сравнивая два предыдущих равенства получим 
интересное товдество

\ КЕ^нін’ПЛ=;, <5.)
s

Подставляя выражение (5) в (4), найдеьі z

p IR.M MOM
Ф-М..Г ЕъЦё’Й’Й

ИЛИ _^ ^ г

p iR,i^ нд%й-йИВ^1 
?^кщ ^nwTff' (6’

3
В частном случае, когда Rp° , т.е. приемник полностью согла

сован с трактом, эта формула переходит в формулу, аналогичную 
впервые полученной в £з] при предположении, что доля рассеиваемой 
антенной мощности много меньше принятой. Последнее пришлось сде
лать, поскольку автор [з] , по-видимому, не обратил внимания на 
существование товдества (5*). В работе [4] это ограничение снято, 
но предполагается, что антенна согласована с трактом.

Область Ѵ0 находится вне >5э.

5
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Из общей формулы (6) следует, что единственным требованием, 
при котором справедливы формулы, полученные в [зЗ и [43 , являет
ся согласование тракта не с антенной, а с приемником. 

_>о ^оФормулу (6) можно несколько упростить. Действительно, поле 
E , H можно представить вне поверхности S в виде суммы двух по
лей: ^о ^ ^ 7* 7* ^4E e + e W =Ub

^ іГ г4 п*где 6, П - поле, создаваемое теми же источниками, что и t t H , 
но удовлетворяющее краевому условию €^ ^0 на S , а б\к - поле, 
не имеющее источников вне S и удовлетворяющее краевому условию 
e^ - E’t на s .

Используя (7), найдем

^ WH'HFE'F5-- S(1pWM^P1
JsL S_^ ^. ^л ^

Применяя лемму Лоренца к полям $ f ^ и в t k в пространстве 
вне S , убеждаемся, что два последних члена взаимно сокращаются и

$s (iotf'j+у p й} а». [ $ г* й a t (8)

Подставляя это выражение в (6)? получим следующую упрощенную форму- 
V р IRA ЦІЙ< 

8|<-ВЛ,Г bHE’FfjcH

^° Г^о 3

(9)

k ^o 3 7*
Здесь вместо E и гІ стоит всего один вектор п . Правда, опре

деление его вряде случаев может оказаться сложнее. Однако, если 
поверхность S выбрана гладкой и ее радиусы кривизны велики по 
сравнению с волной, то в приближении Кирхгофа H^ - 2H^ на осве
щенной части S и нулю в области тени. В этом случае 

p iR,r-i ОзіШГ 

ili-R,R,i1 R^[?'R’]K ' 

где Sec^ освещенная часть S •

Испольэуем полученные форцулы для наховдения максимальной 
мощности, которую приемная антенна может извлечь из падающего на 

(90

6
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нее поля. При этом внешнюю геометрию приемной антенны и ее ориен
тировку, относительно падающего поля, будем считать заданными. 
Сказанное означает в частности, что излучающий раскрыв ^> антен
ны фиксирован как по форме, так и по расположению в пространстве. 
Перестройке подлежат только элементы, расположенные внутри антен
ны, что приводит к изменению закона распределения поля в раскрыве 
52 при работе (приемной) антенны в режиме передачи. ^

При заданных первичных источниках - токах *3 и ^ , возбувда-
ющих падающую волну Е°, H*, поставленная задача о максимуме прини
маемой мощности не имеет вообще говоря, решения. Действительно, 
фиксируя не мощность, излучаемую первичными источниками У и 2T^, 
а сами эти токи (или первичное падающее поле E } H , что тцке са
мое) можно получить от них любую мощность. В самом деле, пользуясь 
терминологией теории цепей, мы имеем задачу с заданным генератором 
тока, где ток фиксирован, а отдаваемая им мощность может быть лю
бой в зависимости от нагрузки. В нашем случае генератором являются 
заданные токи *3 и J^, распределенные в области Ѵъ » & нагрузкой 

- приемная антенна. Перестраивая последнюю, т.е. меняя ее направ
ленность, можно отобрать у источников любую мощность. Поэтоцу, для
существования конечного максимума у прнимаемой мощности необходимо, 
при нашей постановке задачи, ввести добавочное условие, ограничива
ющее направленность приемной антенны и устраняющее ее влияние на
передающую (токи 'J иОЛ ). При этом мощность, излучаемая послед

ней окажется фиксированной и равной~>

где j„ - поверхность, ограничивающая область Ѵ0
Различные типы таких добавочных условий будут использованы 

ниже. Возвращаясь к решению поставленной задачи, применим превде
всего Коши-Буняковского к интегралу, стоящему в чис
лителе ax)DM.i^y

Здесь <^> произвольнаЯ'Достаточно гладкая положительная функция,
заданная на S . Целесообразность ее введения будет видна из даль-

7
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нейшего. Это неравенство позволяет написать, учитывая (9) и пола
гая R. = о

1 > _^

Если поверхность S целиком находится в дальней зоне антенны, то 

на ней

u (12)

где L% - орт, совпадающий по направлению с радиусом-вектором 
точки наблюдения; начало координат выбирается в области располо
жения антенны. На основании закона сохранения энергии можно напи
сать, учитывая (12) и условие XL^- 0 (тракт согласован с рупором) 

- & jj^fjcfi = ^ j jircWfol3=-RtjrE^^i3) 

Здесь ^ - угол между 1 ^ и - К на S.
Используя (13) и полагая (Z=Coj^j придадим неравенству (II) сле
дующий вид

р« ^ J НШ (0^^1) (14)

Очевидно Co54= 1, если S сфера с центром в начале коор
динат. Правая часть (14) не зависит от конструкции антенны и при 
выбранном S целиком определяется заданными источниками первич
ного падающего поля E ^ Н° • Подчеркнем, что последние должны на
ходиться вне ^ • Таким образом доказано, что поступающая в при
емник мощность ограничена сверху (при условии, что S находится 
в дальней зоне антенны) правой частью (14), которая конечна.Пред- 
положение, что S находится в дальней зоне антенны, по существу 
эквивалентно ограничению ее направленности, а значит и КВД антенны. 
Действительно, при росте КВД дальняя зона удаляется и чтобы фикси
рованная поверхность S не вышла из нее необходимо ограничить на
правленность.

Легко ведеть, что равенство в (14) реализуется при
(15)

8
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где P - константа.
В этом можно убедиться, подставляя (15) в (9) с учетом 

(13) и помня, что R^R^ = O . Таюш^образом, приемная антенна
будет извлекать из падающего поля Е°,Н° наибольшую мощность,
если она, в режиме передачи, создает на S поле с касательной
составляющей электрического вектора равной выражению (15). Нор
мальная компонента ъ^не входит в (9).

В приближении Кирхгофа формула (15) принимает вид

освещ.части 5 ; (I5O 

затененной части S. 

правой части (14), сводится 
.ip \ Н*м‘іГ^
■ ’-» 8. U* 1 м

на
В этом же приближении F^o^ , равное

(16)p - 1 Л° \ LhH 1 ^_! ™* ~ ?J g. 3S^ П Jl Co54
Обратим внимание на то, что^хотя формулы (14—16) получены в 
предположении, что S, а значит и область % , находятся в_^»^ 
дальней зоне рассматриваемой зеркальной антенны (т.е. поляе, у), 
падающее на нее первичное полеЕ°,Н° может быть любой конфигу- 
рации,не обязательно плоской. Последнее имеет место если область 

і£ достаточно велика или токи 'j и Ул, в ней распределен-

ные, обладают достаточной направленностью,^так что рассматрива
емая антенна лежит в ближней зоне поля Е°,Н°.

Могут представить интерес другие варианты формул типа (6) 
и (9). Они получаются путем специального выбора поверхности S. 
Так, например в качестве £ можно выбрать поверхность, совпада
ющую с внешней поверхностью зеркала и его раскрывом X(рис.2). 
Тогда, пренебрегая токами, замыкающими на внешнюю поверхность 
зеркала в режиме передачи, придадим формуле (6) вид

iJ(WMFE'lM1
1 * ----------------_,j,r _J------L_ (17)ЗІ&Ѵ*?1Й|

ІІри этом иы учли, что ^ = O на зеркале, положили R^s ^-j =^ 

и использовали закон сохранения энергии типа (13) для преобра
зования знаментаеля формулы (6). Для большего упрощения (17), 
будем считать, что касательные составляющие поля в раскрыве 5

9
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(в режиме передачи) связаны соотношением, аналогичным имеющему 
место в локально плоской волне

иМ, Ri У > о но. Z (18)

где У - адмиХтанс, являющийся заданной функцией точки 
Тогда формулу (17) можно переписать следующим образом 

р hJWj-yQ^r 

S J )V RtYJj 
s ^

Применив к числителю неравенство Коши-Буняковского, получим 
оценку сверху

рчи^-уГ*г^
Очевидно, равенство здесь имеет место при

V^lF^-^J*^

на X .

(19)

(20)

(21)

где j8 - константа.
Таким образом, в приемник поступает максимальная мощность 

Р^ы , равная правой части (20), если в раскрыве 51 создается 
(в режиме передачи) оптимальное распределение (21). Если У 
константа и кэдательные_составляющие E0 и H0 связаны на X со
отношением XtJ = EhC_hl » Т0 оптимальное распределение (21) 
принимает ввд ^=J/E* , полученный еще в работе [з] Формулы
(19-21) найдены при пренебрежении токами, затекающими на наруж
ную поверхность зеркала в режиме передачи?согласовании тракта- 

R1 - K_j=O и при выполнении условий (18). Остановимся на 
последних подробнее. Второе из них равносильно требованию, чтобы 
ваттный поток плотности мощности в любой точке X был направлен 
нарушу в режиме передачи. Ч™ касаемся первого условия^Іб), то 
онотребует только, чтобы ^ u ^ были ортогональны в раскрыве 

5 • Более существенно_то, что функция У может зависить
учитываем, полагая У -

> . Более существенно i
от распределения ty на £ чего мы не 
заданным.

Учитывая сказанное, заменим (18)[ЧрвК более общим условием

на X (22)
Ю ^ От этого требования легко избавиться
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где & - линейный оператор. Подчеркнем, что оператор № зави

сит только от формы поверхности зеркала и раскрыва Z и не зави
сит от конкретного распределения ^ на У . Очѳввдно, веществе 
ная часть потока комплексного вектора Пойнтинга Rit 5 £$ у] 

через У , направленная наружу, должна быть неотрицательной, 
т.к. $ ^- поле в режиме передачи. Сказанное можно записать 
так ^ ~> _ s 

Rb $ (HJJ**O.
^ ^ z

Здесь d^ =h сІ5 направлено внутрь (рис.2). 

Поскольку, учитывая (22), _

[ПМ = i[ffyb=-V<J<

и.

(23)

(24)

(240

^

(25)

неравенство (23) перепишется в виде

+ Rfc j ^ 5 ^ di ~ Ri ($£ t В> ^і) ? о
~^~> ^ 2

Здесь ( /, У ) - скалярное произведение в L ( 2. )

Линейный оператор можно представить следующим образом
В- В, - іВг= ^*,l ^B* , 

где B^- сопряженный с В (по Эрмиту) оператор, В1
- самосопряженные операторы. Используя эту запись моакно придать
неравенству (24*) ввд

d.S,t)^O
Таким образом, оператор В,г Rt Б должен быть неотрицатель

ным. Это есть следствие того, что В связывает t^ и y^
(cM.(22)) в режиме передачи. Вернемся теперь к формуле (17) и 
выразим интегралы, входячие в нее, используя (22),(24),(24C и
(25)

J [ frtfj.^pFip, -fa, ^).^,&*ri).^M), 

^\[Ц]Г^-(ь,^Х)
1

II

988



Здесь■ (м.в>іп-в*С)
В>5 - оператор, обратный ^t 

Используя полученные выражения,пѳрѳпишем (17) так 
p '(&.B,M)I* 

'^CXtJ

(26)

(27)

(28)

Поскольку &i ^^(неотрицательный оператор), то выполняется 

обобщенное неравенство Коши-Буняковского 
l(t B,M)I1 < ((ЛІЖ*,М)

Применяя это неравенство к числителю (27), найдем 

P^W&R) 
8вак раіѳнстжа здесь рѳалжзуѳтся прж 

^ = Ji fif яа 23 ( Jd * кенстанта)

(

праіей че

Сна 1
(30)

(29) 

Максимум P , раіныйпраіей частж (28), жмеѳт мест® прж опти
мальном распределении ^ на Z » равном (29). Чтобы этот мак- 
симум был конечен достаточно выполнение условия 

мвв;'(г^-в*С}е L(sj, 

накладываемое, по существу, на фигурирующий в (22) оператор E. 

Соотношении 
формулы (9) 
как и выше,

(рис.2).

(22) можно также использовать для преобразования
этого возьмем в качестве S 
с зеркалом и раскрывом 2_ 
в виде

при РчА- R_,=O . Для
поверхность, совпадающую 
Тогда (9) мдрно записать 
p < H*PW 

Г_ ’ -RiH8jJJi

^

(31)

Очевидно

j £ t^]d! • (^,f"^l)-(&, Д Vl"Hj 
М[им=-(ѴЛ)

12
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(32)

Учитывая последние равенства, nepenjnneu (31) так 
p , ІІмШ 

8 (%,6,t)

Отсюда, как и выше, следует ^ z^ ч ^ 
ржт, 7 

С-м'^ м2 j

Для конечности Ртах равному правой части первой формулы (33),до

достаточно выполнение условия
&’pf]eL(*) (34)

В приблдрении Кирхгофа, в формулах (33,34) следует заменить h^ 
на 2, н ^ .

Вышѳ,при обпределении максимальной мощности, поступающей в 
приемник, ставились добавочные условия типа (12) на S ; (18) 
на 2 или (30), либо (34). Как уже указывалось, эти условия 
должны ограничивать направленность приемной антенны и таким 
образом устранять еѳ влияние на передающую. В справедливости 
этого легко убедиться.

Начнем с условия (12), которое требует, чтобы фиксирован
ная поверхность S целиком находилась в дальней зоне приемной 
антенны. Это требование, по существу, ограничивает направлен
ность приемной антенны; так-как с ростом направленности дальняя 
зона безгранично удаляется и, чтобы поверхность S не вышла из 
нее, направленность должна быть ограничена.

Аналогичный смысл имеют и остальные добавочные условия. 
Так, например, из (18) следует, что ваттная часть комплексного 
вектора Пойнтинга не меняет знака на всей поверхности раскрыва
2. (при работе приемной антенны в режиме передачи) и направ

лена наружу. Действительно, учитывая (18), получим
-М[рІ4ІМгьу>о K*s.

Напомним, что n направлен внутрь антенны. Таким образом, ис
ключены резко переменнофазные распределения поля в раскрыве Z 9 
а значит и сверхнаправленность. Можно также показать, что подо
бный же смысл имеют условия (30) и (34). 13
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Интересно отметиь, что условие (34) автоматически выполня
ется при наличии потерь в среде, окружающей антенну. Таким обра

зом, максимум p существует при наличии потерь в среде без всяких 
ограничивающих добавочных условий [5] .
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