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Введение

Актуальность темы исследования. Распространение радиоволн в
неоднородной среде от поверхности Земли до высот верхней атмосферы опре
деляет основные сложности прогнозирования оптимального выбора характери
стик приемно-передающих устройств (применимых частот, диаграмм направ
ленности и т. д.) при решении задач радиосвязи, загоризонтной радиолокации
и позиционирования навигационными спутниковыми системами. Решение дан
ной задачи имеет как фундаментальное значение, связанное с теоретически
ми аспектами распространения электромагнитных волн в неоднородных ани
зотропных средах и интерпретацией данных вертикального и наклонного зон
дирования ионосферы, так и прикладное, связанное с выбором оптимальных
характеристик передающих и приемных антенн. К настоящему времени в ин
терпретации некоторых особенностей ионограмм вертикального и наклонного
зондирования ионосферы все еще остается ряд нерешенных вопросов. Причины
этого кроются в отсутствии полной и достоверной информации о трехмерном
распределении параметров ионосферы (среды распространения радиоволн) и
сложностях, возникающих при решении задачи о расчете коротковолновых ра
диотрасс с заданными точками излучения и приёма.

Для решения научных задач подобного рода используются и активно
развиваются современные методы моделирования, мониторинга и исследова
ния ионосферы как среды распространения радиоволн. Динамично расширя
ется сеть ионозондов, станций наклонного и возвратно-наклонного зондирова
ния, глобальная сеть приемников сигналов навигационных спутниковых систем
GPS/GLONASS и др. Существенный вклад в исследование и понимание гло
бальной структуры ионосферы в 90-е годы XX века внесли новые радиофизиче
ские методы радиотомографии и спутникового зондирования, позволившие по
лучать пространственно-временную картину динамики ионосферной плазмы.
Большое количество накопленных экспериментальных данных послужило ос
новой для создания региональных и глобальных моделей ионосферы, а также
дало импульс для создания теорий, объясняющих физику неизученных ионо
сферных явлений. На данный момент одним из средств проверки разрабаты
ваемых теорий и важнейшим прикладным инструментом является численное
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моделирование. Исходя из этого, актуальной научной задачей является совер
шенствование и поиск новых эффективных методов численного моделирования
ионосферы и распространения радиоволн. Данная диссертационная работа по
священа одному из направлений в численном моделировании распространения
радиоволн – реализации нового метода расчета радиотрасс с заданными поло
жениями передатчика и приемника сигнала в модельной ионосфере, который
имеет ряд преимуществ по сравнению с уже существующими и широко исполь
зуемыми подходами к решению радиофизических задач.

Цель диссертационной работы заключается в разработке и реализа
ции нового подхода к расчету траекторных характеристик радиотрасс в ионо
сфере Земли с зафиксированными точками передатчика и приемника. Для ко
ротких радиоволн применимо приближение геометрической оптики, основанное
на вариационном принципе Ферма, согласно которому траектории радиотрасс
должны удовлетворять условию стационарности фазового пути. Этот факт поз
воляет свести решение исходной краевой задачи к поиску стационарных точек
функционала фазового пути радиолуча на основе прямой оптимизации траек
тории без необходимости решения вариационного уравнения и уравнения эйко
нала.

Задачи диссертационной работы:
1. Исследование применимости и преимуществ использования прямого ва

риационного метода для поиска различных лучевых траекторий в за
даче о расчете радиотрасс в ионосфере Земли.

2. Реализация метода прямой оптимизации траектории радиолуча в мо
дельной ионосфере в виде комплекса программ, основываясь на опыте
применения вариационных методов в различных областях науки.

3. Разработка и реализация алгоритмов и методов для решения проблем
выбора начального приближения и многолучевости при решении зада
чи ионосферного распространения радиоволн.

4. Верификация и валидация разработанного комплекса программ траек
торных расчетов на основе аналитических решений, метода пристрелки
и ионограмм наклонного зондирования по данным радиофизических
наблюдений.
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Научные положения, выносимые на защиту:
1. На примере различных модельных сред показано, что верхние радиолу

чи соответствуют минимумам функционала фазового пути, тогда как
нижние радиолучи соответствуют седловым точкам первого порядка.

2. Реализован прямой вариационный метод расчета верхних и нижних
лучей, основанный на минимизации и поиске седловых точек функци
онала фазового пути.

3. Разработан и реализован метод глобальной оптимизации функциона
ла для систематического поиска множества верхних и нижних лучей
граничной задачи, позволяющий разрешить проблему многолучевости
в случае существования горизонтальных и вертикальных неоднородно
стей ионосферной плазмы.

4. Создан единый комплекс программ решения граничной задачи о расче
те радиотрасс в модельной ионосфере. Этот программный комплекс те
стировался с использованием метода пристрелки и ионограмм наклон
ного зондирования ионосферы. Показаны робастность и преимущества
созданного комплекса программ.

Научная новизна работы заключается в разработке нового подхода к
расчету лучей коротких радиоволн в ионосфере, отличного от уже существую
щих. В данной работе впервые показано, что верхние и нижние лучи соответ
ствуют минимумам и седловым точкам функционала фазового пути. Принци
пиальными отличиями разрабатываемого метода от подходов, использующих
численное решение уравнения эйконала и метод пристрелки, являются:

1. строгая фиксация пространственных положений передатчика и прием
ника радиосигналов;

2. алгоритм прямой оптимизации траектории луча без необходимости ре
шения уравнения эйконала;

3. возможность избирательного определения верхних и нижних лучей;
4. решение проблемы многолучевости на основе систематического поиска

верхних и нижних лучей граничной задачи.
В отличие от известных подходов, основанных на применении вариационного
принципа в задачах расчета радиотрасс, алгоритмы, методы и комплекс про
грамм, представленные в данной диссертационной работе, впервые позволяют
на основе единого оптимизационного подхода (метода обобщенной силы и гло
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бальной оптимизации) последовательно получать множество решений различ
ного типа (нижние, верхние и трансионосферные радиолучи).

Научная и практическая значимость. Реализация нового подхода к
решению задачи расчета радиотрасс в ионосфере с граничными условиями рас
ширяет возможности моделирования и исследования динамики ионосферной
плазмы и ее влияния на качество радиосвязи. Одним из достоинств прямого ва
риационного метода является точное выполнение граничных условий: началь
ная и конечная точки по определению совпадают с положениеми передатчика
и приёмника радиоволн. Метод позволяет осуществлять поиск множества реше
ний в неоднородной ионосфере, где существующие численные методы решения
граничной задачи могут испытывать трудности. В перспективе, разработанный
метод и созданный комплекс программ могут стать эффективным инструмен
том в моделировании радиотрасс наклонного зондирования ионосферы и при
решении задач низкоорбитальной радиотомографии, в которых требуется мно
гократный поиск лучей с заданными точками передачи и приема. Вместе с этим
модифицированный комплекс программ может быть использован для решения
прикладных задач из различных областей физики, в которых применимо при
ближение геометрической оптики.

Достоверность полученных результатов определяется на основе ка
чественного и количественного сравнения аналитических и численных реше
ний, полученных с использованием различных методик. В частности, для про
стейших сред, задаваемых с помощью аналитических функций, верификация
проводилась на основе известных аналитических решений. В случае исполь
зования в качестве среды распространения радиоволн эмпирических моделей
ионосферы, полученные результаты расчетов радиотрасс сопоставлялись с ре
зультатами численного моделирования, полученными с использованием метода
пристрелки, а также с наблюдаемыми ионограммами наклонного зондирования.

Апробация работы. Результаты диссертационной работы докладыва
лись и обсуждались на международных и российских конференциях и семи
нарах:

1. XХ-ая Региональная конференция по распространению радиоволн
(г. Санкт-Петербург, СПбГУ, 2014);

2. Международная Байкальская школа по фундаментальной физике
(г. Иркутск, 2015, 2017, 2019);
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3. 5th, 6th International Conferences «Atmosphere, Ionosphere, Safety» (г. Зе
леноградск, 2016, 2018);

4. 38th, 39th, 40th, 41st Annual Seminars «Physics of Auroral Phenomena»
(г. Апатиты, ПГИ РАН, Россия, 2015, 2016, 2017, 2018);

5. International Conference on Computational Science (г. Рейкьявик, Ислан
дия, 2015);

6. 10-ая и 11-ая ежегодная конференция «Физика плазмы в Солнечной
системе» (г. Москва, ИКИ РАН, 2015, 2016);

7. 14-ая и 17-ая Всероссийская открытая конференция «Современные про
блемы дистанционного зондирования Земли из космоса» (г. Москва,
ИКИ РАН, 2016, 2019);

8. VII международная конференция «Солнечно-земные связи и физи
ка предвестников землетрясений» (с. Паратунка, Камчатский край,
ИКИР ДВО РАН, 2016);

9. Всероссийская открытая конференция «Распространение радиоволн»
(г. Томск, ИОА СО РАН, 2016; Казань, КФУ, 2019);

10. URSI Atlantic Radio Science Conferences (г. Маспаломас, Испания,
2015, 2018);

11. URSI Asia-Pacific Radio Science Conference (г. Сеул, Республика Ко
рея, 2016);

12. Symposium Progress in Electromagnetics Research (г. Санкт-Петер
бург, 2017);

13. Beacon Satellite Symposium (г. Ольштын, Польша, 2019);
14. URSI General Assembly and Scientific Symposium (г. Рим, Италия, 2020).
Личный вклад автора. Результаты диссертационной работы получены

лично автором под руководством научного руководителя. Автором выполнены
следующие работы:

1. Построены численные схемы исследования функционала фазового пути
и представлено свидетельство существования минимумов и седловых
точек функционала радиолуча.

2. Разработаны метод обобщенной силы и алгоритм глобальной оптими
зации, направленные на поиск решений различного типа и на решение
проблемы многолучевости в задаче распространения радиоволн в ионо
сфере.
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3. На основе разработанных алгоритмов и методов реализован комплекс
программ на языке C++ для расчета радиотрасс в ионосфере с последу
ющим получением модельных дистанционно-частотных характеристик
наклонного зондирования.

4. Проведены численные эксперименты по расчету траекторных характе
ристик радиотрасс с использованием аналитических и эмпирических
моделей ионосферы. Представлены возможности эффективного приме
нения вариационного подхода в задаче численного моделирования.

5. Осуществлена верификация и валидация созданного комплекса про
грамм на основе аналитических решений, численных расчетов, полу
ченных методом пристрелки, и данных радиофизических наблюдений.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 16
печатных изданиях, 4 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК
(Известия ВУЗов. Радиофизика; Advances in Space Research; Химическая фи
зика; IEEE Transactions on Antennas and Propagation), 12 — в сборниках трудов
конференций.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырех
глав, заключения и одного приложения. Полный объём диссертации составляет
114 страниц с 30 рисунками. Список литературы содержит 130 наименований.

Во введении дана общая характеристика работы, отражена актуальность
ее темы, сформулированы цели диссертации и решаемые задачи, сформулирова
ны основные положения, выносимые на защиту, приведено краткое содержание
диссертации.

Первая глава представляет собой обзор теоретических представлений о
закономерностях распространения коротких радиоволн в ионосфере. Представ
лен обзор методов и численных моделей распространения радиоволн в ионосфе
ре.

Во второй главе представлены постановка задачи и подробное описание
вариационного подхода к расчету радиолучей, основанного на прямой миними
зации функционала фазового пути. В рамках предложенного метода, исходная
траектория аппроксимируется дискретным набором точек, задающих кусочно
линейное представление луча. В ходе итерационного процесса оптимизации,
некоторая начальная конфигурация луча преобразуется к оптимальному ви
ду, в соответствии с вариационным принципом Ферма. Показано, что процесс
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сходимости может быть ускорен, если рассматривать только поперечные сме
щения точек траектории. Кроме того, для осуществления связности всей тра
ектории вводятся фиктивные силы упругости между точками, действующие
строго вдоль траектории. Предложенный вариант вариационного метода, осно
ванный на минимизации функционала, позволяет определять верхние и тран
сионосферные лучи. Для исследования проблемы определения нижних лучей
вариационным подходом, была предложена процедура экспресс анализа, позво
ляющая исследовать функционал фазового пути. Результаты численных расче
тов показали, что проблема нахождения нижних лучей на основе минимизации
функционала связана с седловым характером экстремума данных решений.

В третьей главе представлен обобщенный метод оптимизации функцио
нала фазового пути, позволяющий определять как минимумы, так и седловые
точки первого порядка. Реализация прямой минимизации отличается от поис
ка седловых точек только способом расчета вектора «обобщенной» силы, зада
ющей направление сходимости к оптимуму. В рамках метода обобщенной си
лы, определение седловых точек первого порядка основано на расчете гессиана
функционала и соответствующей минимальной моды. Инверсия минимальной
моды в процессе оптимизации позволяет свести задачу определения седловой
точки к поиску локального минимума. Показано применение предложенного
метода для поиска верхних и нижних лучей в модельной ионосфере. Также
приведен подход к решению проблемы выборки начальных приближений для
поиска различных решений. Этот подход основан на глобальной оптимизации
лучевых траекторий, где каждое найденное решение используется для задания
начального приближения в поиске новых лучей. Работа глобальной оптимиза
ции продемонстрирована на примере трехмерной модельной ионосферы.

В четвертой главе представлены результаты численного моделирования
радиотрасс с использованием вариационного подхода. Показаны результаты ре
ализации метода обобщенной силы и глобальной оптимизации для различных
аналитических моделей ионосферы, а также международной справочной моде
ли IRI-2007. Рассмотрены особенности применения метода обобщенной силы в
двумерной и трехмерной неоднородных средах. В частности, обсуждаются во
просы адаптации и применимости метода в средах, где присутствуют разрывы
в производной функции плазменной частоты, а также рассматриваются приме
ры многолучевости в слоистой среде с учетом горизонтальных неоднородностей.
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Представлено сравнение вариационного подхода с традиционным методом при
стрелки и показано практическое применение разработанного метода для синте
зирования дистанционно-частотных характеристик наклонного зондирования.

В заключении сформулированы основные результаты, полученные в хо
де работы над диссертацией.

В приложении представлено подробное описание процедуры оптимиза
ции методом проецирования скорости.
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Глава 1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О РАСПРОСТРАНЕНИИ
КОРОТКИХ РАДИОВОЛН В ИОНОСФЕРЕ

1.1 Асимптотические подходы к описанию распространения
радиоволн в ионосфере

Распространение электромагнитных волн в пространстве описываются ма
териальными уравнениями Максвелла [1]. Однако при решении задач о распро
странении радиоволн в ионосферной плазме непосредственное решение уравне
ний Максвелла весьма затруднительно. Поэтому на практике для задач числен
ного моделирования исследователи используют асимптотические приближения.

Так, короткие радиоволны в ионосфере с частотами 3 – 30 МГц часто пред
ставляются в виде плоских монохроматических волн, распространение которых
описывается уравнением Гельмгольца. Если параметры среды мало меняются
на масштабах порядка длины волны, то решение уравнения Гельмгольца мож
но представить в виде асимптотического ряда [2]. Разложение решения в ряд
позволяет приближенно решить исходную волновую задачу. Важно понимать,
что выбранный вид разложения определяет форму приближенного описания
волновых полей и границы его применимости. Рассмотрим некоторые асимпто
тические подходы к решению задачи распространения коротких радиоволн в
ионосфере.

Одним из известных подходов является применение канонического опе
ратора Маслова для построения коротковолновых (высокочастотных) решений
[3—5]. Теория канонического оператора Маслова в свое время ввело фундамен
тальное понятие «лагранжево многообразие» в фазовом пространстве, представ
ляющее собой отображение решений в исходном конфигурационном простран
стве. Метод канонического оператора позволяет получить параметры волны, в
том числе в фокальных точках. В этом случае амплитуда поля волны является
гладкой функцией на лагранжевом многообразии и не содержит сингулярно
сти в окрестностях фокусов и каустик [6], что, несомненно, является важным
преимуществом. В настоящее время метод оператора Маслова применяется в
различных приложениях [7—9], в том числе при расчете радиоволн в ионосфере
[10; 11].
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Другим асимптотическим подходом является метод нормальных волн [12],
суть которого заключается в разложении решения волнового уравнения в ряд
по собственным функциям радиальной задачи. Такая постановка позволяет рас
сматривать задачу распространения радиоволн с учетом характеристик пере
дающих и приемных антенн, а также параметров подстилающей поверхности.
Cозданная численная модель распространения радиоволн на основе метода нор
мальных волн активно применяется для расчета трасс средней и дальней про
тяженности, в том числе для описания кругосветного распространения [13; 14].

Наряду с оператором Маслова и методом нормальных волн в теории рас
пространения радиоволн известны приближения Рытова [15] и Борна [16], позво
ляющие решать задачи в условиях, когда размеры неоднородностей могут быть
меньше радиуса зоны Френеля [17]. Для описания дифракционных эффектов
и многолучевости используется метод фазового экрана [18]. Также для распро
странения радиоволн в случайно неоднородной среде в условиях сильной и сла
бой вариации фазы применяется двойное взвешенное Фурье преобразование,
позволяющее диагностировать неоднородности с размерами больше и меньше
радиуса Френеля при отсутствии информации о положении неоднородностей
[19; 20]. Существует цикл работ по разработке теории стохастических высоко
частотных радиоканалов [21; 22] и моделировании эффектов сцинтилляции при
трансионосферном распространении радиоволн [23; 24].

Несмотря на множество асимптотических подходов к решению волновой
задачи, наиболее широко известным и используемым является приближение
геометрической оптики (или лучевое приближение). Этот подход основан на
разложении решения в лучевой ряд по малому параметру [25], в результате чего
уравнение Гельмгольца сводится к уравнению эйконала и уравнениям переноса
для амплитудных коэффициентов [2]. Решениями уравнения эйконала являют
ся характеристики или лучевые траектории, семейство которых приближенно
описывает распространение волны в заданном пространстве. Метод геометриче
ской оптики широко применяется в различных областях физики: акустике [26—
28], распространении волн цунами [29—31], сейсмологии [32—35], ультразвуко
вой томографии [36] и т.д. На его основе созданы многочисленные модели рас
чета волн в неоднородной среде. В радиофизике метод геометрической оптики
используется в моделировании распространения радиоволн [37], прогнозирова
нии радиосвязи [38; 39], синтезировании ионограмм вертикального и наклонного
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зондирования [40; 41] и т.д. При этом, несмотря на широкое использование и
развитие метода геометрической оптики, до настоящего времени существуют
актуальные вопросы его применения и дальнейшего развития.

В рамках геометрической оптики лучевые траектории характеризуются
наличием каустик – огибающей лучевых семейств [2]. В окрестности каустики
происходит слияние лучей, якобиан расходимости обращается в ноль, следова
тельно, первый амплитудный коэффициент, определяющий энергию, стремится
к бесконечности. Однако амплитуда поля волны не может принимать бесконеч
ных значений, что свидетельствует о неприменимости приближения геометри
ческой оптики в окрестности фокусов и каустик. Тем не менее, существуют раз
личные подходы и модификации, позволяющие дополнить возможности геомет
рической оптики и рассчитать амплитуду в окрестности каустики. Например,
метод гауссовых пучков, теория катастроф, канонический оператор Маслова.

Ранее упомянутый метод оператора Маслова является наиболее общим
подходом к заданию равномерных асимптотик. В рамках теории канонического
оператора каустические особенности представляются в виде проекций расши
ренного фазового пространства координат и импульсов, известного как лагран
жево многообразие [3]. В расширенном пространстве фазовые траектории обра
зуют трехмерную гиперповерхность, которая при отображении в координатное
пространство образует складки – каустики. Асимптотика оператора Маслова
позволяет получить амплитуду поля в виде гладкой функции, в том числе в
окрестностях фокусов и каустик.

В рамках волновой теории катастроф также используются методы постро
ения равномерных асимптотик, применяемых для описания волновых полей в
окрестностях каустик [42]. Разработанная классификация асимптотических раз
ложений позволяет рассмотреть различные типы основных, краевых и угловых
катастроф, применяемых для расчета поля волны в областях каустик и каусти
ческой тени [43—45].

Теория гауссовых пучков основана на физическом представлении луча
в виде лучевой трубки с ненулевым поперечным сечением [46]. Предполагая,
что амплитуда поля в сечении трубки подчиняется гауссовому закону, можно
определить параметры поля в некоторой заданной точке. На практике для по
лучения параметров с высокой точностью используется метод суммирования
гауссовых пучков. Численное моделирование в плавно неоднородных средах
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показывает соответствие метода гауссовых пучков и других асимптотических
подходов [47].

В результате, как упоминалось ранее, наиболее широко используемым при
ближением для описания распространения коротких волн в неоднородных сре
дах является метод геометрической оптики, который, однако, имеет ограниче
ния в использовании в областях каустик. Другие асимптотические приближения
позволяют рассчитывать поле волны в областях каустик, но их использование
нередко приводит к громоздким выкладкам и вычислительным трудностям. По
этому на практике применяется комплексный подход [48], где, благодаря нагляд
ности и относительной простоте реализации за основу берется метод геометри
ческой оптики, позволяющий предварительно рассчитать лучевое семейство и
при необходимости определить типы каустических структур и другие парамет
ры. Далее в областях, где геометрическая оптика неприменима, используются
другие асимптотические подходы (оператор Маслова, теория катастроф и др.).
Представленный комплексный подход, где существующие асимптотические под
ходы используются вместе с методом геометрической оптики и дополняют друг
друга, является перспективным. Далее рассмотрим подробнее историю созда
ния и применения метода геометрической оптики в задачах распространения
радиоволн в ионосфере.

1.2 Канонические уравнения Гамильтона. Задача Коши о расчете
лучевых траекторий

Традиционно под термином геометрическая оптика понимается представ
ление изображений с помощью лучей. Однако с точки зрения асимптотических
подходов к решению волнового уравнения метод геометрической оптики имеет
более широкое значение, которое заключается в приближенном описании вол
новых полей. Рассмотрим основные положения метода геометрической оптики,
опираясь на монографию [2], где вывод лучевых уравнений изложен наиболее
последовательно.
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Для начала запишем уравнение Гельмгольца для скалярного поля 𝑈 (𝑟):

∆𝑈 + 𝑘20𝑛
2𝑈 = 0, (1.1)

где 𝑛 – показатель преломления среды, 𝑘0 = 𝜔/𝑐 – волновое число, 𝜔 – цикли
ческая частота, 𝑐 – скорость света. Решение уравнения Гельмгольца позволяет
получить параметры комплексной амплитуды 𝑈 (𝑟), которая полностью описы
вает монохроматическое поле, так как она объединяет амплитуду поля волны
𝑎 (𝑟) и эйконал 𝜓 (𝑟), являющийся функцией, определяющей оптическую длину
пути луча между двумя произвольными точками.

Будем считать решением уравнения Гельмгольца (1.1) выражение вида:

𝑈 (𝑟) = 𝑎 (𝑟) 𝑒−𝑖𝑘0𝜓(𝑟). (1.2)

Существуют различные способы вывода уравнений геометрической опти
ки. Однако их объединяет метод разложения решения (1.2). В нашем случае
выберем дебаевское разложение в ряд по обратным степеням размерного пара
метра волнового числа 𝑘0:

𝑈 (𝑟) =
∞∑︁
𝑚=0

𝐴𝑚/ (𝑖𝑘0)
𝑚 . (1.3)

Подставляя выражение (1.3) в уравнение Гельмгольца (1.1) и приравни
вая коэффициенты при одинаковых степенях, получаем уравнение эйконала и
переноса для величин 𝐴𝑚:

∇𝜓 = 𝑛, (1.4)

2(∇𝐴0∇𝜓) + ∇𝐴0∇𝜓 = 0, (1.5)

2(∇𝐴1∇𝜓) + ∇𝐴1∇𝜓 = −∇𝐴0, (1.6)

...................................................

2(∇𝐴𝑚∇𝜓) + ∇𝐴𝑚∇𝜓 = −∇𝐴𝑚−1. (1.7)

Решения уравнений (1.4 – 1.5) описывают поле волны в приближении гео
метрической оптики. Неоднородные дифференциальные уравнения с частными
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производными первого порядка относятся к классу уравнений Гамильтона-Яко
би. Запишем в общем случае уравнения Гамильтона-Якоби:

𝐻

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑞1
,
𝜕𝜓

𝜕𝑞2
, . . . ,

𝜕𝜓

𝜕𝑞𝑛
; 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛

)︂
= 0, (1.8)

или
𝐻 (𝑝𝑖, 𝑞𝑖) = 0, 𝑝𝑖 =

𝜕𝜓

𝜕𝑞𝑖
,

где 𝜓 = 𝜓 (𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛) – искомая функция эйконала, 𝑞𝑖 – произвольные ко
ординаты, а 𝑝𝑖 – сопряженные им импульсы. Методом характеристик решение
уравнений (1.8) сводится к интегрированию соответствующей системы диффе
ренциальных уравнений:

𝑑𝑞𝑖
𝜕𝐻

⧸︀
𝜕𝑝𝑖

= − 𝑑𝑝𝑖
𝜕𝐻

⧸︀
𝜕𝑞𝑖

= − 𝑑𝜓
𝑛∑︀
1
𝑝𝑖
(︀
𝜕𝐻

⧸︀
𝜕𝑝𝑖

)︀ , (1.9)

Уравнения характеристик часто записывают в следующей форме:

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝜏

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
, (1.10)

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝜏

=
𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
, (1.11)

𝑑𝜓

𝑑𝜏
=

𝑛∑︁
1

𝑝𝑖

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖

)︂
, (1.12)

где 𝜏 – вспомогательная независимая переменная.
Уравнения характеристик (1.10 – 1.12) представлены в канонической фор

ме и были предложены Гамильтоном первоначально для описания распростра
нения света. Под величинами 𝑞𝑖 и 𝑝𝑖 обычно понимают обобщенные координаты
и импульсы, а 𝐻(𝑝𝑖, 𝑞𝑖) – гамильтониан системы.

В геометрической оптике лучом принято называть пространственную про
екцию 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖(𝜏), являющейся характеристикой уравнения эйконала (1.4). Ха
рактеристику в фазовом пространстве (r,p) для краткости также иногда назы
вают лучем, а уравнения характеристик именуют при этом уравнениями эйко
нала или лучевыми уравнениями [2]. Учитывая, что сам эйконал 𝜓 является
характеристикой уравнения Гельмгольца, характеристики уравнения эйконала
называют часто бихарактеристическими. Впервые бихарактеристическая систе
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ма уравнений для построения лучевых траекторий в неоднородной среде, в том
числе для расходимости лучевых потоков, была получена в работах [37; 49].
На практике используется запись бихарактеристической системы уравнений в
сферической системе координат в следующем виде [50]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑟
⧸︀
𝑑𝜏 = 𝑝𝑟,

𝑑𝜃
⧸︀
𝑑𝜏 =

(︀
1
⧸︀
𝑟
)︀
𝑝𝜏 ,

𝑑𝜙
⧸︀
𝑑𝜏 = 𝑝𝜙

⧸︀
(𝑟 sin 𝜃),

𝑑𝑝𝑟
⧸︀
𝑑𝜏 = 𝑛

(︀
𝑑𝑛

⧸︀
𝑑𝑟
)︀

+
(︀
1
⧸︀
𝑟
)︀
𝑝2𝜃 +

(︀
1
⧸︀
𝑟
)︀
𝑝2𝜙,

𝑑𝑝𝜃
⧸︀
𝑑𝜏 = 1

⧸︀
𝑟

[︂
𝑛
(︀
𝜕𝑛

⧸︀
𝜕𝜃

)︀
− 𝑝𝑟𝑝𝜃 + ctg 𝜃 · 𝑝2𝜙

]︂
,

𝑑𝑝𝜙
⧸︀
𝑑𝜏 = 1

⧸︀
(𝑟 sin 𝜃)

[︂
𝑛
(︀
𝜕𝑛

⧸︀
𝜕𝜙

)︀
− sin 𝜃 · 𝑝𝑟𝑝𝜃 − cos 𝜃 · 𝑝𝜃𝑝𝜙

]︂
,

(1.13)

где 𝑟, 𝜃, 𝜙 – сферические координаты, 𝑛 – показатель преломления среды, 𝑝𝑟 =

𝜕𝜓
⧸︀
𝜕𝑟, 𝑝𝜃 = 𝜕𝜓

⧸︀
(𝑟𝜕𝜃), 𝑝𝜙 = 𝜕𝜓

⧸︀
(𝑟 sin 𝜃 · 𝜕𝜙) – компоненты вектора импульса

𝑝, которые связаны выражением:

𝑝2𝑟 + 𝑝2𝜃 + 𝑝2𝜙 = 𝑛2. (1.14)

Для того чтобы решить характеристические уравнения (1.13) необходимо
дополнить систему начальными условиями для радиус-вектора 𝑟 (положение
источника сигнала) и импульсов 𝑝 (углы излучения). На практике построение
решения выполняется на основе численных схем. Численное интегрирование
системы уравнений (1.13), как правило, осуществляется методом Рунге-Кутта
[50]. Решение заданной системы в заданном диапазоне углов излучения описы
вает семейство лучевых траекторий. Далее рассмотрим характерные примеры
расчета лучевых семейств в задаче о распространении коротких радиоволн в
ионосфере Земли.

В случае ионосферы, характеризующейся наличием ионизированных сло
ев, семейство лучевых траекторий радиоволны может иметь сложную струк
туру. Пример расчета семейства лучевых траекторий в однослоевой ионосфере
представлен на рис. 1.1. Максимум плазменной частоты располагается на вы
соте 300 км со значением критической частоты 𝑓cr = 9 МГц. Для примера
была выбрана рабочая частота 𝑓 = 14 МГц. Рабочая частота находится в ча
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Рисунок 1.1 — Иллюстрация лучевых траекторий радиоволны, полученных ре
шением уравнения эйконала методом бихарактеристик в однослоевой модели
ионосферы. Диапазон начальных углов излучения составляет 5° – 46° с шагом
1.5°. Рабочая частота 14 МГц.

стотном диапазоне между критической частотой и максимально применимой
(МПЧ): 𝑓cr < 𝑓 < МПЧ. Диапазон начальных углов излучения составляет от
5° – 46° с шагом 1.5°. Как видно на рис. 1.1 ионосферный слой 𝐹2 оказывает
значительное влияние на распространение радиоволны. Большая часть лучей
преломляется и отражается от ионосферного слоя, а часть решений проходит
насквозь ионосферу. Кроме того, данный пример характеризуется наличием
простой каустики. Значительно сложнее выглядит картина лучевого семейства
в случае двухслоевой среды, как это показано на рис. 1.2. Наличие ионосферно
го слоя 𝐸 приводит к появлению дополнительных отраженных лучей, меняется
граница мертвой зоны и возникает дополнительная каустическая особенность.
Однако, представленные примеры расчетов выполнены для простой плоскосло
истой изотропной среды. В случае трехмерного распространения в неоднород
ной анизотропной ионосфере лучевое семейство может иметь очень сложную
структуру. Тем не менее выделяют несколько основных типов лучей: верхние,
нижние, трансионосферные, многоскачковые и волноводные лучи. Рассмотрим
виды ионосферных лучей подробнее.
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Рисунок 1.2 — Иллюстрация лучевых траекторий радиоволны, полученных ре
шением уравнения эйконала методом характеристик в двухслоевой модели ионо
сферы. Диапазон начальных углов излучения составляет 5° – 46° с шагом 1°.
Рабочая частота 14 МГц.

Верхние лучи, или лучи Педерсена, характеризуются прямой зависимо
стью дальности точки приема от угла места излучения (см. рис. 1.1 и 1.2)
[51]. Для верхних лучей характерна «пространственно-разнесённая» точка отра
жения и специфическая вытянутая форма, характеризующая распространение
вдоль максимума ионосферного слоя. Данный тип лучей существует только на
рабочих частотах, соответствующих диапазону между критической частотой
слоя и МПЧ: 𝑓cr < 𝑓 < МПЧ. Они не образуют пересечений с соседними лу
чами, и как следствие, не образуют каустик. Верхние лучи обладают большой
расходимостью, что приводит к слабому уровню сигнала в точке приема, и как
результат, чаще всего на практике радиосвязь на верхних лучах мало исполь
зуется.

Нижние лучи характеризуются обратной зависимостью дальности распро
странения от начальных углов места (см. рис. 1.1 и 1.2) [51]. Нижние лучи излу
чаются под меньшими углами к горизонту, чем соответствующему этому слою
верхние лучи. Точка отражения нижних лучей не разнесена в пространстве, на
поминая зеркальное отражение светового луча, и находится ниже максимума
ионосферного слоя. В зависимости от геометрии задачи нижние лучи могут на
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Рисунок 1.3 — Примеры двухскачковых и волноводных лучевых траекторий в
модельной ионосфере. Рабочая частота 6 МГц.

блюдаться во всем диапазоне частот коротких волн до МПЧ трассы. Нижние
лучи образуют фокусы и каустические структуры и имеют небольшую расходи
мость по сравнению с верхними лучами, а следовательно лучшими условиями
для приема, что обуславливает их применение для радиосвязи.

Трансионосферные лучи – радиолучи, проходящие ионосферу насквозь
в открытое космическое пространство. Данный тип лучей наблюдается на ча
стотах выше критической частоты ионосферы 𝑓 > 𝑓cr (что, как правило, соот
ветствует частотам, выше критической частоты максимума слоя 𝐹2). Обычно
трансионосферные лучи излучаются под углами близкими к 90° к горизонту
(см. рис. 1.1 и 1.2). Эти лучи могут значительно преломляться в ионосфере вбли
зи критической частоты ионосферного максимума и, в зависимости от условий
распространения в области значительных горизонтальных градиентов, могут
образовывать каустики.

Другим типом радиолучей являются многоскачковые лучи. Как показа
но на рис. 1.3, такие траектории образуются в результате последовательного
отражения от ионосферы и поверхности Земли. Как правило, многоскачковые
лучи представляют собой комбинацию верхних и нижних лучей. На практике
двухскачковые и трехскачковые трассы, отраженные от ионосферного 𝐸 слоя,
испытывают незначительное поглощение, в результате чего используются для
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радиосвязи и регистрируются на ионограммах наклонного зондирования. На
ионограммах вертикального зондирования также довольно часто наблюдаются
следы от многократных радиоотражений между Землей и ионосферой.

Волноводные лучи – радиолучи распространяющиеся в ионосферном вол
новодном канале (см. рис. 1.3) в результате многократных отражений между
ионосферными слоями (или неоднородностями). Такие лучи испытывают зна
чительное отклоняющее поглощение и имеют большую расходимость, образуют
каустики и могут распространяться на большие расстояния.

Вышеупомянутые типы лучей описывают основную часть решений луче
вых уравнений. Однако существуют и другие «экзотические» лучевые траек
тории, например, лучи, закручивающиеся в петли, представленные в работе
[52]. С точки зрения численного моделирования такие траектории получаются
достаточно редко и в данном исследовании не рассматриваются.

Отметим, что представленные лучевые траектории не имеют различий с
точки зрения решения лучевых уравнений и, первоначально, данная классифи
кация является условной. Однако, как будет показано позднее, с точки зрения
вариационного принципа Ферма, фазовый путь лучевых траекторий различно
го типа соответствует различным точкам экстремума, что важно при решении
вариационной задачи.

1.3 Приближение геометрической оптики в задаче
распространения радиоволн. Обзор методов и моделей

Теория распространения радиоволн, основанная на решении уравнении эй
конала, последовательно развивалась с 1950-х – 1960-х гг. Так в работах Дж.
Хазельгров (J. Haselgrove) были предложены подходы и алгоритмы расчета га
мильтоновой системы уравнений для трехмерной анизотропной плазмы c уче
том сферичности Земли [53—55]. Позднее в работах [37; 49] был развит метод
бихарактеристик, позволяющий рассчитывать лучевые траектории, амплитуду
поля волны, расходимость и другие параметры с большой точностью. Бихарак
теристическая система уравнений, предложенная Д.С. Лукиным, широко при
меняется для исследования распространения коротких радиоволн в модельной
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ионосфере. На примере различных сред метод бихарактеристик позволяет ис
следовать особенности формирования лучевых структур и каустик в слоистой
ионосфере, в том числе с учетом ионосферных неоднородностей [42; 56; 57].

На основе предложенных методов было реализовано множество моделей
расчета радиотрасс в приближении геометрической оптики [40; 52; 58—65].
Несмотря на проблемы, возникающие в основном из-за сложности среды распро
странения, расчет ионосферных лучей, испускаемых в заданном направлении, в
значительной степени стал обычной численной проблемой, для которой доступ
ны многие программные пакеты [58; 61; 64; 66]. В частности, на основе метода
бихарактеристик в Балтийском Федеральном университете (БФУ) создана чис
ленная модель расчета радиотрасс в трехмерной анизотропной среде [67], где па
раметры плазмы задаются опционально в зависимости от выбранной ионосфер
ной модели. Дальнейшее развитие этой численной модели представлено в рабо
тах [68; 69], где в качестве среды для распространения радиоволн используется
глобальная самосогласованная модель термосферы, ионосферы и протоносфе
ры (ГСМ ТИП), разработанная в Калининградском филиале Института земно
го магнетизма, ионосферы и распространения радиоволн (КФ ИЗМИРАН) [70;
71]. Использование теоретической модели ГСМ ТИП, в основе которой лежит
численное решение гидродинамических уравнений для ионосферной плазмы с
учетом продольных токов, электрических полей и других химических и физиче
ских процессов в сферической системе координат, открыла новые возможности
в исследовании распространения коротких радиоволн в условиях геомагнитных
бурь [72; 73]. Также было исследовано влияние внезапных стратосферных по
теплений на распространение радиоволн [39]. Последняя модификация этой чис
ленной модели распространения радиоволн позволяет рассчитывать параметры
амплитуды, расходимости и поляризации радиоволны [74].

Расчет радиотрасс методом геометрической оптики применяется в неод
нородных средах, полученных по данным радиотомографии [75]. Для решения
краевой задачи использование симплексного метода Нельдера-Мида позволи
ло усовершенствовать метод пристрелки и получить эффективный инструмент
моделирования ионограмм наклонного зондирования [76]. В настоящее время
лучевое приближение является основным средством моделирования ионограмм
и исследования перемещающихся ионосферных возмущений, которое использу
ется в многочисленных исследованиях [40; 63; 77; 78].
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Следует отметить, что все указанные выше модели построены на реше
нии задачи Коши о расчете радиолучей с изначально заданными углами излу
чения. Решение такого класса задач позволяет быстро определять поле волны
и основные характеристики распространения радиоволн при заданной диаграм
ме направленности передающей антенны. Последовательный расчет радиолу
чей с изменяющимися углами излучения при заданном шаге изменения угла
(трассировка радиолучей) позволяет получать волновые фронты и находить
фокальные точки, каустические кривые и поверхности. Другой важной пробле
мой является двухточечная задача о расчете радиотрасс с зафиксированными
положениями передатчика и приемника. О решении подобного рода задач пой
дет речь в следующем параграфе.

1.4 Граничная задача о расчете радиолучей

Во многих важных прикладных задачах направление угла излучения зара
нее неизвестно, и вместо этого указывается положение приемника. Так возника
ет проблема расчета ионосферных радиотрасс от точки передачи радиосигналов
к точке их приема, иными словами формулируется краевая задача, где необхо
димо найти соответствующие радиолучи между фиксированными положениями
передатчика и приемника. Решение краевой задачи значительно отличается от
решения задачи Коши. На практике при расчете распространения радиоволн в
неоднородной ионосфере решение такого класса задач можно получить только
с использованием численных методов. В литературе принята следующая клас
сификация численных подходов для решения краевой задачи [79]:

1. Итерационный подход, примерами использования которого являются:
– метод пристрелки (стрельбы);
– конечно-разностные методы;
– метод интегральных уравнений.

2. Неитерационный подход, включающий следующие методы:
– метод суперпозиции;
– метод прогонки;
– метод сопряженного оператора;
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– метод преобразования;
– метод дифференцирования по параметру;
– метод инвариантного погружения.

Для численного решения краевых задач в распространении радиоволн и
других областях, где применимо приближение геометрической оптики, обыч
но применяют разностный метод и метод пристрелки (стрельбы). В разност
ном методе задача приближенно заменяется решением алгебраической системы
уравнений с большим числом неизвестных (неизвестными считаются значения
решения в узлах сетки) [80]. В случае нелинейных задач метод является итера
ционным [81]. Однако, чаще всего на практике применяется метод пристрелки
о котором пойдет речь в следующем подпараграфе.

1.4.1 Метод пристрелки

Наиболее распространенным подходом к решению краевой задачи являет
ся численное решение гамильтоновой системы уравнений для лучей в сочетании
с методом пристрелки (представляющий собой совокупность методов трассиров
ки и дальнейшей пристрелки), где направление запуска систематически уточ
няется до тех пор, пока луч не попадет в указанную точку приема с заданной
точностью (см. рис. 1.4) [81].

Простейшим примером метода пристрелки является метод дихотомии. Вы
полнив предварительную трассировку лучей, определяются пары значений на
чальных углов излучения («вилки»), образующих диапазон значений углов, со
держащих условие для предполагаемого решения [81]. Далее осуществляется
последовательное уточнение найденной вилки, делением отрезка в области точ
ки приема пополам до тех пор, пока точка приземления луча не окажется в
некоторой заданной окрестности точки приема (см. рис. 1.4). Однако нахожде
ние каждого нового диапазона углов требует многократного решения системы
характеристических уравнений (см. формулу (1.13)), что чрезвычайно трудо
емко и требует значительных временных и вычислительных затрат. Поэтому
актуален выбор более быстрых методов, чем дихотомия.
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Рисунок 1.4 — Иллюстрация метода пристрелки в двухслоевой ионосфере. Ра
бочая частота 12 МГц. Черными линиями представлены лучи, полученные ме
тодом пристрелки. Красной линией показано найденное решение.

Одним из таких подходов является использование симплексного алгорит
ма Нелдера-Мида [76; 82], в котором поиск решений граничной задачи осуществ
ляется путем минимизации ошибки приземления относительно начального уг
ла излучения. Аналогично методу дихотомии, на начальном этапе проводится
предварительная трассировка, на основе чего формируется треугольник (в дву
мерном случае – отрезок) внутри которого расположена точка приема. Далее
применяется алгоритм Нелдера-Мида для последовательного уточнения вер
шин треугольника. В результате последовательного уменьшения ошибки при
земления, вершины треугольника сжимаются до тех пор, пока не будет достиг
нут приемлемый уровень точности [83].

Однако, практика показывает, что метод пристрелки наиболее эффекти
вен в двумерных гладких средах без неоднородностей, с большим градиентом
плазменной частоты (например, в двумерной изотропной среде, где электрон
ная концентрация задается моделью IRI [84], сглаженной интерполяционным
сплайном [63]. В трехмерных задачах с учетом анизотропии и при наличии яр
ко выраженных горизонтальных и вертикальных неоднородностей, пристрелка
осуществляется для двух угловых переменных (азимут и угол места), что неиз
бежно ведет к существенному увеличению вычислительных затрат. Как резуль
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тат, последовательная пристрелка по азимуту и углу места в условиях сильных
неоднородностей оказывается неустойчивой [85].

Другая проблема связана с многолучевостью ионосферного распростране
ния радиоволн. Например, в случае, когда рабочая частота 𝑓 лежит в диапа
зоне от критической частоты 𝑓cr до максимально применимой частоты (МПЧ)
ионосферных слоев, могут возникать множественные односкачковые лучевые
траектории, представленные верхними, нижними и волноводными лучами, а
также многоскачковые радиолучи [83; 86]. При этом каждый луч вносит свой
вклад в радиосвязь между передатчиком и приемником. На практике многолу
чевое распространение исследуется путем предварительного сканирования по
углу места и азимуту на участке радиотрассы, чтобы изолировать искомые на
правления запуска и предоставить информацию для метода пристрелки. Кроме
того, для успешной стрельбы в условиях многолучевости нужно позаботиться о
том, чтобы шаг предварительной трассировки в заданном диапазоне углов излу
чения был оптимальным. В противном случае это может привести к пропуску
решений, удовлетворяющих граничному условию, и значительному увеличению
вычислительных затрат. Выделим следующие проблемы метода пристрелки:

– невозможность точного попадания решения в заданную точку приемни
ка в неоднородных средах;

– неустойчивость в определении близко лежащих лучей и проблемы сходи
мости метода пристрелки при наличии двух решений между лучевыми
траекториями с близкими угловыми характеристиками;

– зависимость количества найденных решений от углового шага трасси
ровки;

– большие вычислительные затраты при решении краевой задачи в трех
мерной неоднородной анизотропной среде.

Несмотря на вышесказанное численные модели расчета радиотрасс, осно
ванные на решении уравнения эйконала, широко и достаточно успешно исполь
зуются для моделирования ионограмм наклонного и вертикального зондиро
вания, а также для определения оптимальных характеристик для радиосвязи
между наземными и воздушными объектами.
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1.4.2 Вариационный подход

Решить граничную задачу можно и другим способом. Учитывая, что при
ближение геометрической оптики базируется на принципе Ферма о стационар
ности фазового (оптического) пути, расчет лучей можно свести к решению ва
риационной задачи о расчете оптимальных траекторий.

Для начала установим связь между методом характеристик и основны
ми вариационными понятиями [87]. Как известно, теория уравнений Гамильто
на тесно связана с классическим вариационным исчислением: решение уравне
ний Гамильтона эквивалентно нахождению функций, которые отвечают экстре
мальным значениям функционала, т.е. обращают в нуль его первую вариацию.
В механике это соответствует принципу Гамильтона (принципу наименьшего
действия), а в геометрической оптике – принципу Ферма. В случае, когда га
мильтониан задается выражениями (1.8), принцип Ферма утверждает [2], что
функционал:

𝜓 (𝑎,𝑏) = 𝑆 =

𝑟𝑏∫︁
𝑟𝑎

𝑛2(�⃗�)𝑑𝜏 =

𝑟𝑏∫︁
𝑟𝑎

𝑛(�⃗�)𝑑𝑙, (1.15)

заданный на виртуальных лучах, соединяющих точки 𝑟𝑎 и 𝑟𝑏 стационарен на
траекториях, удовлетворяющих уравнениям ((1.4) – (1.5)). Условие стационар
ности можно записать в виде равенства нулю первой вариации эйконала [88]:

𝛿𝜓 (𝑎,𝑏) = 𝛿𝑆 = 0, (1.16)

Уравнения лучей выступают как уравнения Эйлера для экстремалей
функционала, являющихся геодезическими в неевклидовом пространстве с мет
рикой 𝑑𝑠2 = 𝑛2(𝑥,𝑦,𝑧)× (𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2). В рассматриваемом подходе принцип
Ферма является следствием уравнения эйконала, поэтому лучевые характери
стики являются экстремалями функционала Ферма. В обобщенном виде функ
ционал луча принимает вид:

𝑆 =

𝑟𝑏∫︁
𝑟𝑎

𝐿(𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑡)𝑑𝑙, (1.17)



29

где 𝑟𝐴, 𝑟𝐵 – граничные условия; 𝐿(𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑡) – лагранжиан системы, 𝑞 — обоб
щённые координаты. Тогда принцип наименьшего действия запишется в виде:

𝛿𝑆 = 𝛿

𝑟𝑏∫︁
𝑟𝑎

𝐿(𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑡)𝑑𝑙 = 0, (1.18)

Этот принцип Гамильтон заложил в основу своей «гамильтоновой меха
ники» и дал решение вариационной задачи в виде «канонических уравнений».
Поэтому уравнения эйконала и канонические уравнения являются следствием
принципа Ферма. Также можно получить уравнения Гамильтона непосредствен
но из принципа Ферма [89; 90]. Вывод канонических уравнений Гамильтона
непосредственно из принципа Ферма демонстрируют справедливость методов
вариационного исчисления для расчета лучевых траекторий радиоволны. Ис
ходный функционал Ферма имеет размерность оптической длины пути луча,
экстремальные значения которого необходимо определить. В результате реше
ния вариационной задачи определяется лучевая траектория, соответствующая
стационарным точкам заданного функционала. Причем найденный луч авто
матически является решением системы лучевых уравнений. Стоит выделить
важный аспект вариационной трактовки задачи о расчете радиолучей. Вари
ационная задача изначально формулируется как краевая задача, где положе
ния точки излучения и приема сигнала зафиксированы. Это выгодно с практи
ческой точки зрения, когда необходимо рассчитать радиотрассу между двумя
пунктами, положение которых задано.

Исторически, вариационный подход для решения краевой задачи активно
применялся в сейсмологии. В 1970-х и 1980-х гг. были опубликованы фундамен
тальные работы о применении принципа Ферма к расчету лучевых траекторий
продольных и поперечных сейсмических волн в земной коре. Предложенные
методы «изгибания» [91] и «псевдоизгибания» [32], а также их многочисленные
модификации [29; 92; 93] заложили основу многих сейсмологических моделей,
которые широко используются и в настоящее время [94; 95].

В теории распространения радиоволн также были предложены различ
ные формулировки и подходы к решению вариационной задачи. Ян Смилауэр
(J. Šmilauer) в работе [96] предложил метод, в котором система обыкновенных
дифференциальных уравнений получается из вариационного принципа, после
чего эти уравнения решаются методом Галеркина. Известны работы, где пред
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Рисунок 1.5 — Иллюстрация итерационного поиска луча вариационным мето
дом. Черной линией представлено начальное приближение; пунктирными лини
ями – промежуточные положения траектории в процессе оптимизации; красной
линией – искомое решение.

ложены методы минимизации для поиска радиолучей [97; 98]. В работе [99]
представлен подход, основанный на численном решении вариационного урав
нения Эйлера-Лагранжа для двумерной анизотропной ионосферы. Вариант ва
риационного решения двуточечной задачи также представлен в диссертации
Б. А. Балаганского [100].

Наиболее последовательно вариационный подход, основанный на принци
пе Ферма, был рассмотрен К. Коулманом (С. Сoleman) в работе [101]. Опира
ясь на опыт применения вариационного метода для расчета лучей сейсмиче
ских волн в земной коре [32], был предложен вариант прямой минимизации
функционала (1.15). Данный подход напрямую использует вариационный прин
цип Ферма и включает в себя итерационное преобразование некоторой перво
начально заданной траектории в оптимальную конфигурацию, которая удовле
творяет принципу стационарности (см. рис. 1.5). Рассматривая вариационное
уравнение (см. формулу (1.16)), луч представляется в виде кусочно-линейной
кривой, где положение 𝑁 опорных точек задается в виде многомерного векто
ра 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑁). Следовательно, функционал Ферма также является
многомерной функцией параметров 𝑆(𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑁). К. Коулман показал, что
лучевая траектория, удовлетворяющая принципу стационарности (1.16), может
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Рисунок 1.6 — Пример расчета лучевых траекторий радиоволны с частотой 16
МГц вариационным методом К. Коулмана [101]. Белые и черные линии пред
ставляют собой лучевые траектории обыкновенной и необыкновенной волны
соответственно.

быть найдена, решая систему уравнений:

𝜕𝑆

𝜕𝛼𝑖
= 0, 𝑖 = 1,2, . . . ,𝑁 (1.19)

Применяя метод Ньютона-Раффсона для уравнения (1.19) с некоторым началь
ным приближением 𝛼0, получим выражение:

𝜕𝑆𝐼

𝜕𝛼𝑖
+

𝑁∑︁
𝑗=1

(︀
𝛼𝐼+1
𝑖 − 𝛼𝐼𝑖

)︀ 𝜕2𝑆𝐼

𝜕𝛼𝑖𝜕𝛼𝑗
= 0, 𝑖 = 1,2, . . . ,𝑁 (1.20)

где 𝐼 – индекс текущей итерации. Выражение (1.20) представляет собой систему
линейных уравнений по компонентам вектора 𝛼.

Матрица данной линейной системы является симметричной, следователь
но, решение может быть получено прямой минимизацией, например, методом
сопряженных градиентов [101]. Рассматривая только пути с фиксированными
конечными точками передатчика и приемника, граничные условия выполняют
ся автоматически, что является преимуществом метода. Однако вариационный
подход, основанный на прямой минимизации функционала, позволяет успешно
определять только верхние и трансионосферные лучи. Данная проблема обу
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словлена различным характером экстремумов, которые необходимо идентифи
цировать. В то время как верхние ионосферные лучи соответствуют минимумам
функционала оптического пути и, следовательно, могут быть найдены простой
минимизации, нижние лучи не удовлетворяют условиям Лежандра на мини
мум [102; 103]. К. Коулман предположил, что причина этого кроется в наличии
фокальных точек вследствие пересечений нижних лучей. Под фокальными точ
ками в данном случае понимаются каустические особенности, образованные в
результате слияния нижних лучей. В результате такие лучи не удовлетворя
ют условию Якоби на локальный минимум, в соответствии с которым луч не
должен содержать фокальных точек (не выполняется условие Лежандра на ло
кальный минимум) и, следовательно, такие лучи не могут быть найдены прямой
минимизацией.

Поэтому для поиска нижних лучей К. Коулман непосредственно реша
ет вариационное уравнение (1.19). Для этого успешно применяется численный
подход на основе метода Ньютона-Рафсона, который, однако, требует точного
начального приближения. В работе [101], как для прямой минимизации верх
них лучей, так и для определения нижних лучей методом Ньютона-Рафсона,
в качестве начального приближения использовалось первичное представление
луча в виде параболы. Такая первоначальная оценка луча, однако, не всегда
является удачной, особенно для сильно возмущенной ионосферы, где лучевые
траектории могут быть сильно искривлены. Многолучевое распространение со
здает дополнительную проблему, поскольку необходимо организовать подбор
начальных приближений, чтобы позволить итерационной процедуре сходиться
в различных экстремумах. Для решения проблемы начального приближения и
многолучевости К. Коулман предложил использовать предварительную трас
сировку [83], которая позволяет из рассчитанного семейства лучей выбирать
наиболее подходящее начальное приближение. Однако и в этом случае не суще
ствует универсального правила выборки начального приближения, к тому же
такой подход неизбежно приводит к дополнительным вычислительным затра
там.

Тем не менее результаты сходимости вариационным методом показали вы
сокую скорость расчета (сходимость за не более чем 5 итераций), полное согла
сие с решениями по методу пристрелки и эффективность в определении верхних
лучей [101]. Пример численных расчетов вариационным методом К. Коулмана
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представлен на рис. 1.5. Несмотря на преимущества, вариационный метод пока
не получил широкого применения в теории распространения радиоволн. Для
дальнейшего развития вариационного подхода актуальными задачами являют
ся: решение проблемы подбора начальных приближений и создание единого
подхода к поиску всех типов лучевых траекторий.
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Глава 2. ПРЯМОЙ ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА
ЛУЧЕВЫХ ТРАЕКТОРИЙ

В данной главе речь пойдет о новом варианте прямого вариационного ме
тода для решения граничной задачи о расчете лучевых траекторий распростра
нения радиоволн в ионосфере. В основе предложенного подхода лежит опыт
применения оптимизационных методов в распространении радиоволн [101], хи
мии [104], сейсмологии [32]. Показано успешное применение вариационного ме
тода в модельной ионосфере для решений, соответствующих минимумам функ
ционала фазового пути. Обсуждаются проблемы определения нижних лучей и
возможные пути их решения.

2.1 Прямой вариационный метод для расчета радиолучей.
Постановка задачи

Вариационный подход к расчету лучевых траекторий радиоволны основан
на фундаментальном принципе Ферма о стационарности фазового (оптическо
го) пути. Для начала запишем выражение для функционала фазового пути
луча в изотропной среде:

𝑆[𝛾] =

𝐵∫︁
𝐴

𝑛(�⃗�)𝑑𝑙. (2.1)

Здесь интегрирование производится вдоль кривой 𝛾, задающей траекторию лу
ча, которая соединяет точки 𝐴 и 𝐵, определяющие местоположения передатчи
ка и приемника радиоволн, 𝑛(�⃗�) — показатель преломления в точке �⃗� = (𝑥, 𝑦, 𝑧),
лежащей на кривой 𝛾, и 𝑑𝑙 — элемент длины вдоль 𝛾.

Для функционала (2.1) запишем принцип Ферма как требование стацио
нарности фазового пути радиолуча:

𝛿𝑆[𝛾] = 𝛿

𝐵∫︁
𝐴

𝑛(�⃗�)𝑑𝑙 = 0. (2.2)
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Рисунок 2.1 — Иллюстрация кривой 𝛾, соединяющей граничные точки 𝐴 и 𝐵,
в непрерывном (а) и кусочно-линейном представлении луча (б).

Варьируя функционал 𝑆[𝛾], можно получить дифференциальные уравне
ния Эйлера-Лагранжа, описывающие траекторию радиолуча. Далее задача сво
дится к решению этих уравнений, дополненных граничными условиями. Стан
дартным методом здесь является метод пристрелки (стрельбы), об ограничени
ях которого было сказано выше.

Лучевую траекторию можно получить и другим способом. Представим
непрерывную кривую 𝛾 в виде ломаной, соединяющей 𝑁 точек в простран
стве. Дискретным представлением 𝛾 является упорядоченный набор этих точек
𝛾 = [�⃗�0, �⃗�1, . . . , �⃗�𝑁−1], первая и последняя из которых закреплены и совпадают с
положением передатчика 𝐴 и приёмника 𝐵. Такая параметризация не налагает
никаких ограничений на кривую 𝛾, в отличие от подхода, изложенного в статье
[101], где вертикальная координата точки вдоль траектории радиотрассы пред
полагалась однозначной функцией горизонтальной координаты. В результате
функционал 𝑆[𝛾] становится многомерной функцией векторов �⃗�0, �⃗�1, . . . , �⃗�𝑁−1,
где �⃗�0 = �⃗�𝐴, �⃗�𝑁−1 = �⃗�𝐵. Применяя к интегралу (2.1) метод трапеций, имеем

𝑆[𝛾] ≈ 𝑆(r) =
1

2

𝑁−1∑︁
𝑖=0

(𝑛𝑖+1 + 𝑛𝑖) |�⃗�𝑖+1 − �⃗�𝑖|, (2.3)

где �⃗�𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) – положение 𝑖-ой точки, 𝑛𝑖 = 𝑛(�⃗�𝑖) – показатель прелом
ления в 𝑖-ой точки, 𝑁 – общее число точек. Поскольку положение первой и
последней точки зафиксировано, задача о нахождении траектории радиолуча
сводится к поиску экстремума функции 𝑆 = 𝑆 (�⃗�1, �⃗�2, . . . , �⃗�𝑃 ), где 𝑃 = 𝑁 − 2
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– число подвижных точек траектории. Тогда функционал (2.3) представляет
собой многомерную функцию 𝑆(r) положений точек в 𝐷×𝑃 - мерном простран
стве параметров, где 𝐷 – размерность задачи (в нашем случае двумерная или
трехмерная). Примем в последующих формульных выражениях обозначения,
в соответствии с которыми полужирные символы представляют собой вектора
в 𝐷 × 𝑃 - мерном конфигурационном пространстве функционала 𝑆(r), а сим
волы со стрелкой представляют собой вектора в 𝐷 - мерном пространстве. Со
ответственно, выражение r = (�⃗�1, �⃗�2, . . . , �⃗�𝑃 ) представляет собой многомерный
вектор в пространстве функционала 𝑆(r), компонентами которого являются ра
диус-вектора �⃗�𝑖 точек ломаной кривой. Другими словами, многомерный вектор
r задает конфигурацию системы подвижных точек. Таким образом, кривая 𝛾

аппроксимируется кусочно-линейной кривой, соединяющей 𝑃 подвижных точек
(см. рис. 2.1). При этом концы 𝐴 и 𝐵 траектории зафиксированы в соответствии
с граничными условиями, а систему, состоящую из положений 𝑃 промежуточ
ных точек, требуется последовательно привести к оптимальной конфигурации
[105].

Отметим, что представление луча в кусочно-линейном виде (2.3) не явля
ется единственным. В работе [106] было показано, что использование метода
Симпсона для приближенного расчета функционала 𝑆(r) дает выигрыш в ско
рости и точности расчета. В зависимости от специфики задачи возможны ва
риации, как по форме представления луча, так и по дискретизации. Например,
очевидно, в случае сильно искривленного луча, большое число точек является
предпочтительным, а в случае луча близкого к прямой линии, минимальное
число точек является достаточным для его описания.

Перед непосредственным рассмотрением вариационного уравнения (2.2)
важно установить соответствие терминов стационарная точка (или стационар
ное решение) и радиолуч. В многомерном пространстве функционала 𝑆(r) ста
ционарная точка (в частности, минимум, максимум и т.д.) есть отображение
всей конфигурационной системы кусочно-линейного представления радиолуча.
Иначе говоря, в результате перехода от𝐷 - мерного регулярного пространства к
многомерному𝐷×𝑃 пространству функционала 𝑆(r), кривая 𝛾 радиолуча отоб
ражается в точку. Поэтому здесь и далее под терминами стационарная точка,
экстремум, минимум и т.д. понимается вся траектория радиолуча, соединяющая
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граничные точки 𝐴 и 𝐵 и удовлетворяющая принципу Ферма, записанному в
виде (2.2).

Важно отметить, что формулировка принципа Ферма (см. формулу (2.2))
не накладывает ограничений на тип стационарных точек. При этом довольно
значительную часть решений составляют минимумы функционала. В настоя
щее время поиск локальных минимумов многомерных функций является извест
ной и хорошо изученной задачей. Многие численные методы поиска минимума
многомерной функции основаны на вычислении отрицательного градиента це
левой функции:

F = −∇⃗𝑖𝑆(r) =
(︁
𝐹 1,𝐹 2, . . . ,𝐹 𝑃

)︁
, (2.4)

где ∇⃗𝑖 ≡ 𝜕/𝜕�⃗�𝑖.
Остановимся на еще одном важном аспекте вариационного метода — про

ецировании сил. Этот прием является адаптацией метода упругой нити (ан
гл. nudged elastic band method), разработанного и широко использованного
для определения минимумов энергетических уровней и переходов, а также эф
фектов туннелирования, химических реакций и диффузионных процессов [104;
107]. Обоснование введения техники проецирования сил заключается в том, что
только поперечные смещения определяют положение траектории в простран
стве [32]. При этом поперечные смещения рассчитываются на основе перпенди
кулярной к траектории компоненты градиента функционала 𝑆(r). Именно эту
спроецированную силу следует включать в процедуру оптимизации положений
точек кусочно-линейного представления луча. Перпендикулярная компонента
может быть вычислена исключением из градиента функционала 𝑆(r) ее каса
тельной компоненты:

∇⃗𝑖𝑆(r)
⃒⃒⃒
⊥

= ∇⃗𝑖𝑆(r) −
(︁
∇⃗𝑖𝑆(r) · �⃗�𝑖

)︁
�⃗�𝑖. (2.5)

Единичный вектор касательной �⃗�𝑖 к траектории в каждой 𝑖-ой точке может
быть рассчитан, используя следующую формулу:

�⃗�𝑖 =
�⃗�𝑖+1 − �⃗�𝑖−1

|�⃗�𝑖+1 − �⃗�𝑖−1|
. (2.6)

Проецирование силы (см. формулу (2.5)) позволяет значительно сокра
тить вычислительные затраты, поскольку продольные смещения участвуют в
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процессе оптимизации, однако не определяют положение траектории в про
странстве [105]. С другой стороны проецирование сил может привести к неод
нородному распределению точек вдоль траектории, в результате чего часть ин
формации о траектории будет потеряна [105]. Решением этой проблемы являет
ся введение упругих сил взаимодействия между соседними точками траектории
[104; 107]. Введение силы упругости, помимо проецирования сил, является важ
ной частью метода упругой нити, позволяющее контролировать распределение
точек вдоль траектории. Запишем выражение для силы упругости, действую
щей на каждую 𝑖-ю точку траектории:

𝐹 𝑠
𝑖 = 𝜅

(︀
|�⃗�𝑖+1 − �⃗�𝑖| − |�⃗�𝑖 − �⃗�𝑖−1|

)︀
�⃗�𝑖, (2.7)

где 𝜅 – константа силы упругости. Выбор постоянного значения константы 𝜅

приводит к равномерному распределению точек вдоль траектории. Неравно
мерное распределение точек может быть достигнуто путем замены константы
𝜅 на функцию, где значение 𝜅 может выбираться пропорционально локальной
кривизне луча.

Следует отметить, что введение упругих сил (2.7)) взаимодействия не ока
зывает значительного влияния на процесс сходимости, поскольку спроецирован
ные силы (2.5), и упругие силы (2.7) ортогональны друг другу. Таким образом,
формулы (2.5) – (2.7) составляют основу определения прямого вариационного
метода, использование которого в процедуре оптимизации приводит к нахожде
нию решений граничной задачи о расчете радиолучей. Окончательное выраже
ние для вектора силы принимает следующий вид:

F = F⊥ + Fs, (2.8)

где F⊥ =
(︁
𝐹⊥
1 , 𝐹

⊥
2 , . . . , 𝐹

⊥
𝑃

)︁
и F𝑠 =

(︁
𝐹 𝑠
1 , 𝐹

𝑠
2 , . . . , 𝐹

𝑠
𝑃

)︁
– многомерные вектора,

компоненты 𝐹⊥
𝑖 = − ∇⃗𝑖𝑆(r)

⃒⃒⃒
⊥

и 𝐹 𝑠
𝑖 которых определяются по формулам (2.5)

и (2.7) соответственно.
Для минимизации силы F использовалась оптимизация методом проеци

рования скорости (англ. velocity projection optimization) [108] (см. также Прило
жение А), которая является вариантом моделирования классической динамиче
ской системы с трением, где эффекты диссипации воспроизводятся при помощи
проецирования скорости на направление силы. Достоинствами такой оптимиза
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ции являются простота её реализации и высокая степень надёжности. Как и все
градиентные методы, эта процедура сходится к тому решению, которое распо
ложено ближе всего к начальному приближению. Если же решений несколько
(а такие случаи известны в задачах распространения радиоволн), то необхо
димо организовать выборку начальных приближений. Наконец, если решения
граничной задачи по тем или иным причинам не существует (это означает либо
отсутствие минимума функционала фазового пути, либо расположение этого
минимума в недостижимых областях пространства: на бесконечности, внутри
земной коры и т. д.), то процедура такой оптимизации либо не будет сходиться,
либо будет неустойчивой относительно увеличения числа точек вдоль траекто
рии радиолуча. Далее продемонстрируем пример работы прямого вариационно
го метода для расчета радиотрассы в двумерной модельной ионосфере.

В качестве среды распространения радиоволн рассмотрим двумерную изо
тропную модель ионосферы [52], где профиль электронной концентрации зави
сит только от высоты:

𝑁𝑒(𝑧) = 𝑁𝑚𝑎𝑥 exp
1

2

[︃
1 − 𝑧 − 𝑧0

∆𝑧0
− exp

(︂
−𝑧 − 𝑧0

∆𝑧0

)︂]︃
, (2.9)

где 𝑧0 = 300 км – высота максимума электронной концентрации на высотах
ионосферы, ∆𝑧0 = 220 км – полутолщина слоя, 𝑁𝑚𝑎𝑥 = 1 × 106 см−3 – значе
ние электронной концентрации в максимуме слоя. Связь плазменной частоты с
электронной концентрацией задается следующей формулой [51]:

𝑓𝑝(𝑧) =
√︀

80.8 ×𝑁𝑒(𝑧). (2.10)

Профиль плазменной частоты, заданный по формуле (2.10), представлен на
рис. 2.2. Показатель преломления среды при отсутствии магнитного поля и
соударений может быть записан в виде [51]:

𝑛 =

√︃
1 −

(︂
𝑓𝑝
𝑓

)︂2

, (2.11)

где 𝑓 – частота радиоволны, 𝑓𝑝 – плазменная частота, определяемая выражени
ем (2.10). Таким образом, показатель преломления зависит не только от свойств
среды, но и от частоты излучаемой радиоволны. При этом критическая частота
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Рисунок 2.2 — Профиль плазменной частоты ионосферы, заданный по
формуле (2.9).

параболического слоя 𝑓𝑐𝑟 определяется по формуле 𝑓𝑐𝑟 =
√

80.8 ×𝑁𝑚𝑎𝑥, и равна
в нашем случае 8 МГц.

Рассмотрим гипотетическую радиотрассу протяженностью 1000 км, мак
симальная применимая частота (МПЧ) которой составляет ≈ 15 МГц. Выбе
рем частоту радиоволны равной 12 МГц, что соответствует диапазону между
критической и МПЧ гипотетической радиотрассы. Численное решение лучевых
уравнений для данной модельной среды показывает наличие двух лучевых тра
екторий в виде верхнего и нижнего лучей. Применим метод минимизации для
определения верхнего луча. На рис. 2.3б представлены результаты поиска верх
него луча методом минимизации с использованием начального приближения
заданного на высоте 300 км. Как видно на рисунке, кусочно-линейное пред
ставление радиолуча в ходе итерационного процесса минимизации сходится к
верхнему лучу. Наблюдается полное согласие между аналитическим решением
и решением, полученным вариационным методом (см. рис. 2.3). Отметим, что в
данном примере минимизация с заданием начальных приближений выше высо
ты нижней границы ионосферы, равной 80 км, всегда сходится к единственному
верхнему лучу. Для начальных приближений, заданных ниже 80 км, траекто
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Рисунок 2.3 — Лучевые траектории радиоволны с частотой 12 МГц, соединяю
щие заданные положения передатчика 𝐴 и приемника 𝐵 в двумерной изотроп
ной ионосфере (а). Электронная концентрация задается в соответствии с фор
мулой (2.9). Известные решения лучевых уравнений в виде верхнего и нижнего
луча представлены черной и красной линиями; Результаты численных расчетов
прямой минимизацией представлены справа (б). Пустыми черными кружками
и пунктирной линией представлено начальное приближение. Сплошными чер
ными кружками и сплошной черной линией изображено найденное решение.

рия сходится к тривиальному решению – прямой линии, соединяющей точки
𝐴 и 𝐵. Заметим, что такая траектория также является решением граничной
задачи. Показатель преломления на высотах ниже 80 км составляет 𝑛 ≈ 1 (см.
формулы (2.9) – (2.11)), следовательно, прямая линия, соединяющая точки 𝐴

и 𝐵 является решением, соответствующим дополнительному локальному мини
муму. Прямолинейное лучевое распространение (или приземное) будем считать
отдельным тривиальным решением вариационного уравнения (2.2).

Данный пример демонстрирует простейший случай многолучевости гра
ничной задачи. Показано, что метод минимизации сходится к ближайшему от
начального приближения лучу. Очевидно, что для определения всего множе
ства лучей требуется выборка набора начальных приближений, обеспечиваю
щих сходимость к различным решениям. Однако на практике, в случае трех
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мерной неоднородной среды, подбор начального приближения становится весь
ма сложной задачей. Обсуждение проблемы подбора начальных приближений
и ее решение будет представлено позднее.

Также следует отметить, что ни одно начальное приближение не позволи
ло определить единственный нижний луч (см. рис. 2.3). Действительно, как об
суждалось в работе [101], нижние лучи не удовлетворяют условию на минимум
функционала, поэтому методы минимизации не способны его найти. Очевидно,
что для определения нижних лучей необходимо правильно идентифицировать
соответствующий тип экстремума и выработать подходы к его определению. В
следующем разделе будет рассмотрена методика индентификации экстремумов
функционала 𝑆(r).

2.2 Типы экстремумов функционала радиолуча

В данном разделе представлена методика идентификации экстремумов
функционала (2.3), соответствующих различным типам лучевых траекторий.
Методика впервые была представлена в работах [109; 110] и получила название
«экспресс анализ». Мотивацией для создания численной процедуры экспресс
анализа стала необходимость в решении проблемы определения нижних лучей
вариационным методом. В частности, целью создания численного экспресс ана
лиза является ответ на вопрос: каким типам стационарных решений соответ
ствуют лучевые траектории, в особенности нижние лучи. Далее представлено
подробное описание предложенной методики и примеры расчетов для модель
ной среды.

Для реализации экспресс анализа необходимо задать набор виртуальных
кривых в некоторой окрестности лучевых траекторий – решений исходной гра
ничной задачи. В соответствии с теорией вариационного исчисления [103], вир
туальные траектории и лучи должны быть близки в смысле близости нулевого
и первого порядка. Рассчитав значения фазового пути полученных виртуаль
ных траекторий, можно качественно оценить поведение функционала (2.3) и
определить к какому типу соответствует то или иное решение краевой задачи.
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Рисунок 2.4 — Слева представлены решения лучевых уравнений (а) для радио
волны с частотой 12 МГц в среде, заданной согласно формуле (2.9). Справа –
набор виртуальных лучей (б), полученных с применением трехточечной схемы
и прямой минимизацией. Черные пустые кружки представляют фиксированные
точки, а черные сплошные кружки – подвижные точки траектории.
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Рисунок 2.5 — Сравнение решений граничной задачи (а) с результатом исследо
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Для начала примем следующие упрощения:
1. Среда представляет собой двумерную изотропную модель ионосферы,

где отсутствуют горизонтальные градиенты электронной концентра
ции;

2. Задание виртуальных лучей основано на трехточечной схеме. Помимо
граничных точек𝐴 и𝐵 задается квазификсированная центральная точ
ка 𝐶 (вершина траектории). Для трех фиксированных точек применя
ется метод минимизации, задающий оптимальную форму виртуального
луча;

3. Последовательно фиксируя точку 𝐶 в рассматриваемой области, по
лучаем набор кривых имитирующих виртуальные лучи. Исследование
функционала (2.3) осуществляется на основе анализа фазовых путей
набора виртуальных лучей.

Рассмотрим пример использования методики экспресс анализа. В модель
ной ионосфере, заданной по формуле (2.9), горизонтальный градиент электрон
ной концентрации равен нулю, следовательно, радиолучи отраженные от ионо
сферных слоев имеют симметричный вид. Выберем радиотрассу с частотой рав
ной 12 МГц, где положения передатчика и приемника заданы на поверхности
Земли в точках 𝐴 и 𝐵 с горизонтальными координатами 0 и 1000 км. Как бы
ло показано ранее, для частоты 12 МГц существует два решения: верхний и
нижний лучи (см. рис. 2.4а).

Учитывая симметричность лучевых траекторий радиоволны, исследуем
поведение фазового пути траекторий в зависимости от высоты точки 𝐶. В дан
ном случае точка 𝐶 задается на определенной высоте вдоль вертикальной пря
мой и остается зафиксированной в течение всего процесса минимизации. Из
меняя положение вершины траектории в диапазоне высот от 0 до 300 км с
заданным шагом и, минимизируя каждую половину траектории от точки пере
датчика до вершины и от вершины до приемника, может быть получен набор
траекторий (см. рис. 2.4б). При этом из всего набора только некоторые траек
тории являются наиболее близкими к решениям граничной задачи (верхнему
и нижнему лучам). Такое трехточечное представление траектории позволяет
исследовать зависимость фазового пути от положения зафиксированной вер
шины траектории. На рис. 2.5 представлены лучевые траектории радиоволны
с частотой 12 МГц и результаты расчетов фазового пути виртуальных лучей
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Рисунок 2.6 — Схематичное представление методики экспресс анализа с исполь
зованием трехточечной схемы: две точки 𝐴 и 𝐵 закреплены на поверхности Зем
ли в соответствии с граничными условиями; третья точка (вершина) 𝐶 последо
вательно фиксируется в узлах выбранной сетки (белые кружки). Черные кри
вые представляют виртуальные траектории, полученные интерполяцией Кат
мул-Ром сплайном по трем заданным точкам.

в зависимости от высоты вершины, используя трехточечную схему. В данном
случае, исследуемый функционал имеет два экстремума: минимум и максимум
(последний, как будет показано ниже, соответствует седловой точке). При этом
минимум соответствует верхнему лучу, а максимум – нижнему (смотри рис.
2.5).

Далее, для получения пространственной информации о поведении функ
ционала радиолуча, положение вершины траектории следует варьировать как
по вертикали, так и по горизонтали, т.е. в узлах некоторой заданной сетки. Но
в случае пространственного варьирования точки 𝐶, минимизация может при
водить к заданию траекторий, не удовлетворяющих условию близости к реше
ниям. Поэтому вместо метода минимизации используется интерполяция Кат
мул-Ром (англ. Catmull-Rom) сплайном [111]. Важно, что интерполяционный
Катмул-Ром сплайн, построенный на трех опорных точках, повторяет форму
оптимальной траектории, где центральная точка 𝐶 является вершиной вирту
ального луча. Полученные таким образом виртуальные траектории близки к
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Рисунок 2.7 — Двумерная карта фазового пути виртуальных траекторий, по
строенная с использованием методики экспресс анализа. Белые линии представ
ляют лучевые траектории радиоволны частоты 12 МГц. Модельная ионосфера
задавалась по формуле (2.9).

оптимальным лучам в смысле первого порядка, что удовлетворяет начальным
требованиям экспресс анализа. На рис. 2.6 представлен пример интерполяцион
ных кривых, полученных с использованием трехточечной схемы, где положение
точки 𝐶 последовательно фиксируется в узлах выбранной сетки.

На рис. 2.7 представлена карта двумерного распределения фазового пу
ти для частоты 12 МГц, полученная методом экспресс анализа. Согласно рис.
2.7 каждое решение соответствует стационарной точке функционала фазового
пути: верхний луч соответствует минимуму, а нижний луч – седловой точке
первого порядка. В результате разработанная методика экспресс анализа позво
лила осуществить анализ функционала (2.3), используя понятие виртуальных
лучей. Результаты сопоставления лучевых траекторий (решений граничной за
дачи) и карты распределения фазового пути виртуальных лучей (см. рис. 2.7)
позволили установить фундаментальную разницу между верхним и нижним
лучом. Фазовый путь верхнего луча соответствует минимуму, что объясняет
его успешное определение прямым вариационным методом, в основе которого
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лежит минимизация функционала радиолуча. При этом наличие седловой точ
ки на карте фазового пути позволяет объяснить трудности при использовании
аналогичного подхода для определения нижнего луча. Очевидно, что для на
хождения седловой точки необходимо использовать условие, вытекающее из ее
определения: максимум в одном направлении и минимум во всех остальных.

Следует отметить, что численная методика экспресс анализа осуществля
ет исключительно качественный подход к исследованию функционала. Одним
из главных результатов применения методики является анализ и визуальное
представление поведения функционала (2.3), позволяющее оценить тип экстре
мума верхних и нижних лучей, а также установить взаимосвязь стационарных
точек — решений граничной задачи. Более детальный анализ стационарных
решений будет представлен в следующей главе.

2.3 Выводы

В данной главе было представлено подробное описание нового вариацион
ного метода для расчета лучевых траекторий радиоволны на основе принципа
Ферма. В рамках предложенного подхода, лучевая траектория представлена в
виде набора точек, задающих кусочно-линейную аппроксимацию, причем поло
жения конечных точек передачи и приема являются зафиксированными. Поиск
решений граничной задачи осуществляется в результате итерационной процеду
ры сходимости от некоторого начального приближения к оптимальной конфи
гурации. Процесс сходимости управляется фиктивной силой, действующей на
каждую точку траектории. Сила, представляющая собой отрицательный гради
ент функционала фазового пути, задает направление и модуль смещения систе
мы подвижных точек к тому или иному оптимуму. Также было показано, что
работа прямого вариационного метода может быть улучшена заменой продоль
ной компоненты силы на силы упругого взаимодействия между подвижными
точками траектории. Причем фиктивные силы упругости направлены исключи
тельно вдоль касательной к траектории. В результате сила упругости позволяет
распределять точки равномерно вдоль траектории и не оказывает влияния на
направление сходимости к оптимуму.
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Результаты численных расчетов в изотропной модели среды показали
успешную работу метода по определению верхних лучей. Как обсуждалось в
работе [101], нижние лучи не могут быть определены прямой минимизацией
функционала. Причиной тому является несоответствие нижних лучей условиям
на локальный минимум. Для ответа на вопрос о типе экстремума нижних лучей
была реализована численая методика экспресс анализа, позволяющая оценить
поведение фукционала радиолуча по набору виртуальных лучей. В результа
те численного эксперимента было показано, что верхние лучи соответствуют
локальным минимумам, а нижние лучи – седловым точкам первого порядка.
Проблема определения седловых точек заключается в характере данного экс
тремума. Согласно определению, для седловой точки первого порядка градиент
целевой функции во всех направлениях отрицателен, за исключением одного
единственного положительного направления. Очевидно, что седловые точки со
четают в себе свойства, как минимума, так и максимума функции. Поэтому
для эффективного определения седловых точек необходим метод оптимизации,
учитывающий кривизну целевой функции. Универсальный метод оптимизации,
определяющий как минимумы, так и седловые точки первого порядка будет рас
смотрен в следующей главе.

В заключение текущей главы приведем несколько слов о другом важном
аспекте – распространения радиоволн в анизотропной ионосфере. Представлен
ная формулировка вариационного метода предназвачена для расчета лучей ра
диоволны в ионосфере без учетом влияния внешнего магнитного поля. Реализа
ция метода с учетом анизотропии среды может быть также основана на поиске
минимумов и седловых точек функционала более общего вида, описывающего
фазовый путь с учетом геометрии лучевой траектории и ориентации волнового
фронта (см. например [83; 101]). Применение прямого вариационного метода
для расчета лучевых траекторий радиоволн в анизотропной ионосфере являет
ся предметом дальнейших исследований.
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Глава 3. МЕТОД ОБОБЩЕННОЙ СИЛЫ И ГЛОБАЛЬНАЯ
ОПТИМИЗАЦИЯ

В данной главе будут рассмотрены основные методы и алгоритмы, разра
ботанные в рамках диссертационного исследования для расчета лучевых траек
торий на основе вариационного принципа Ферма. В этой главе отражена суть
диссертационной работы и описаны наиболее важные детали разработанного
комплекса программ расчета радиотрасс.

Далее речь пойдет о создании универсального метода оптимизации, спо
собного в зависимости от определяемого типа экстремума модифицировать на
правление сходимости. Важно отметить, что реализация поиска седловых точек
отличается от прямой минимизации только способом расчета фиктивной силы.
Это позволяет сформулировать единый подход к поиску, как минимумов, так и
седловых точек, основанный на понятии обобщенной силы.

3.1 Прямая минимизация

Верхние лучи могут быть определены прямой минимизацией функциона
ла фазового пути радиолуча 𝑆(r). Минимизация основана на обобщенной силе
[112], задаваемой как отрицательный градиент функционала 𝑆(r), продольная
компонента которой заменена силой упругости (см. формулу (2.7)):

Fℎ = − ∇𝑆(r)|⊥ + F𝑠, (3.1)

где
∇𝑆(r)|⊥ =

(︁
∇⃗1𝑆(r)

⃒⃒⃒
⊥
, ∇⃗2𝑆(r)

⃒⃒⃒
⊥
, . . . , ∇⃗𝑃𝑆(r)

⃒⃒⃒
⊥

)︁
, (3.2)

F𝑠 =
(︁
𝐹 𝑠
1 ,𝐹

𝑠
2 , . . . ,𝐹

𝑠
𝑃

)︁
, (3.3)

∇⃗𝑖𝑆(r)
⃒⃒⃒
⊥

и 𝐹 𝑠
𝑖 определяются согласно формулам (2.5) - (2.7) (в формуле (3.1)

индекс ℎ обобщенной силы Fℎ является сокращением слова high – данная фор
мулировка обобщенной силы предназначена для поиска верхних лучей). Сила
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Рисунок 3.1 — Пример расчета верхних лучей радиоволны с частотой 12 МГц
методом обобщенной силы. Модельная ионосфера задается формулой (2.9). Се
рыми кружками и серыми пунктирными линиями изображены начальные при
ближения. Последовательность задания начальных приближений обозначена
цифрами. Черными кружками и черной сплошной линией представлены най
денные решения.

упругости не оказывает влияние на форму траектории в пространстве, но при
этом обеспечивает связность всех точек траектории. В процессе оптимизации на
чальная конфигурация точек траектории итерационно сходится к траектории,
для которой обобщённая сила Fℎ обращается в ноль. Финальная конфигура
ция точек траектории, соответствующая нулю обобщённой силы Fℎ, есть дис
кретное представление решения – верхнего луча. Процедура сходимости силы
к нулю может быть реализована различными стандартными подходами: метод
наискорейшего спуска, сопряженных градиентов и др. [113]. В нашей работе в
качестве процедуры сходимости силы к нулю был выбран метод проецирова
ния скорости (англ. velocity projection optimization)[108]. Подробное описание
метода проецирования скорости представлено в Приложении А.

Сходимость метода обобщенной силы к различным локальными миниму
мам можно осуществить, например, выборкой начальных приближений. Вос
пользуемся примером радиотрассы с частотой 12 МГц, рассмотренной ранее в
разделе 2.1. На рис. 3.1 показано, как три различных начальных приближения,
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Рисунок 3.2 — Иллюстрация примера, представленного на рис. 3.1, в простран
стве функционала радиолуча. Белыми кружками представлены положения на
чальных приближений. Белой стрелкой схематично обозначен процесс сходи
мости к локальных минимумам. Белыми крестиками представлены положения
стационарных точек целевой функции.

в результате сходимости методом обобщенной силы, определяют два решения.
Начальная траектория 1, промежуточные точки которой были заданы на вы
соте 100 км, сходится к ближайшему тривиальному решению – прямой линии,
соединяющей граничные точки 𝐴 и 𝐵. В то же время поиск решений, иници
ированный начальными приближениями 2 и 3, позволил определить верхний
луч, отраженный от максимума ионосферного слоя 𝐹2. Иллюстрация поиска
локальных минимумов в пространстве фазового пути для данного примера схе
матично изображена на рис. 3.2. Однако применение такой стратегии поиска
решений возможно в простых случаях, когда число решений невелико. На прак
тике, в случае трехмерно неоднородной ионосферы, число лучей, может быть
значительно больше, и простая выборка начальных приближений не позволит
решить проблему многолучевости.

Проблему подбора начальных приближений целесообразнее решить, ис
пользуя переходные свойства седловых точек. Если, к примеру, начальное при
ближение задать в окрестности седловой точки (см. рис. 3.2), то сходимость
вдоль единственного направление на убывание целевой функции, позволит опре
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делить два ближайщих минимума. Преимуществом такого подхода является де
терминированность направления сходимости, которые можно оценить, исполь
зуя вторую производную функционала фазового пути. Далее рассмотрим фор
мулировку метода обобщенной силы для поиска нижних лучей (седловых точек
первого порядка).

3.2 Поиск седловых точек

Нижние лучи соответствуют седловым точкам функционала фазового пу
ти, и следовательно они не могут быть найдены прямой минимизацией целевой
функции. Для успешного поиска седловых точек необходимо использовать ме
тод оптимизации с учетом второй вариации функционала 𝑆(r). В настоящее
время известны различные формулировки методов поиска седловых точек в
многомерном пространстве параметров. Задача об определении седловых точек
находит свое применение в различных областях науки [104; 107].

Основная идея метода поиска седловых точек первого порядка заключа
ется в следующем. Для определения седловых точек используется итерацион
ный метод второго порядка. На этапе инициализации метода задается началь
ное приближение вблизи заданного локального минимума. Далее запускается
первый этап сходимости к седловой точке, суть которого заключается в ите
рационной процедуре выхода из области локального минимума вдоль гради
ента целевой функции (см. рис. 3.3). Поскольку движение вдоль градиента в
конечном итоге приведет в область локального максимума, направление дви
жения после выхода из области минимума следует скорректировать. Причем
корректировка должна быть выполнена с учетом условия минимизации во всех
направлениях, кроме одного направления на максимум. Направление максими
зации целевой функции оценивается по набору собственных значений векторов
матрицы Гессе для исходного функционала. Важными составляющими метода
поиска седловых точек являются оценка минимального собственного значения
и соответствующего ему собственного вектора (минимальной моды) матрицы
Гессе и проецирование гессиана в подпространство ортогональное траектории



53

I

II

седло

минимум

Рисунок 3.3 — Иллюстрация метода поиска седловой точки в пространстве
функционала радиолуча. Белым крестиками в минимуме и седловой точке обо
значены положения решения в начале и конце процедуры оптимизации соответ
ственно; черным крестиком – промежуточное положение в момент смены знака
минимального собственного значения гессиана радиолуча. Белыми пунктирны
ми линиями схематично изображен процесс сходимости решения от минимума
к седловой точке.

радиолуча. Такая стратегия есть суть поиска седловых точек первого порядка.
Рассмотрим методику поиска седловых точек более подробно.

Инициализация итерационной процедуры поиска седловой точки проис
ходит в окрестности верхнего луча, соответствующего локальному минимуму
функционала 𝑆(r). Далее, необходимо осуществить выход из области миниму
ма, в которой все собственные значения матрицы Гессе положительно определе
ны, и попасть в область «притяжения» седловой точки, где одно из собственных
значений гессиана отрицательно. Выход из области локального минимума мож
но осуществить различными способами, однако следует отметить, что в данном
исследовании направление движения вдоль градиента, как и движение вдоль
минимальной моды, являются надежными способами выхода из области локаль
ного минимума. Свидетельством попадания в область седловой точки является
смена знака минимального собственного значения матрицы Гессе. После того,
как минимальное собственное значение стало отрицательным, необходимо пе
реопределить обобщенную силу F𝑙 таким образом, чтобы она соответствовала
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окрестности локального минимума, а не седловой точке. Этого можно добиться,
инвертировав компоненту градиента вдоль минимальной моды, т.е. собственно
го вектора гессиана, соответствующего минимальному собственному значению.
С учетом процедур проецирования сил и введения сил упругости, представлен
ных ранее (см. формулы (2.5) и (2.7)), формула обобщенной силы для оптими
зации нижних ионосферных лучей имеет следующий вид [112; 114]:

F𝑙 =

⎧⎨⎩∇𝑆(r)|⊥ + F𝑠 или (∇𝑆(r)|⊥ ·Q𝜆)Q𝜆 + F𝑠, если 𝜆 > 0,

− ∇𝑆(r)|⊥ + 2 (∇𝑆(r)|⊥ ·Q𝜆)Q𝜆 + F𝑠, если 𝜆 < 0.
(3.4)

Здесь 𝜆 – минимальное собственное значение гессиана и Q𝜆 – соответствую
щий минимальному собственному значению нормированный собственный век
тор или минимальная мода.

Аналогично поиску верхних лучей точки траектории сходятся к оптималь
ной форме стандартной процедурой оптимизации, дополненной обобщенной си
лой F𝑙 (в формуле (3.4) индекс 𝑙 обобщенной силы F𝑙 является сокращением
слова 𝑙𝑜𝑤 – данная формулировка обобщенной силы предназначена для поиска
нижних лучей). Конфигурация точек траектории, соответствующая нулевому
значению силы F𝑙, является дискретным представлением нижнего луча.

Отметим, что алгоритм поиска нижнего луча принципиально почти не
отличается от поиска верхнего луча, представленного ранее. Отличие заклю
чается лишь в определении обобщенной силы F𝑙. Кроме того на начальную
конфигурацию траектории не налагаются требования близости к решению. На
чальное приближение необходимо задать в окрестности локального минимума,
при этом его удаленность от искомого решения не является критической. Обыч
ной практикой является задание начальной конфигурации путем случайного на
бора малых смещений точек траектории от положения найденного локального
минимума (верхнего луча). Сгенерировав случайным образом набор различных
траекторий вблизи локального минимума (верхнего луча) и применив для каж
дого варианта метод поиска седловых точек можно определить совокупность
седловых точек окружающих данный локальный минимум. Таким образом, про
цесс поиска нижних и верхних лучей взаимосвязан. Более того справедливо и
обратное утверждение. Найденное седло является отправной точкой для поиска
локального минимума. Для этого достаточно применить ранее представленный



55

метод минимизации. Если учесть во внимание, что седловая точка первого по
рядка является точкой перевала между двумя близлежащими минимумами, то
метод минимизации может не только вернуть решение в исходное состояние, но
и определить новое решение. В данной трактовке переходное свойство седловых
точек является основой для построения глобальной процедуры поиска решений
граничной задачи, которая будет представлена в параграфе 3.3.

В соответствии с формулой (3.4) для успешного поиска нижних лучей
необходима оценка собственных значений и векторов гессиана целевой функции
𝑆(r) на каждой итерации процесса оптимизации. Поэтому рассмотрим подроб
нее процедуру расчета гессиана. Как было показано в параграфе 3.1, основным
требованием оптимизации является поперечное смещение точек траектории для
успешного определения верхних и нижний лучей. Соответственно, гессиан целе
вой функции должен рассматриваться в подпространстве ортогональном к тра
ектории радиолуча. Для этого удобнее воспользоваться оператором проециро
вания. Это техника использовалась для оценки гессиана в искривленном конфи
гурационном пространстве магнитных систем [115]. Матрица Гессе, состоящая
из частных производных второго порядка функционала 𝑆(r) имеет следующий
общий вид:

𝐻 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕2𝑆

𝜕𝑥1𝜕𝑥1

𝜕2𝑆

𝜕𝑥1𝜕𝑦1
. . .

𝜕2𝑆

𝜕𝑥1𝜕𝑧𝑃
𝜕2𝑆

𝜕𝑦1𝜕𝑥1

𝜕2𝑆

𝜕𝑦1𝜕𝑦1
. . .

𝜕2𝑆

𝜕𝑦1𝜕𝑧𝑃... ... . . . ...
𝜕2𝑆

𝜕𝑧𝑃𝜕𝑥1

𝜕2𝑆

𝜕𝑧𝑃𝜕𝑦1
. . .

𝜕2𝑆

𝜕𝑧𝑃𝜕𝑧𝑃

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.5)

Формула (2.15) определяет Гессиан в 3P – мерном расширенном пространстве
возможных конфигураций луча. Для расчета матрицы, характеризующей кри
визну 𝑆(r) вблизи экстремальных точек, необходимо к гессиану 𝐻 применить
процедуру проецирования:

𝐻⊥ = 𝑉 𝑇𝐻𝑉. (3.6)

Здесь 𝑉 – матрица перехода размерности 3𝑃×2𝑃 , столбцы которой представля
ют собой базис подпространства. Поскольку гессиан𝐻⊥ определен в 2𝑃 - мерном
подпространстве поперечных смещений, расчет минимальной моды в исходном
3𝑃 - мерном конфигурационном пространстве осуществляется согласно следу
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ющей формуле:
Q𝜆 = 𝑉 Q̃𝜆, (3.7)

где Q̃𝜆 – 2𝑃 -мерный собственный вектор 𝐻⊥, соответствующий минимальному
собственному значению.

Рассмотрим подробнее особенности расчета матрицы перехода 𝑉 в трех
мерном пространстве. Для каждой точки 𝑖 вдоль траектории выбирается пара
ортогональных векторов �⃗�𝑖 и 𝜉𝑖, лежащих в плоскости перпендикулярной траек
тории луча. Например, �⃗�𝑖 может быть задан нормировкой случайно заданного
ортогонального к касательному вектору 𝜉𝑖. Затем вектор �⃗�𝑖 определяется в со
ответствии с векторным произведением 𝜉𝑖 = [�⃗�𝑖 × �⃗�𝑖]. Таким образом, вектора
�⃗�𝑖 и 𝜉𝑖 составляют базис поперечных смещений 𝑖-ой точки траектории. Соответ
ствующая матрица перехода 𝑉𝑖 примет вид:

𝑉𝑖 =

⎡⎢⎣𝜂
𝑥
𝑖 𝜉𝑥𝑖
𝜂𝑦𝑖 𝜉𝑦𝑖
𝜂𝑧𝑖 𝜉𝑧𝑖

⎤⎥⎦ , (3.8)

где 𝜂𝑥𝑖 , 𝜂
𝑦
𝑖 , 𝜂

𝑧
𝑖 и 𝜉𝑥𝑖 , 𝜉

𝑦
𝑖 , 𝜉

𝑧
𝑖 – компоненты векторов 𝑥, 𝑦, 𝑧 – компоненты векторов �⃗�𝑖

и 𝜉𝑖 соответственно. Учитывая формулу (3.8), запишем матрицу перехода для
всей траектории:

𝑉 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑉1 0 . . . 0

0 𝑉2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 𝑉𝑃

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.9)

Реализация метода оптимизации для поиска нижних лучей представле
на на рис. 3.4. Среда распространения радиоволн и параметры волны выбра
ны аналогично примеру, приведенному в разделе 2.1. На рисунке 3.4 показаны
возможности определения нижних лучей. В каждом поиске подвижные точки
(𝑃 = 13) расположены в окрестности найденных ранее верхних лучей. Для вы
хода из области минимума использовалось направление вдоль градиента целе
вой функции 𝑆(r). В момент смены знака минимального собственного значения
𝜆 (см. соответствующую конфигурацию траектории на рис. 3.4) определение
обобщенной силы должно быть изменено для успешного определения нижнего
луча. Метод проецирования скорости используется на всех этапах сходимости
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Рисунок 3.4 — Результаты расчета нижнего луча прямым вариационным ме
тодом. Аналитическая модель ионосферы задается в соответствии с формулой
(2.9); Серыми кружками обозначены положения точек траектории в процес
се оптимизации. Начальное приближение представлено пустыми кружками и
пунктирной линией. Для начального приближения, заданном на найденном
верхнем луче, задается случайное малое смещение в соответствие с алгоритмом
поиска седловых точек. Красные линии с кружками показывают найденное ре
шение в виде нижнего луча.

вплоть до достижения нуля модуля силы F𝑙. В данных расчетах критерием схо
димости является максимальное значение модуля силы F𝑙, не превышающее
значения 10−9. Численная оптимизация в заданной модельной среде позволила
определить один нижний луч, отраженный от ионосферного слоя. При этом на
чальные приближения могут быть заданы как на верхнем луче, так и на прямой
линии, соединяющей граничные точки 𝐴 и 𝐵 на поверхности Земли (см. рис.
3.4).
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3.3 Глобальная оптимизация

Особенность отображения радиолучей в пространстве функционала 𝑆(r)

позволяет построить процедуру поиска всех решений и рассмотреть проблему
многолучевости. Для этого в ходе выполнения диссертационной работы был
разработан метод глобальной оптимизации, который основан на взаимосвязи
минимумов и седловых точек: между двумя локальными минимумами всегда
существует как минимум одна седловая точка первого порядка [116]. Поэтому
искомые решения могут быть найдены в результате систематического перехода
между локальными минимумами через седловую точку (см. рис. 3.5).

Задав начальное приближение на найденном верхнем луче, множество
нижних лучей может быть найдено генерацией различных малых смещений
точек траектории или, другими словами, заданием малых возмущений траек
тории. Определив нижний луч, траектория подвергается малому возмущению
вдоль известного направления — минимальной моды. Причем направление вы
бирается обратное от начального верхнего луча. После этого новый верхний
луч определяется прямой минимизацией функционала радиолуча 𝑆(r). Далее
приведем подробный алгоритм глобальной оптимизации [112; 117]:

1. Для заданных положений передатчика и приемника, выбираем началь
ное приближение в виде кусочно-линейной траектории, узлами которой
являются подвижные точки. Форма начальной траектории не являет
ся критичной для успешной работы метода глобальной оптимизации.
Например, наиболее простым приближением является задание точек
вдоль прямой линии, соединяющей положения передатчика и приемни
ка.

2. Находим первое решение, используя прямую минимизацию функцио
нала фазового пути (см. параграф 3.1). Если начальное приближение,
заданное в пункте 1, уже является минимумом, переходим к пункту 3.

3. Задаем начальную конфигурацию для поиска нижнего луча, генерируя
малые смещения точек траектории найденного верхнего луча. Начало
поиска нижнего луча осуществляется в окрестности верхнего луча.

4. Осуществляем поиск нижнего луча, используя метод минимальной мо
ды (см. параграф 3.2).
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5. Повторяем пункты 3 и 4 до тех пор, пока число неуспешных попыток
определения новых нижних лучей не превысит пороговых значений.
Число неуспешных попыток задается исходя из специфики задачи.

6. Для каждого найденного нижнего луча задается начальное приближе
ние для поиска верхних лучей посредством задания малых смещений
вдоль вектора минимальной моды в обратном направлении от ранее
найденного верхнего луча. Поиск верхних лучей стартует в окрестно
сти нижнего луча.

7. Находим соответствующие верхние лучи, используя метод минимиза
ции функционала фазового пути (см. параграф 3.1).

8. Для каждого нового верхнего луча повторяем пункты 3 — 7 до тех пор,
пока все лучевые траектории не будут найдены.

I

II

III

седло

минимум 1

минимум 2

Рисунок 3.5 — Иллюстрация метода глобальной оптимизации в пространстве
функционала радиолуча. Белым крестиками обозначены положения стационар
ных точек. Белыми сплошными стрелками схематично изображен процесс систе
матического поиска решений через седловую точку. Черный крестик обозначает
момент смены знака минимального собственного значения гессиана функциона
ла.

Рис. 3.6 иллюстрирует работу глобальной оптимизации, используя метод пред
ставленный выше. Для демонстрации работоспособности метода рассмотрим
трехмерную аналитически заданную модель ионосферы. Профиль электрон
ной концентрации 𝑁𝑒(𝑧) определяется согласно формуле (2.9) с аналогичны
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Рисунок 3.6 — Результат применения алгоритма глобального поиска лучей. Мо
дельная среда задается согласно формуле (2.9). Рабочая частота равна 12 МГц.
Верхние и нижние лучи представлены черными и красными сплошными лини
ями.

ми параметрами (см. параграф 2.1). Расчет лучевых траекторий выполнял
ся между положениями точек 𝐴 и 𝐵 с радиус векторами �⃗�𝐴 = (0,0,0) км и
�⃗�𝐵 = (1000, 1000,0) км для рабочей частоты 12 МГц.

В каждом локальном определении луча обобщенная сила итерационно схо
дилась к нулю с использованием метода проецирования скорости (англ. velocity
projection optimization). Процесс оптимизации считается завершенным, когда
абсолютные значения сил, действующих на каждую точку траектории в отдель
ности, не превышают 10−9. Инициализация метода глобальной оптимизации
осуществляется заданием положений промежуточных точек траектории равно
мерно вдоль прямой линии соединяющей точки 𝐴 и 𝐵. Отметим, что в случае
однородной среды, прямая линия является лучем, соответствующим миниму
му фазового пути (луч 0 на рис. 3.6). Стартуя с начального приближения,
производится несколько случайных смещений траектории с последующим по
иском седловых точек методом минимальной моды. В этом случае определено
одно решение: луч 1 отраженный от 𝐹 слоя ионосферы (см. рис. 3.6). После
этого реализуем небольшое смещение вдоль вектора минимальной моды. По
следующее применение локальной минимизации позволяет определить луч 2 —
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верхний луч, распространяющийся вдоль 𝐹 слоя ионосферы. Поиск седловых
точек, осуществляемый из окрестности верхнего луча 2, сходится только к лу
чу 1, который был определен в предыдущей оптимизации с луча 0. Процедура
глобальной оптимизации окончена. Три луча были найдены в результате систе
матического перехода от одного минимума к другому через седловую точку, из
них один верхний луч (луч 2), один нижний луч (луч 1) и тривиальное решение
(луч 0).

Представленный выше пример показывает важнейшие аспекты разраба
тываемого вариационного метода. В частности, информация о взаимосвязи ста
ционарных точек радиолучей позволила построить глобальную процедуру по
иска всех лучей, основной идеей, которой является систематический поиск ре
шений. При этом каждое найденное решение является отправной точкой для
определения последующих лучей, что автоматически решает проблему подбора
начальных приближений для каждого луча.

3.4 Выводы

В данной главе представлен вариант вариационного подхода к решению
граничной задачи о расчете лучевых траекторий коротких радиоволн, основан
ный на методе обобщенной силы. Идея метода обобщенной силы заключается в
формулировке универсального метода для поиска верхних и нижних лучевых
траекторий. Представленная классификация лучевых траекторий основана на
фундаментальном различии решений граничной задачи. В пространстве функ
ционала фазового пути лучевым траекториям ставится в соответствие различ
ные типы стационарных точек. В частности показано, что верхние и нижние
радиолучи соответствуют минимумах и седловым точкам функционала фазо
вого пути. Формулировка обобщенной силы для нахождения верхних лучей,
основанная на прямой минимизации функционала, позволяет определять реше
ния в зависимости от выбранных начальных приближений. Для определения
нижних лучей предложен вариант обобщенной силы с использованием метода
поиска седловых точек первого порядка. При этом важным условием сходимо
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сти является задание начального приближения в окрестности верхнего луча
(локального минимума).

Универсальность метода обобщенной силы в оптимизации различных лу
чей, а также свойство седловых точек, заключающееся в переходном состо
янии между локальными минимумами, позволили сформулировать алгоритм
глобальной оптимизации для нахождения множества решений граничной зада
чи. Предложенный вариант глобальной оптимизации обладает рядом преиму
ществ: решена проблема задания начальных приближений посредством систе
матического поиска лучей, алгоритм позволяет находить множество решений
граничной задачи, решается проблема определения глобального минимума, т.е.
луча, соответствующего минимальному фазовому пути. Представленный вари
ант метода обобщенной силы и глобальной оптимизации предназначен для поис
ка верхних и нижних односкачковых лучей, однако многоскачковые лучи также
важны, поскольку вносят значительный вклад в радиосвязь [112]. Расчет мно
госкачковых трасс может быть осуществлен включением точек отражения от
земной поверхности в процедуру оптимизации. На такие точки по сравнению
с другими подвижными точками траектории должны накладываться дополни
тельные условия. В частности, их перемещения должны осуществляться только
вдоль земной поверхности. Подобная идея уже была реализована К. Коулма
ном [101].

Как уже упоминалось, нижние лучи, рассмотренные в данной работе, соот
ветствуют седловым точкам первого порядка. Такие решения характеризуются
одним отрицательным собственным значением гессиана. Другие экстремумы,
в которых два или более собственных значения гессиана отрицательны, также
удовлетворяют принципу Ферма и, следовательно, также представляют луче
вые траектории. Такие седловые точки более высокого порядка можно иден
тифицировать аналогично седлам первого порядка, выполняя максимизацию
фазового пути вдоль направлений, определенных собственными векторами гес
сиана, соответствующих отрицательным собственным значениям, и минимиза
цию по всем другим направлениям. Расширение возможностей вариационного
метода для поиска решений седлового типа более высокого порядка, а также
для расчета многоскачкового распространения, является предметом дальней
ших исследований.
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Глава 4. ПРИМЕНЕНИЕ ВАРИАЦИОННОГО ПОДХОДА ДЛЯ
РАСЧЕТА РАДИОТРАСС

В данной главе представлены результаты численного моделирования ра
диотрасс с использованием вариационного подхода. Показаны результаты ре
ализации метода обобщенной силы и глобальной трассировки в случае среды
распространения радиоволн, заданной в виде аналитических моделей ионосфе
ры. Рассмотрены особенности применения метода обобщенной силы в двумер
ной и трехмерной неоднородных средах. В частности, обсуждаются вопросы
адаптации и применимости метода в средах, где присутствуют разрывы в про
изводной параметра плазменной частоты, а также рассматриваются примеры
многолучевости в многослоевой среде с учетом горизонтальных неоднородно
стей. Представлено сравнение вариационного подхода с методом пристрелки и
показано практическое применение разработанного метода на примере синтези
рования дистанционно-частотных характеристик наклонного зондирования.

4.1 Численное моделирование лучевых траекторий радиоволн в
аналитически заданной среде

4.1.1 Моделирование в параболической модели ионосферы

Рассмотрим двумерную изотропную модель ионосферы [105], где функция
электронной концентрации 𝑁𝑒(𝑧) задается аналитической формулой:

𝑁𝑒(𝑧) =

⎧⎨⎩𝑁𝑚𝑎𝑥 ×
(︁

1 −
(︀
𝑧 − 𝑧0

⧸︀
𝑧𝑚

)︀2)︁
, если |𝑧 − 𝑧0| ≤ 𝑧𝑚,

0, если |𝑧 − 𝑧0| > 𝑧𝑚,
(4.1)

где 𝑧0 = 300 км – высота максимума электронной концентрации, 𝑧𝑚 = 240 км —
полутолщина слоя, определяющая высотный диапазон, в котором электронная
концентрация отлична от нуля,𝑁𝑚𝑎𝑥 = 1·106 см−3 — электронная концентрация
в максимуме параболического слоя. В соответствии с формулой (2.10), верти
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Рисунок 4.1 — Слева (а) представлен профиль плазменной частоты аналитиче
ской модели ионосферы, заданной по формуле (4.1). Справа (б) представлены
лучевые траектории для радиоволны с частотой 14 МГц для заданных гра
ничных условий. Черные и красные кружки представляют верхний и нижний
лучи, найденные методом обобщенной силы и глобальной оптимизацией. Сини
ми кружками обозначены точки траектории, движущиеся только вдоль нижней
границы ионосферы (черная пунктирная линия на рис. (б)). Черной и красной
сплошными линиями изображены известные решения, полученные в программ
ном пакете Maple, для верхнего и нижнего лучей. Серой пунктирной линией
обозначена высота максимума ионосферного слоя 𝐹2.

кальный профиль плазменной частоты выбранной модели ионосферы представ
лен на рис. 4.1а. Показатель преломления среды при отсутствии магнитного
поля и соударений задается по формуле (2.11).

Параболическая модель ионосферы обладает особенностью, которая за
ключается в наличие разрыва в производной профиля электронной концентра
ции 𝑁𝑒(𝑧) на нижней границе ионосферы (60 км) (см. рис. 4.1а). Отметим, что
разрыв в производной является препятствием для реализации градиентных ме
тодов. Устойчивость итерационного процесса может быть нарушена из-за рез
кого скачка обобщенной силы, когда точка траектории находится в области, где
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параметр среды или ее производная терпит разрыв. Реализация градиентных
методов в среде с разрывыми является известной проблемой в сейсмологии,
которой посвящено множество работ [92—94]. Эта проблема является особен
ностью распространения сейсмических волн в земной коре, имеющей сложную
неоднородную структуру с множеством границ раздела [118]. Как упоминалось
ранее, для описания распространения сейсмической волны в моделях земной ко
ры, широко применяется приближение геометрической оптики [119]. Известные
методы изгибания и псевдоизгибания (англ. bending и pseudo-bending) [32; 91;
120] являются аналогами метода обобщенной силы и применяются для расчета
лучей сейсмических волн в гладких средах с заданными граничными услови
ями. Известны модификации упомянутых методов для расчета в среде с раз
рывами, основанные на законе Снеллиуса [93] и представлении луча в виде
интерполяционного 𝛽 сплайна [92].

В данной работе проблема разрыва производной функции среды была ре
шена фиксацией двух точек траектории на высоте 60 км (см. рис. 4.1б). Упо
мянутые точки траектории луча зафиксированы только по вертикали и могут
перемещаться вдоль нижней границы ионосферы. В результате из полного чис
ла подвижных точек траектории 𝑃 , свободными остаются 𝑃 − 2 точки: дви
жение двух точек траектории осуществляется только вдоль нижней границе
ионосферы. При этом две граничные точки 𝐴 и 𝐵 зафиксированы в соответ
ствии с положениями передатчика и приемника. Результат применения метода
обобщенной силы представлен на рис. 4.1б. Стоит отметить ряд важных осо
бенностей: (1) данный подход реализуем, поскольку высота нижней границы
ионосферы заранее известна и принимает постоянное значение; (2) между гра
ничными точками и точками на нижней границе ионосферы не требуется вве
дения дополнительной дискретизации, так как в неионизированной атмосфере
с показателем преломления 𝑛 = 1 радиолуч распространяется по прямой ли
нии; (3) части лучевой траектории выше и ниже границы ионосферы согласо
ваны, поскольку требование стационарности фазового пути накладывается на
всю траекторию, соединяющую граничные точки 𝐴 и 𝐵. Существуют подходы
для расчета лучей в случайно неоднородной среде, где количество и положение
разрывов функции среды и ее первой производной заранее неизвестно [93; 94;
121; 122].
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Рисунок 4.2 — Двумерные карты распределения фазового пути лучевых тра
екторий для диапазона частот 8 − 18 МГц: (a) — 8 МГц, (б) — 10 МГц, (в)
— 12 МГц, (г) — 14 МГц, (д) — 16 МГц, (ж) — 18 МГц. Белыми сплошны
ми линиями показаны решения граничной задачи (верхние и нижние лучи) в
параболической модели ионосферы.
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Наличие разрыва на нижней границе ионосферы требует адаптации гло
бальной трассировки лучей. В данном случае целесообразно инициализировать
глобальный поиск не на поверхности, а в окрестности разрыва. В нашем случае
использовалось начальное приближение, где подвижные точки расположены в
окрестности 60 км. Далее, последовательно применяя методы минимизации и
поиска седловых точек, определяется множество решений граничной задачи.
На рис. 4.1б представлены результаты расчетов для радиоволны с частотой 14

МГц. Процедура глобальной трассировки определила два решения в виде верх
него и нижнего лучей, полностью согласующиеся с решениями, полученными в
программном пакете Maple.

Далее исследуем особенности суперпозиций стационарных точек функци
онала фазового пути радиолуча в параболической модели ионосферы с исполь
зованием экспресс анализа (см. параграф 2.2). Для этого был выбран диапа
зон рабочих частот 8 − 18 МГц. На рис. 4.2 представлены карты двумерного
распределения фазового пути для соответствующего набора частот. Согласно
рис. 4.2 каждое решение соответствует стационарной точке функционала радио
луча. Анализ карт распределения фазового пути радиолуча в зависимости от
формы траектории подтверждает фундаментальную разницу между верхним и
нижним лучом. Все верхние лучи соответствуют минимумам функционала, а
нижние лучи — седловым точкам первого порядка.

Проанализируем полученные результаты численных расчетов. Карта фа
зового пути для частоты 8 МГц характеризуется наличием нижнего луча и
«запрещенной зоны» — области, где показатель преломления принимает ирра
циональные значения 𝑛2 < 0 (см. формулу (2.11)). На картах фазового пути для
частот 10 − 18 МГц представлена эволюция лучевых траекторий и стационар
ных точек функционала при увеличении рабочей частоты радиоволны. Верхние
и нижние лучи и соответствующие им стационарные точки, максимально раз
несены для радиоволн с частотами вблизи критической частоты ионосферного
слоя 𝑓𝑐𝑟 = 9 МГц. По мере увеличения рабочей частоты до достижения МПЧ,
верхние и нижние лучи и соответствующие им стационарные точки сближа
ются. На рис. 4.2е показано, что для частоты 18 МГц, превышающей МПЧ,
отсутствуют как радиолучи, так и стационарные точки.

На примере численного моделирования лучевых траекторий в параболи
ческом слое показаны возможности использования метода обобщенной силы и
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глобальной трассировки для успешного расчета лучевых траекторий в среде
с разрывом в производной функции электронной концентрации. Проведенный
анализ карт фазового пути показал особенности формирования стационарных
точек во всем диапазоне рабочих частот.

4.1.2 Моделирование в двухслоевой экспоненциальной модели
ионосферы

Далее рассмотрим пример использования метода обобщенной силы и гло
бальной оптимизации для решения проблемы многолучевости (нахождения всех
или хотя бы большинства существующих решений) в случае многослоевой сре
ды [112]. В качестве среды распространения радиоволн выберем двухслоевую
модель ионосферы [52], где профиль электронной концентрации 𝑁𝑒(𝑧) задается
следующим выражением:

𝑁𝑒(𝑧) =𝑁1 exp

[︃
−
(︂
𝑧 − 𝑧1
∆𝑧1

)︂2
]︃

+

+𝑁2 exp
1

2

[︃
1 − 𝑧 − 𝑧2

∆𝑧2
− exp

(︂
−𝑧 − 𝑧2

∆𝑧2

)︂]︃
.

(4.2)

Здесь параметры 𝑁𝛽, 𝑧𝛽 и ∆𝑧𝛽 – максимум электронной концентрации, высо
та максимума и полуширина слоя 𝛽 соответственно, где 𝛽 = 1 соответствует
идеализированному ионосферному 𝐸 слою и 𝛽 = 2 соответствует 𝐹2 слою. При
этом были выбраны следующие значения параметров среды: 𝑁1 = 0.2 ·106 см−3,
𝑁2 = 1.0 · 106 см−3, 𝑧1 = 110 км, 𝑧2 = 300 км, ∆𝑧1 = 30 км и ∆𝑧2 = 150 км.
Согласно формуле (4.2), а также профилю электронной концентрации, пред
ставленному на рис. 4.3а, критические частоты слоев 𝐸 и 𝐹2 равны 4 и 9 МГц
соответственно. В зависимости от выбора рабочей частоты радиоволны возмож
ны различные конфигурации лучевых траекторий и различное число получае
мых решений.

Рассмотрим пример поиска лучевых траекторий радиоволны с рабочей
частотой 12 МГц методом обобщенной силы между точками 𝐴 и 𝐵, задан
ными векторами �⃗�𝐴 = (0, 0) км и �⃗�𝐵 = (1000, 0) км. Профиль электронной
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Рисунок 4.3 — Слева (а) представлен профиль плазменной частоты ионосфе
ры, заданной по формуле (4.2); Справа (б) представлены лучевые траектории
радиоволны с частотой 12 МГц для заданных граничных условий. Незакрашен
ными черными кружками показано начальное приближение луча, закрашенны
ми черными и красными кружками — результат оптимизации соответственно
верхних и нижних лучей методом обобщенной силы и глобальной оптимизаци
ей, черными и красными сплошными линиями — численные решения методом
пристрелки [63]. Серыми пунктирными линиями обозначены максимумы 𝐸 и
𝐹2 ионосферных слоев.

концентрации (см. формулу (4.2)) является гладкой функцией, что позволяет
использовать метод обобщенной силы и глобальную оптимизацию (см. пара
графы 3.1 – 3.3). Задав начальное приближение в виде цепочки точек количе
ством 𝑃 = 13 вдоль прямой линии, соединяющей граничные точки, применя
ются метод обобщенной силы и глобальная оптимизация для последовательно
го нахождения минимумов и седловых точек первого рода функционала фа
зового пути. В результате систематического поиска определено два верхних и
два нижних луча, что соответствует лучевой конфигурации в диапазоне частот
𝑓𝑐𝑟1,2 < 𝑓 < МПЧ1 < МПЧ2. Найденные лучи сопоставлялись с результатами
расчетов, полученными с использованием численной модели [63], основанной
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на методе бихарактеристик, дополненной методом пристрелки. Как показано
на рис. 4.3б, лучевые траектории, рассчитанные с использованием двух различ
ных подходов, полностью согласуются.

Примеры лучевых траекторий, полученных с использованием вариацион
ного подхода, для рабочих частот в диапазоне 6−16 МГц, а также соответству
ющие карты фазового пути представлены на рис. 4.4. Согласно результатам,
полученным с помощью методики экспресс анализа для данной среды, каж
дое решение соответствует стационарной точке функционала фазового пути.
На рис. 4.4 все верхние лучи соответствуют минимумам функционала фазово
го пути, а нижние — седловым точкам первого порядка. Для частоты 6 МГц,
не превышающей плазменную частоту максимума 𝐸 слоя, характерно наличие
«запрещенной зоны» с высоты ≈ 110 км, где 𝑛2 < 0 (см. рис. 4.4а). В дан
ном случае единственным решением является отраженный от 𝐸 слоя нижний
луч, который соответствует седловой точке функционала фазового пути. Для
частоты 8 МГц, не превышающей плазменную частоту максимума 𝐹2 слоя, ха
рактерно наличие «запрещенной зоны» с высоты ≈ 220 км (см. 4.4б)). В этом
случае существуют один верхний луч и два нижних луча, соответствующие
минимуму и седловым точкам функционала радиолуча. Для рабочих частот в
10−14 МГц из интервала 𝑓𝑐𝑟 < 𝑓 < МПЧ карты фазового пути содержат четы
ре стационарные точки – два минимума и две седловые точки, соответствующие
двум верхним и двум нижним лучам (см. рис. 4.4а — 4.4д). Аналогично резуль
татам, представленным в предыдущем подпараграфе, при увеличении рабочей
частоты наблюдается сближение стационарных точек. При достижении МПЧ
соседние минимумы и седловые точки, а соответственно, верхние и нижние лу
чи сливаются. Для рабочей частоты, превышающей МПЧ, на картах фазового
пути отсутствуют стационарные точки и радиосвязь между передатчиком и
приемником исчезает (см. рис. 4.4е). Многолучевость на картах представлена в
виде суперпозиций минимумов и седловых точек. Важно отметить как последо
вательный характер расположения, так и соотношение величин фазового пути
каждого решения. На всех представленных картах глобальным минимумом яв
ляется верхний луч 𝐹2 слоя. Это объясняется тем, что функция показателя
преломления, заданная формулой (2.11), в выражении для функционала фазо
вого пути (2.3) имеет глобальный минимум на высоте максимума 𝐹2 слоя и ло
кальный минимум на высоте максимума 𝐸 слоя. Следовательно, верхний луч,
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Рисунок 4.4 — Двумерные карты распределения фазового пути лучевых тра
екторий для диапазона частот 6 − 16 МГц: (a) — 6 МГц, (б) — 8 МГц, (в) —
10 МГц, (г) — 12 МГц, (д) — 14 МГц, (ж) — 16 МГц. Белыми сплошными линия
ми показаны решения граничной задачи (верхние и нижние лучи) в двухслоевой
модельной ионосфере (см. формулу (4.2)).
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отраженный от 𝐸 слоя, является локальным минимумом функционала (2.3).
Соотношение длин фазовых путей нижних лучей меняется в рассматриваемом
диапазоне частот. Вблизи критический частоты 𝑓𝑐𝑟 фазовый путь нижнего лу
ча слоя 𝐹2 меньше нижнего луча слоя 𝐸, однако, по мере увеличения рабочей
частоты соотношение меняется в противоположную сторону. Полученные ре
зультаты согласуются с картами фазового пути для параболического слоя и
демонстрируют фундаментальную разницу между верхними и нижними луча
ми.

Далее рассмотрим работу метода обобщенной силы и глобальной оптими
зации в трехмерной ионосфере, используя аналогичную модель (см. формулу
(4.2)). Для демонстрации работоспособности вариационного подхода при реше
нии граничной задачи в трехмерной неоднородной среде в аналитическую мо
дель ионосферы была включена локальная неоднородность на высоте 𝐹2 слоя.
Выражение для электронной концентрации 𝑁(�⃗�) с учетом неоднородности при
нимает следующий вид:

𝑁(�⃗�) = 𝑁𝑒(𝑧)
[︀
1 − ∆(�⃗�)

]︀
. (4.3)

Здесь профиль электронной концентрации 𝑁𝑒(𝑧) определяется согласно форму
ле (4.2) с аналогичными параметрами, а неоднородность описывается гауссовой
функцией:

∆(�⃗�) = exp

[︂
−(�⃗� − 𝑟𝑑)

2

𝜎2

]︂
, (4.4)

где �⃗�𝑑 = (500, 500, 300) км – радиус-вектор положения центра неоднородности
и 𝜎 = 100 км – параметр, характеризующий размеры неоднородности. Расчет
лучевых траекторий выполнялся между положениями точек 𝐴 и 𝐵 с радиус
векторами �⃗�𝐴 = (0, 0, 0) км и �⃗�𝐵 = (1000, 1000, 0) км для рабочей частоты
10 МГц. В каждом локальном определении луча обобщенная сила итерацион
но сходилась к нулю с использованием метода проецирования скорости [108].
Процесс оптимизации считается завершенным, когда абсолютное значение си
лы, действующей на каждую точку траектории, не превышает 10−9. Результаты
численных расчетов представлены на рис. 4.5 и в таблице 1. Приведем деталь
ное описание работы метода обобщенной силы и глобальной оптимизации для
данного примера.
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Рисунок 4.5 — Результаты расчетов лучевых траекторий методом обобщенной
силы и глобальной оптимизацией для частоты 10 МГц в трехмерной неоднород
ной среде. Модель ионосферы задается по формуле (4.2). Черными линиями
представлены верхние лучи, а синими линиями – нижние лучи. Рисунки (б) и
(в) представляют собой проекции рисунка (а) сбоку и сверху соответственно.



74

 0  200  400  600  800  1000

X (км)
 0 200 400 600 800 1000

Y (км)

 0

 100

 200

 300

 400

В
ы
со
та

 (
км

)

 0

 2

 4

 6

 8

 10

П
л
аз
м
ен
на
я 
ча
ст
от
а 

(М
Гц

)

A

B

0

1

2

3

4

 0  200  400  600  800  1000

X (км)
 0 200 400 600 800 1000

Y (км)

 0

 100

 200

 300

 400

В
ы
со
та

 (
км

)

A

B

0

1

2

3

4

Рисунок 4.6 — Результаты расчетов лучевых траекторий методом обобщенной
силы и глобальной оптимизации для частоты 10 МГц в двухслоевой среде без
неоднородности. Черными линиями представлены верхние лучи, синими лини
ями – нижние лучи.

Инициализация метода глобальной оптимизации осуществляется задани
ем положений промежуточных точек траектории равномерно вдоль прямой ли
нии, соединяющей точки 𝐴 и 𝐵. Отметим, что в случае однородной среды, пря
мая линия является лучем, соответствующим минимуму фазового пути (луч 0
на рис. 4.5а и 4.5б). Стартуя с начального положения, производится несколь
ко случайных смещений траектории с последующим поиском седловых точек
методом минимальной моды. В этом случае определено одно решение: луч 1,
отраженный от 𝐸 слоя ионосферы (см. рис. 4.5а и 4.5б). После этого зададим
небольшое смещение вдоль и против направления вектора минимальной моды.
Последующее применение локальной минимизации позволяет либо вернуться к
известному лучу 0, либо найти новый луч 2 — верхний луч, распространяющий
ся вдоль 𝐸 слоя ионосферы и отраженный от него. Поиск седловых точек из
окрестности верхнего луча 2 сходится к трем соседним седловым точкам, один
из которых, луч 1, был определен в предыдущей оптимизации с луча 0. Лучи
3 и 4 являются нижними лучами, отраженными от 𝐹2 слоя. Несмотря на то,
что эти лучи лежат в одной вертикальной плоскости, проходящей через гранич
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Таблица 1 — Результаты расчетов радиолучей, представленных на рис. 4.5.

Номер луча Тип
луча

Число
точек 𝑁

Фазовый
путь 𝑆,

км

Угол
места
𝛼, ∘

Азимут
𝛽, ∘

Время
расчета
𝑡, с

1 нижний 19 1418.11 5.77 45 0.7

2 верхний 27 1364.27 25.46 45 0.2

3 нижний 31 1384.11 25.48 45 0.9

4 нижний 31 1384.11 25.49 45 0.9

5 верхний 41 1046.9 61.63 34.03 0.3

6 верхний 41 1046.9 61.63 55.97 0.3

7 нижний 37 1128.26 61.77 45 1.3

8 нижний 31 1125.01 61.83 45 1.1

ные точки 𝐴 и 𝐵, формы этих решений асимметричны, вследствие воздействия
ионосферной неоднородности. Вершины этих лучей смещены к концам траекто
рии 𝐴 (луч 3) и 𝐵 (луч 4). В случае отсутствия ионосферной неоднородности,
лучи 3 и 4 сливаются в один (см. рис. 4.6). Отметим, что лучи 2, 3 и 4 имеют
близкие, но различные значения угола места (см. таблицу 1). Далее, стартуя
с луча 3, малое смещение вдоль минимальной моды и последующая минимиза
ция определяют новое решение - верхний луч 5, распространяющийся вдоль 𝐹2

слоя. Повторив процесс оптимизации с луча 4, найден очередной верхний луч
6. Последняя пара верхних лучей демонстрируют трехмерный характер распро
странения радиоволны: лучи огибают ионосферную неоднородность по наибо
лее короткому фазовому пути и, как следствие, отклоняются от вертикальной
плоскости распространения. Поиск седловых точек с начального приближения,
заданного на верхнем луче 5, обнаруживает два новых луча: нижние лучи 7 и 8,
преломляющиеся на ионосферной неоднородности. Аналогичный поиск с верх
него луча 6 не приводит к определению новых лучей. Процедура глобальной
оптимизации окончена.

В результате восемь лучей было найдено процедурой систематического
перехода от одного минимума к другому через седловые точки, из них три
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верхних луча (лучи 2, 5 и 6) и пять нижних лучей (лучи 1, 3, 4, 7 и 8). Как
результат, ионосферная неоднородность оказала значительное влияние на фор
мирование лучевой структуры. В сравнении с невозмущенной средой (см. рис.
4.6) появляются четыре дополнительных луча. Причем два луча отклоняются
от плоскости, проходящей через точки передатчика и приемника и вертикаль
ной оси OZ (см. рис. 4.5а).

Представленный выше пример демонстрирует один из важнейших аспек
тов разрабатываемого вариационного метода, а именно, его применимость и
эффективность использования для решения задач распространения радиоволн
в трехмерно-неоднородной ионосфере. В частности, информация о характере
экстремумов функционала фазового пути позволила построить глобальную про
цедуру поиска множества лучей, основной идеей которой является систематиче
ский поиск решений. При этом каждое найденное решение является отправной
точкой для определения последующих лучей, что автоматически решает про
блему подбора начальных приближений для каждого искомого луча.

4.2 Численное моделирование радиотрасс в модели IRI-2007.
Сравнение результатов расчетов с методом пристрелки

Применим вариационный подход к расчету радиотрасс в среде, где элек
тронная концентрация задается по модели IRI-2007 [84]. На рис. 4.7 показаны
результаты расчета лучевых траекторий для радиоволны с частотой 12 МГц на
трассе Хабаровск (47∘ с.ш., 134∘ в.д.) – Торы (51∘ с.ш., 103∘ в.д.) [112]. В дан
ном случае распределение электронной концентрации соответствовало 01:00 UT
22 июня 2016 г. Поиск каждого луча алгоритмом глобальной оптимизации осу
ществлялся с числом точек 𝑃 = 13, но при этом для увеличения точности коли
чество точек дискретизации последовательно увеличивалась. В данном примере
максимальное число точек составляло 41. Применение метода обобщенной силы
и глобальной оптимизации позволило определить три верхних луча (лучи 1, 3,
5, отраженные от слоев 𝐸, 𝐹1 и 𝐹2 как показано на рис. 4.7) и два нижних луча
(лучи 2, 4, отраженные соответственно от слоев 𝐹1 и 𝐹2, как показано на рис.
4.7). Выбранная рабочая частота 12 МГц близка к минимальной рабочей ча
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Рисунок 4.7 — Результаты расчетов, полученные с использованием алгорит
ма глобальной оптимизации на трассе Хабаровск (47° с.ш., 134° в.д.) – Торы
(51° с.ш., 103° в.д.) в день летнего солнцестояния 22.06.2016. Электронная кон
центрация задается моделью IRI-2007. Рабочая частота равна 12 МГц. Лучи по
лучены двумя различными подходами – вариационным методом и численным
решением уравнения эйконала методом характеристик с дальнейшим примене
нием алгоритмов трассировки и пристрелки. Верхние и нижние лучи представ
лены черными и синими линиями соответственно. Лучи, изображенные пунк
тирной линией представляют решения, не найденные методом пристрелки для
трассировки с шагом по углу возвышения превышающим 1°. Для идентифика
ции луча 4 требуется значение шага по углу менее 0.1°.

стоте ионосферного слоя 𝐹2, в результате лучевые траектории 3 (верхний луч,
отраженный от 𝐹1 слоя) и 4 (нижний луч, отраженный от 𝐹2 слоя) практиче
ски сливаются (см. рис. 4.7). Близость данных решений не вызывает трудностей
в их определении вариационным подходом.

Радиотрасса Хабаровск – Торы была также рассчитана традиционным
подходом: трассировкой, осуществляемой на основе численных решений урав
нения эйконала методом бихарактеристик, и дальнейшим применением метода
пристрелки [63]. Подбор начальных условий для дальнейшей реализации при
стрелки осуществлялся на основе использования стандартного метода трасси
ровки лучей из п. Хабаровск и дальнейшей оценкой положений точек прихода
радиолучей. В данном численном расчете угол излучения последовательно уве
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личивался в диапазоне от 0∘ до 90∘ с некотором заданным шагом ∆𝛼. Искомый
угол излучения считался изолированным в интервале от 𝛼 до 𝛼 + ∆𝛼 если
луч, направленный под углом 𝛼, перелетал (недолетал) желаемую точку прие
ма (п. Торы), и соответственно луч, запущенный с углом 𝛼 + ∆𝛼 , недолетал
до точки приема (перелетал ее). Далее, для каждого такого углового диапазо
на применялся метод пристрелки, что позволило определить луч, падающий в
окрестность п. Торы с точностью 10 м. Полученные траектории полностью сов
пали с лучами, рассчитанными вариационным методом (см. рис. 4.7). Однако
для определения всех пяти решений потребовалось задать достаточно мелкий
угловой шаг ∆𝛼 ≤ 0.1∘ трассировки лучей. В случае задания углового шага
трассировки 0.5° ≤ 𝛿𝛼 ≤ 1°, только лучи 1, 2, 3 и 5 были определены, а луч 4
оставался ненайденным. В случае трассировки лучей с угловым шагом ∆𝛼 & 1∘,
методом пристрелки удалось определялить только два луча (1 и 5), при этом
оставшиеся три решения не были найдены.

Данный пример показывает эффективность прямого вариационного мето
да в поиске множества решений граничной задачи. Показано, что определение
лучей с близкими параметрами углов излучения (например, если рабочая ча
стота близка к минимальной или максимальной применимой частоте) вызывает
трудности у традиционного метода пристрелки. Отметим, что увеличение чис
ла лучей при трассировки, необходимых для идентификации решений методом
пристрелки, неизбежно приводит к росту вычислительных затрат. Кроме того,
заранее неизвестен угол трассировки, позволяющий найти все лучи. Напротив,
прямой вариационный метод и алгоритм глобальной оптимизации, нечувстви
тельны к конфигурации и расположению лучей в пространстве. В частности,
близость лучей не вызывает какого-либо видимого увеличения вычислительных
затрат, и лучи могут быть надежно разрешены без необходимости какой-либо
дополнительной настройки параметров расчета.

Рассмотрим другой пример поиска решений вариационным методом в
неоднородной среде с электронной концентрацией заданной по модели IRI-2007
для радиотрассы Калининград (55∘ c.ш., 20∘ в.д.) – Стокгольм (59∘ с.ш., 18∘ в.д.)
[109; 123]. Частота радиоволны составляла 8 МГц. Расчет радиотрассы выпол
нялся для момента времени 12:00 UT 22 июня 2014 г. На рис. 4.8 представлены
результаты расчетов, полученные на основе метода обобщенной силы и глобаль
ной оптимизации как для верхних, так и для нижних лучей. Поиск каждого
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луча глобальной оптимизацией осуществлялся с числом точек 𝑃 = 13, но при
этом дискретизация луча последовательно увеличивалась до достижения неко
торого заданного уровня точности фазового пути, равной длине радиоволны. В
данном численном эксперименте максимальное число точек составляло 47. При
менение глобальной оптимизации позволило определить два верхних луча и два
нижних луча (см. рис. 4.8а). Для данного примера методом экспресс анализа
была построена двумерная карта распределения фазового пути функционала
(2.3). Результаты, представленные на рис. 4.8б показывают также соответствие
верхних и нижних лучей двум типам стационарных точек: минимумам и сед
ловым точкам первого порядка. Численный расчет гессианов соответствующих
решений также подтвердил полученный результат: для верхних лучей собствен
ные значения матрицы Гессе положительно определены, а для нижних лучей
собственные значения матрицы Гессе не являются знакоопределенными (одно
собственное значение отрицательное, все остальные - положительные). Особен
ностью рассмотренного примера является наличие горизонтального градиента
плазменной частоты, что, тем не менее, не вызвало трудностей в исследовании
функционала фазового пути методом экспресс анализа.

Далее рассмотрим применение вариационного подхода в неоднородной сре
де с учетом перемещающихся ионосферных возмущений (ПИВ) [123; 124]. Из
вестно, что в периоды авроральной активности и различных атмосферных из
менений генерируются перемещающиеся ионосферные возмущения различных
масштабов [125; 126], которые оказывают значительное влияние на КВ радио
связь.

Подробно опишем используемый в работе метод моделирования перемеща
ющихся ионосферных возмущений. Для задания перемещающихся ионосфер
ных возмущений в общем случае распределение электронной концентрации
можно записать в виде:

𝑁 (�⃗�) = 𝑁0 (�⃗�) · (1 + ∆𝑁1 (�⃗�)) , (4.5)

где 𝑁0 – базовое (фоновое) распределение электронной концентрации; ∆𝑁1 –
некая неоднородная структура, задающая ПИВ. Фоновая ионосфера задавалась
в виде значений плазменной частоты в узлах равномерной трехмерной сетки
по модели IRI-2007. Далее, для расчета траекторий обеспечивается непрерыв
ность плазменной частоты и ее производной. Этого можно достичь, используя
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Рисунок 4.8 — Результаты расчетов, полученные с использованием метода обоб
щенной силы и глобальной оптимизации на трассе Калининград (55∘ c.ш., 20∘

в.д.) – Стокгольм (59∘ с.ш., 18∘ в.д.). Рабочая частота равна 8 МГц. В данном
случае распределение электронной концентрации соответствовало 12:00 UT 22
июня 2014 г. Верхние и нижние лучи представлены черными и синими линия
ми соответственно слева (а) и белыми линиями справа (б). Лучевые траектории
изображены на фоне распределения плазменной частоты (а) и карты распреде
ления фазового пути (б), полученной процедурой экспресс анализа.

интерполяцию полученных модельных данных кубическим сплайном. Поэтому
на полученной двумерной сетке определяется трехмерный кубический сплайн,
который и используется для получения значений невозмущенного высотного
профиля электронной концентрации 𝑁0 (�⃗�) в любой точке.

Неоднородность ионосферы и ее временная нестационарность, связанная с
движением ПИВ, моделируются цугом нескольких бегущих монохроматических
волн:

𝑁 (�⃗�, 𝑡) = 𝑁0 (�⃗�, 𝑡)

[︃
1 +

𝑀∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖 · 𝑠𝑖𝑛
[︁
−Ω𝑖𝑡+ 𝑃𝑖 · �⃗� + Φ0𝑖

]︁]︃
, (4.6)

где 𝑀 – число задаваемых ПИВ, 𝑁0 (�⃗�, 𝑡) – пространственно-временное распре
деление электронной концентрации в невозмущенной ионосфере, 𝛿𝑖 – относи
тельная амплитуда 𝑖-ой гармоники ПИВ с частотой Ω𝑖, 𝑃𝑖 – волновой вектор
ПИВ, Φ0𝑖 – начальная фаза 𝑖-ой гармоники.
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Рисунок 4.9 — Результаты расчета радиотрассы с частотой 9 МГц методом обоб
щенной силы и глобальной оптимизацией между передающей (г. Калининград;
55∘ c.ш., 20∘ в.д.) и приемной станциями (г. Тромсе; 66∘ с.ш., 19∘ в.д.) (чер
ные линии) на фоне распределения плазменной частоты по модели IRI-2007 без
учета перемещающихся ионосферных возмущений (а) и при задании ПИВ на
высотах 𝐹2 слоя (б).

В общем случае каждый из 𝑀 ПИВ задается пятью параметрами: 𝛿𝑖 –
относительная амплитуда ПИВ; 𝑇𝑖 – периодом ПИВ; Λ𝑖 – длиной волны ПИВ;
Θ𝑖 – углом наклона ПИВ относительно поверхности Земли; Ψ𝑖 – углом распро
странения ПИВ относительно оси OX используемой системы координат. Тогда
формула (4.6) примет вид:

𝑁 (�⃗�,𝑡) = 𝑁0 (�⃗�,𝑡)

[︃
1 +

𝑀∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖 · 𝑠𝑖𝑛
[︂
− 2𝜋

𝑇𝑖
𝑡+

2𝜋

Λ𝑖
· 𝑥 · 𝑐𝑜𝑠Θ𝑖𝑐𝑜𝑠Ψ𝑖+

+
2𝜋

Λ𝑖
· 𝑦 · 𝑐𝑜𝑠Θ𝑖𝑠𝑖𝑛Ψ𝑖 +

2𝜋

Λ𝑖
· 𝑧 · 𝑠𝑖𝑛Θ𝑖 + Φ0𝑖

]︂]︃
.

(4.7)

Здесь мы предполагаем, что ПИВ распространяется вдоль трассы, что выгля
дит вполне обоснованным, поскольку рассматривается трасса между высокоши
ротной и среднеширотной станциями.

Рассмотрим возможности поиска решений вариационным методом в неод
нородной среде с электронной концентрацией заданной по модели IRI-2007 и
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с учетом перемещающихся ионосферных возмущений на примере радиотрассы
Калининград (55∘ с.ш., 20∘ в.д.) – Тромсе (66∘ с.ш., 19∘ в.д.) с частотой 9 МГц
для полуденных летних условий в период средней солнечной активности. Мо
делирование ПИВ осуществлялось с заданным набором параметров: 𝑀 = 1,
𝛿10 = 0.8, 𝑋𝑚1 = 600 км, 𝑍𝑚1 = 250 км, 𝐿𝑥1 = 1600 км, 𝐿𝑧1 = 100 км,
Λ1 = 200 км, Θ1 = 30∘, Ψ01 = 30∘.

На рис. 4.9 представлены результаты расчетов, полученные на основе ме
тода обобщенной силы и алгоритма глобальной оптимизации, как для верхних,
так и для нижних лучей в среде без ПИВов (рис. 4.9а) и с их наличием (рис.
4.9б). Аналогично с представленным ранее примером, поиск каждого луча алго
ритмом глобальной оптимизации осуществлялся с числом точек 𝑃 = 13, но при
этом дискретизация луча последовательно увеличивалась до достижения при
емлемого уровня точности фазового пути решений, равной длине радиоволны.
В данном численном эксперименте максимальное число точек составляло 55. В
невозмущенной среде применение глобальной оптимизации позволило опреде
лить три верхних луча и три нижних луча (см. рис. 4.9а). Отметим, что верхний
и нижний лучи с высотами отражений ≈ 180 км почти сливаются (см. рис. 4.9).
Как и в представленном выше примере, вариационный подход успешно разре
шил эти два луча. В среде с наличием ПИВ вариационный метод определил
четыре лучевые траектории: два нижних и два верхних луча, отраженных от
𝐸 и 𝐹2 слоев.

Стоит отметить, что наличие ионосферных возмущений приводит к зна
чительным изменениям формы радиолучей. На рис. 4.9б видно, как луч, от
раженный на высотах 𝐹2 слоя, изгибается на перемещающихся ионосферных
возмущениях. Вследствие этого траектория радиолуча имеет волнообразный
вид. Таким образом, форма траектории лучей не является трудностью для на
хождения решений на основе вариационного метода. Результаты расчетов, по
лученные вариационным методом и методом пристрелки, для рассматриваемых
случаев показывают полное согласие. Как результат, прямой вариационный ме
тод успешно применяется для расчета радиотрасс КВ-диапазона в среде с неод
нородным распределением электронной концентрации.
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4.3 Синтезирование дистанционно-частотных характеристик
наклонного зондирования

Одно из главных направлений прикладного использования методик рас
чета лучевых траекторий является моделирование дистанционно-частотных ха
рактеристик (в случае расчета амплитудных характеристик – ионограмм) на
клонного зондирования. В настоящее время модельные дистанционно-частот
ные характеристики (ДЧХ) являются важным инструментом верификации
ионосферных моделей. С другой стороны, модельные и экспериментальные
ДЧХ (ионограммы) наклонного зондирования могут использоваться для мони
торинга состояния ионосферы в ненаселенных областях. Поэтому совершенство
вание методов моделирования ионосферы и расчета радиотрасс является акту
альной задачей. В данном разделе представлены экспериментальные ионограм
мы и модельные ДЧХ наклонного зондирования для среднеширотной трассы
Хабаровск — Торы [112]. Экспериментальные данные были получены 8 января
2016 г. в 17:11 UT, 9 января 2016 г. в 5:31 UT, 4 марта 2016 г. в 17:36 UT, 28 марта
2016 г. в 21:51 UT с использованием сети многофункциональных ионозондов, ге
нерирующие непрерывные сигналы со сложной фазовой модуляцией. Диапазон
рабочих частот приемо-передающих устройств составляет 4 — 30 МГц, частота
развертки составляет 500 кГц/с, а мощность излучения варьируется в диапа
зоне от 15 Вт до 100 Вт. Ионозонды на станциях Хабаровск и Торы являются
частью сети ЛЧМ радиозондирования, созданной Институтом солнечно-земной
физики Сибирского отделения Российской академии наук (ИСЗФ СО РАН).
Сеть ЛЧМ-ионозондов ИСЗФ СО РАН охватывает Восточно-Сибирскую часть
России и работает в непрерывном режиме с временным разрешением 5 минут,
позволяющим измерять кратковременные ионосферные процессы, такие как пе
ремещающиеся ионосферные возмущения средних масштабов [12; 127].

Моделирование ДЧХ выполнялось с использованием лучевого метода,
представленного в данной работе. Для каждой лучевой траектории, найден
ной вариационным методом, рассчитывался групповой путь в зависимости от
выбранной частоты (см. рис. 4.10) [83; 86]. На рис. 4.10 дистанция представлена
в виде задержки радиосигнала при распространении от передатчика до прием
ника. Полученные модельные ДЧХ качественным образом описывают данные
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Рисунок 4.10 — Дистанционно-частотные характеристики наклонного зондиро
вания на трассе Хабаровск – Торы за 8 января 2016 года 17:11 UT (а), 9 января
2016 года в 5:31 UT (б), 4 марта 2016 года в 17:36 UT (в) и 28 марта 2016 года
21:51 UT (г). Дистанция представлена в виде задержки радиосигнала. Данные
наблюдений показаны черными точками. Результаты, полученные с использова
нием вариационного метода и модели IRI-2007, показаны цветными кружками.
Красные и синие кружки обозначают следы односкачковых верхних и нижних
лучей соответственно. Метки «1𝐹2», «2𝐹2» и «3𝐹2» указывают на следы лучей
с одним двумя или тремя скачками соответственно, отраженных от ионосфер
ного слоя 𝐹2.
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Рисунок 4.11 — Результаты численных расчетов вариационным методом радио
трассы Хабаровск – Торы в момент времени 5:31 UT 9 января 2016 года для
рабочих частот 15 МГц (а) и 24 МГц (б). Электронная концентрация задается
моделью IRI-2007. Верхние и нижние лучи показаны черными и синими линия
ми соответственно.

наблюдений, а в некоторых случаях наблюдается и количественное согласие.
В представленных примерах лучшее согласие наблюдается для следов нижних
лучей, траектории которых будут испытывать незначительные изменения в слу
чае учета внешнего магнитного поля [73]. Верхние лучи, напротив, испытывают
значительное изменение траекторий при учете анизотропии, что объясняет раз
личие в модельных расчетах и данных наблюдений (см. рис. 4.10). Количествен
ное различие во временах группового запаздывания и значениях максимально
применимых частот объясняется выбором модели IRI-2007, которая представ
ляет собой климатическую модель ионосферы и не описывает погодных вариа
ций основных параметров ионосферной плазмы, особенно в сильно изменчивой
субавроральной области [128; 129]. Дополнительные следы отражений на экспе
риментальных ионограммах свидетельствуют о наличии двух- и трехскачковым
мод. Воспроизведение многоскачковых радиотрасс прямым вариационным ме
тодом представляет собой предмет дальнейших исследований.

Моделирование ДЧХ наклонного зондирования прямым вариационным
методом показывает широкие возможности его применения. Метод глобальной
оптимизации, позволяющий находить радиолучи без априорной информации о
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числе решений и без подбора начальных приближений, показывает эффектив
ность для построения ДЧХ.

Хотя представленные в этом разделе ДЧХ, вероятно, слишком просты,
чтобы по-настоящему продемонстрировать эффективность вариационного ме
тода, они подтверждают применимость метода обобщенной силы к приклад
ным задачам распространения радиоволн. ДЧХ также иллюстрируют интер
претацию верхних и нижних лучей в терминах минимумов и седловых точек
функционала фазового пути. Когда рабочая частота значительно отличается
от МПЧ, минимум и седловая точки находятся далеко друг от друга, и соот
ветствующие верхние и нижние лучи, а также их следы на ДЧХ хорошо раз
делены (см. рис. 4.10б и соответствующие конфигурации лучей для 𝑓 = 15

МГц на рис. 4.10б). При приближении рабочей частоты к МПЧ слоя стацио
нарные точки движутся навстречу друг другу, сливаются и в конечном итоге
исчезают (см. рис. 4.10б). Эта интерпретация согласуется с общими знаниями о
ионосферном распространении радиоволн, но также дает ценную информацию
о природе верхних и нижних лучей. Установленный факт о типе экстремумов
верхних и нижних лучей лежит в основе метода глобальной оптимизации лучей,
представленного в данной работе.

4.4 Выводы

В данной главе было представлено практическое применение метода обоб
щённой силы и алгоритма глобальной оптимизации для поиска лучевых траек
торий радиоволн в различных средах: аналитической модели параболического
слоя электронной концентрации, аналитической двухслоевой модели и между
народной справочной модели IRI–2007. Были получены следующие результаты:

– Численные расчеты методом экспресс анализа для всех представленных
моделей ионосферы показали соответствие фазовых путей верхних и
нижних лучей стационарным точкам двух типов: минимумы и седловые
точки первого порядка;
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– Сравнение лучевых траекторий, полученных вариационным методом, с
известными аналитическими и численными решениями показали пол
ное согласие;

– Численные расчеты лучевых траекторий выполнялись во всем диапа
зоне частот коротких волн. Показана устойчивость метода, в том числе
в диапазоне частот 𝑓 < 𝑓𝑐𝑟, характеризующимся наличием «запрещен
ной зоны». В диапазоне частот 𝑓𝑐𝑟 < 𝑓 < МПЧ метод устойчиво опре
деляет пары верхних и нижних лучей для каждого ионосферного слоя.

– Показано преимущество использования вариационного метода в разре
шении лучей с близкими значениями углов излучения по сравнению с
методом пристрелки.

– Глобальная оптимизация была применена в трехмерной ионосфере с
наличием неоднородностей. Главное преимущество глобальной оптими
зации заключается в поиске множества решений в условиях многолуче
вости.

– Применение метода обобщенной силы и алгоритма глобальной оптими
зации позволило создать новый инструмент моделирования ДЧХ на
клонного зондирования. Сравнение модельных ДЧХ и эксперименталь
ных ионограмм показало качественное и количественное согласие.

Таким образом, в ходе численных экспериментов была успешно выполнена апро
бация метода обобщенной силы и алгоритма глобальной оптимизации.
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Заключение

Основные результаты диссертационной работы представлены ниже.
1. В ходе выполнения диссертационной работы создан новый метод рас

чета лучевых траекторий распространения коротких радиоволн в ионо
сфере, с заданными положениями передатчика и приемника. В основе
метода лежит основополагающий закон геометрической оптики – прин
цип Ферма, согласно которому фазовый (оптической путь) луча прини
мает стационарное значение. Метод представляет собой вариационный
подход к расчету лучей, основанный на прямой оптимизации функци
онала фазового пути, без необходимости решения вариационного урав
нения.

2. Проведено численное исследование стационарных значений функциона
ла фазового пути радиолуча. Полученные результаты позволили опре
делить два основных типа лучевых траекторий краевой задачи: мини
мумы и седловые точки.

3. Реализован метод обобщенной силы – оптимизационный метод, позво
ляющий проводить избирательный поиск решений граничной задачи.
Минимумы и седловые точки, соответствующие искомым лучевым тра
екториям, могут быть найдены в результате одной и той же процедуры
оптимизации под управлением обобщенной силы, формулировка кото
рой зависит от типа искомого решения.

4. Разработан и реализован метод глобальной оптимизации, работа ко
торого основана на систематическом поиске лучевых траекторий с за
данными граничными условиями. Предложенный вариант глобальной
оптимизации исключает проблему задания начальных приближений по
средством последовательного поиска лучей и позволяет находить мно
жество лучевых траекторий радиотрассы.

5. Проведено численные моделирование радиотрасс в трехмерной неодно
родной изотропной среде с использованием метода обобщенной силы и
алгоритма глобальной оптимизации. Исследованы возможности исполь
зования предложенных методов для решения краевой задачи с учетом
многолучевого распространения. Показано, что вариационный подход
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позволяет эффективно решать граничную задачу о расчете лучевых
траекторий без априорной информации о лучевом семействе.

6. Проведено сравнение вариационного подхода и метода пристрелки
в среде, электронная концентрация которой задавалась по модели
IRI-2007. Показаны преимущества использования вариационного под
хода.

7. На основе метода обобщенной силы и алгоритма глобальной оптими
зации реализован комплекс программ для численного моделирования
ионограмм наклонного зондирования. Проведена верификация разра
ботанного комплекса программ на основе сравнения численных резуль
татов и экспериментальных ионограмм наклонного зондирования.

Таким образом, в ходе выполнения диссертационной работы был создан и
развит новый вариационный подход к расчету лучевых траекторий с заданными
граничными условиями. Метод обобщенной силы и алгоритм глобальной опти
мизации позволили реализовать новый инструмент численного моделирования
лучевых траекторий коротких радиоволн в ионосфере, успешно апробирован
ный в различных модельных средах.
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БФУ им. И. Канта – Балтийский федеральный университет имени Им
мануила Канта
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ния радиоволн Российской академии наук
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ПИВ – Перемещающееся ионосферное возмущение
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ления Российской академии наук

ДЧХ – Дистанционно-частотная характеристика
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1.4 Иллюстрация метода пристрелки в двухслоевой ионосфере.
Рабочая частота 12 МГц. Черными линиями представлены лучи,
полученные методом пристрелки. Красной линией показано
найденное решение. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.5 Иллюстрация итерационного поиска луча вариационным
методом. Черной линией представлено начальное приближение;
пунктирными линиями – промежуточные положения траектории
в процессе оптимизации; красной линией – искомое решение. . . . 30

1.6 Пример расчета лучевых траекторий радиоволны с частотой 16
МГц вариационным методом К. Коулмана [101]. Белые и черные
линии представляют собой лучевые траектории обыкновенной и
необыкновенной волны соответственно. . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.1 Иллюстрация кривой 𝛾, соединяющей граничные точки 𝐴 и 𝐵, в
непрерывном (а) и кусочно-линейном представлении луча (б). . . 35

2.2 Профиль плазменной частоты ионосферы, заданный по формуле
(2.9). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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2.3 Лучевые траектории радиоволны с частотой 12 МГц,
соединяющие заданные положения передатчика 𝐴 и приемника
𝐵 в двумерной изотропной ионосфере (а). Электронная
концентрация задается в соответствии с формулой (2.9).
Известные решения лучевых уравнений в виде верхнего и
нижнего луча представлены черной и красной линиями;
Результаты численных расчетов прямой минимизацией
представлены справа (б). Пустыми черными кружками и
пунктирной линией представлено начальное приближение.
Сплошными черными кружками и сплошной черной линией
изображено найденное решение. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.4 Слева представлены решения лучевых уравнений (а) для
радиоволны с частотой 12 МГц в среде, заданной согласно
формуле (2.9). Справа – набор виртуальных лучей (б),
полученных с применением трехточечной схемы и прямой
минимизацией. Черные пустые кружки представляют
фиксированные точки, а черные сплошные кружки –
подвижные точки траектории. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.5 Сравнение решений граничной задачи (а) с результатом
исследования функционала радиолуча, полученного методикой
экспресс анализа (б). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.6 Схематичное представление методики экспресс анализа с
использованием трехточечной схемы: две точки 𝐴 и 𝐵
закреплены на поверхности Земли в соответствии с граничными
условиями; третья точка (вершина) 𝐶 последовательно
фиксируется в узлах выбранной сетки (белые кружки). Черные
кривые представляют виртуальные траектории, полученные
интерполяцией Катмул-Ром сплайном по трем заданным точкам. 45

2.7 Двумерная карта фазового пути виртуальных траекторий,
построенная с использованием методики экспресс анализа.
Белые линии представляют лучевые траектории радиоволны
частоты 12 МГц. Модельная ионосфера задавалась по формуле
(2.9). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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3.1 Пример расчета верхних лучей радиоволны с частотой 12 МГц
методом обобщенной силы. Модельная ионосфера задается
формулой (2.9). Серыми кружками и серыми пунктирными
линиями изображены начальные приближения.
Последовательность задания начальных приближений
обозначена цифрами. Черными кружками и черной сплошной
линией представлены найденные решения. . . . . . . . . . . . . . 50

3.2 Иллюстрация примера, представленного на рис. 3.1, в
пространстве функционала радиолуча. Белыми кружками
представлены положения начальных приближений. Белой
стрелкой схематично обозначен процесс сходимости к локальных
минимумам. Белыми крестиками представлены положения
стационарных точек целевой функции. . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3 Иллюстрация метода поиска седловой точки в пространстве
функционала радиолуча. Белым крестиками в минимуме и
седловой точке обозначены положения решения в начале и конце
процедуры оптимизации соответственно; черным крестиком –
промежуточное положение в момент смены знака минимального
собственного значения гессиана радиолуча. Белыми
пунктирными линиями схематично изображен процесс
сходимости решения от минимума к седловой точке. . . . . . . . . 53

3.4 Результаты расчета нижнего луча прямым вариационным
методом. Аналитическая модель ионосферы задается в
соответствии с формулой (2.9); Серыми кружками обозначены
положения точек траектории в процессе оптимизации.
Начальное приближение представлено пустыми кружками и
пунктирной линией. Для начального приближения, заданном на
найденном верхнем луче, задается случайное малое смещение в
соответствие с алгоритмом поиска седловых точек. Красные
линии с кружками показывают найденное решение в виде
нижнего луча. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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3.5 Иллюстрация метода глобальной оптимизации в пространстве
функционала радиолуча. Белым крестиками обозначены
положения стационарных точек. Белыми сплошными стрелками
схематично изображен процесс систематического поиска
решений через седловую точку. Черный крестик обозначает
момент смены знака минимального собственного значения
гессиана функционала. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.6 Результат применения алгоритма глобального поиска лучей.
Модельная среда задается согласно формуле (2.9). Рабочая
частота равна 12 МГц. Верхние и нижние лучи представлены
черными и красными сплошными линиями. . . . . . . . . . . . . . 60

4.1 Слева (а) представлен профиль плазменной частоты
аналитической модели ионосферы, заданной по формуле (4.1).
Справа (б) представлены лучевые траектории для радиоволны с
частотой 14 МГц для заданных граничных условий. Черные и
красные кружки представляют верхний и нижний лучи,
найденные методом обобщенной силы и глобальной
оптимизацией. Синими кружками обозначены точки
траектории, движущиеся только вдоль нижней границы
ионосферы (черная пунктирная линия на рис. (б)). Черной и
красной сплошными линиями изображены известные решения,
полученные в программном пакете Maple, для верхнего и
нижнего лучей. Серой пунктирной линией обозначена высота
максимума ионосферного слоя 𝐹2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.2 Двумерные карты распределения фазового пути лучевых
траекторий для диапазона частот 8 − 18 МГц: (a) — 8 МГц, (б)
— 10 МГц, (в) — 12 МГц, (г) — 14 МГц, (д) — 16 МГц, (ж) —
18 МГц. Белыми сплошными линиями показаны решения
граничной задачи (верхние и нижние лучи) в параболической
модели ионосферы. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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4.3 Слева (а) представлен профиль плазменной частоты ионосферы,
заданной по формуле (4.2); Справа (б) представлены лучевые
траектории радиоволны с частотой 12 МГц для заданных
граничных условий. Незакрашенными черными кружками
показано начальное приближение луча, закрашенными черными
и красными кружками — результат оптимизации соответственно
верхних и нижних лучей методом обобщенной силы и
глобальной оптимизацией, черными и красными сплошными
линиями — численные решения методом пристрелки [63].
Серыми пунктирными линиями обозначены максимумы 𝐸 и 𝐹2

ионосферных слоев. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.4 Двумерные карты распределения фазового пути лучевых

траекторий для диапазона частот 6 − 16 МГц: (a) — 6 МГц, (б)
— 8 МГц, (в) — 10 МГц, (г) — 12 МГц, (д) — 14 МГц, (ж) —
16 МГц. Белыми сплошными линиями показаны решения
граничной задачи (верхние и нижние лучи) в двухслоевой
модельной ионосфере (см. формулу (4.2)). . . . . . . . . . . . . . 71

4.5 Результаты расчетов лучевых траекторий методом обобщенной
силы и глобальной оптимизацией для частоты 10 МГц в
трехмерной неоднородной среде. Модель ионосферы задается по
формуле (4.2). Черными линиями представлены верхние лучи, а
синими линиями – нижние лучи. Рисунки (б) и (в) представляют
собой проекции рисунка (а) сбоку и сверху соответственно. . . . 73

4.6 Результаты расчетов лучевых траекторий методом обобщенной
силы и глобальной оптимизации для частоты 10 МГц в
двухслоевой среде без неоднородности. Черными линиями
представлены верхние лучи, синими линиями – нижние лучи. . . 74
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4.7 Результаты расчетов, полученные с использованием алгоритма
глобальной оптимизации на трассе Хабаровск (47° с.ш.,
134° в.д.) – Торы (51° с.ш., 103° в.д.) в день летнего
солнцестояния 22.06.2016. Электронная концентрация задается
моделью IRI-2007. Рабочая частота равна 12 МГц. Лучи
получены двумя различными подходами – вариационным
методом и численным решением уравнения эйконала методом
характеристик с дальнейшим применением алгоритмов
трассировки и пристрелки. Верхние и нижние лучи
представлены черными и синими линиями соответственно.
Лучи, изображенные пунктирной линией представляют
решения, не найденные методом пристрелки для трассировки с
шагом по углу возвышения превышающим 1°. Для
идентификации луча 4 требуется значение шага по углу менее 0.1°. 77

4.8 Результаты расчетов, полученные с использованием метода
обобщенной силы и глобальной оптимизации на трассе
Калининград (55∘ c.ш., 20∘ в.д.) – Стокгольм (59∘ с.ш., 18∘ в.д.).
Рабочая частота равна 8 МГц. В данном случае распределение
электронной концентрации соответствовало 12:00 UT 22 июня
2014 г. Верхние и нижние лучи представлены черными и синими
линиями соответственно слева (а) и белыми линиями справа (б).
Лучевые траектории изображены на фоне распределения
плазменной частоты (а) и карты распределения фазового пути
(б), полученной процедурой экспресс анализа. . . . . . . . . . . . 80

4.9 Результаты расчета радиотрассы с частотой 9 МГц методом
обобщенной силы и глобальной оптимизацией между
передающей (г. Калининград; 55∘ c.ш., 20∘ в.д.) и приемной
станциями (г. Тромсе; 66∘ с.ш., 19∘ в.д.) (черные линии) на фоне
распределения плазменной частоты по модели IRI-2007 без учета
перемещающихся ионосферных возмущений (а) и при задании
ПИВ на высотах 𝐹2 слоя (б). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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4.10 Дистанционно-частотные характеристики наклонного
зондирования на трассе Хабаровск – Торы за 8 января 2016 года
17:11 UT (а), 9 января 2016 года в 5:31 UT (б), 4 марта 2016 года
в 17:36 UT (в) и 28 марта 2016 года 21:51 UT (г). Дистанция
представлена в виде задержки радиосигнала. Данные
наблюдений показаны черными точками. Результаты,
полученные с использованием вариационного метода и модели
IRI-2007, показаны цветными кружками. Красные и синие
кружки обозначают следы односкачковых верхних и нижних
лучей соответственно. Метки «1𝐹2», «2𝐹2» и «3𝐹2» указывают
на следы лучей с одним двумя или тремя скачками
соответственно, отраженных от ионосферного слоя 𝐹2. . . . . . . 84

4.11 Результаты численных расчетов вариационным методом
радиотрассы Хабаровск – Торы в момент времени 5:31 UT 9
января 2016 года для рабочих частот 15 МГц (а) и 24 МГц (б).
Электронная концентрация задается моделью IRI-2007. Верхние
и нижние лучи показаны черными и синими линиями
соответственно. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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Приложение А

Метод проецирования скорости

Метод «проецирования скорости» относится к классу градиентных мето
дов, и, как и все градиентные методы, предназначен для поиска локального
оптимума [108]. Метод напоминает моделирование массивной изображающей
точки в многомерном конфигурационном пространстве, где в качестве скоро
сти изображающей точки используется лишь ее проекция на направление обоб
щенной силы. Преимуществом такой формулировки по сравнению, например, с
методом градиентного спуска является возможность изображающей точки уско
ряться и быстрее достигать оптимума. Алгоритм активно применяют во многих
областях исследований, где возникают проблемы оптимизации [130]. В данной
работе метод адаптирован к задаче о расчете лучевых траекторий радиоволн
с заданными граничными условиями. В частности, он используется для пере
мещения цепочки точек траектории вдоль обобщенной силы, в результате чего
некоторое начальное приближение сходится к радиолучу.

В рамках метода проецирования скорости, координаты точек траектории
обновляются в соответствии с уравнением движения:

r̈ =
1

𝑚
F, (А.1)

где 𝑚 – «масса» точки в конфигурационном пространстве, две точки над симво
лом r обозначают вторую производную по отношению к фиктивному «времени»
𝑡. Уравнение (А.1) повторяется с использованием некоторой числовой схемы, и
на каждой итерации сохраняется только составляющая скорости, параллельная
обобщенной силе. Кроме того, если величина этой проекции становится отрица
тельной, на текущей итерации скорость обнуляется. Ниже приведено подробное
описание метода проецирования скорости в сочетании с алгоритмом Верле [108]:

1. Задаем параметры оптимизации, включающие шаг по времени ∆𝑡 и
фиктивную массу 𝑚. В наших расчетах используются следующие зна
чения параметров: ∆𝑡 = 0.1 and 𝑚 = 1 км−1.

2. Задаем начальное положение точек траектории, r(0), и соответствую
щие им скорости, v(0) = 0. Рассчитываем обобщенную силу, F(0). Ис



113

пользуем формулу (3.1) для верхних лучей и формулу (3.4) для нижних
лучей. Запуск итерационной процедуры.

3. Если сила в каждой точке траектории меньше некоторого заданного
порогового значения, 𝐹tol, то оптимизация завершена. Иначе переходим
к следующему пункту.

4. При заданной конфигурации r(𝐼), скоростей v(𝐼) и сил F(𝐼) для теку
щей итерации 𝐼, рассчитываем новые положения точек траектории в
соответствии с формулой:

r(𝐼+1) = r(𝐼) + v(𝐼)∆𝑡+
1

2𝑚
F(𝐼)∆𝑡2. (А.2)

5. Рассчитываем силу F(𝐼+1) соответствующую положениям r(𝐼+1). Ис
пользуем формулу (3.1) для верхних лучей и формулу (3.4) для нижних
лучей.

6. Рассчитываем новые значения скоростей в соответствии с формулой:

v(𝐼+1) = r(𝐼) +
1

2𝑚

(︀
F(𝐼) + F(𝐼+1)

)︀
∆𝑡. (А.3)

7. Коррекция скорости v(𝐼+1), используя следующую формулу:

v(𝐼+1) →

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︀
v(𝐼+1) · F(𝐼+1)

)︀
F(𝐼+1)/

⃒⃒
F(𝐼+1)

⃒⃒2
,

если
(︀
v(𝐼+1) · F(𝐼+1)

)︀
> 0,

0,

если
(︀
v(𝐼+1) · F(𝐼+1)

)︀
≤ 0.

(А.4)

8. Возврат в пункт 3.
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